Churchsche These

Die Klasse der effektiv berechenbaren Funktionen ist genau die Klasse
der p-rekursiven Funktionen. Jede Formalisierung von berechenbaren
Funktionen liefert die gleiche Klasse.

Wir werden einige dieser Formalisierungen kurz vorstellen.

6.79 Definition Register-Maschinen (goto-Programme iiber V)

Goto-Programme iiber der Variablenmenge V' = {Vj, ..., V,,}
sind markierte Befehlsfolgen der Form

7) O: BO
1: Bl
L : BL
Mit Befehlen B;,: € {0, ..., L} einer der Formen

oV, := s(V;) oV, := p(V;) eif V; = 0 then goto [, else goto [
mit V; € V, 11,1l € {0, N T 1} (Marken).

Die intendierte Semantik von s, p ist die Nachfolger- bzw. die Vor-
gangerfunktion auf N.

6.5 Die Churchsche These 174



Register-Maschinen Semantik

Vn | 2Zn €N Speicher
\ beschreibt Zustand
Kontrolle J z2(V;) = x;
/ 1=0,...,n
P V3 | z3 € N
0,...,L+ 13 Befehlszihler 1V, | 29 € N
Akkumulator \%] x1 € N (
Operand Vo | zg € N
] 1
Register
Erweiterung: RAM Registermaschine

Interpretersemantik:

Ip(l,z):{0,...,L+1} x Z2—{0,...,L+1} x Z

Startzustand: (0, z), Eingaben 2(V;) = z; € N

Ip(l, Z) —

([ (14 1,2(V;/2(V;) + 1)) 1:V;:=s(V;) €P
(I+1,2(Vi/z(Vi) — 1)) L:Vii=p(Vi) €P
(l1, 2) [ :if V; = 0 then goto [ else goto [, € P

< Nz(V;) =0
(l2, 2) [ : if V; = 0 then goto [, else goto I, € P

Nz(Vi) # 0
| (1, 2) | = L + 1 oder [ kein Label in P (Stopp)

6.5 Die Churchsche These 175



Register-Maschinen berechenbare Funktionen

Programm P stoppt aus Startzustand z gdw keine Befehlsausfiihrung
mehr moglich.

Ein- Ausgabevereinbarungen fiir die Berechnung von Funktionen

f:N - N: P berechnet f gdw

i) Die Rechnung stoppt aus Anfangszustand
z2(Vi) =x;, 1 =1,...,1, 2(V;) = 0 sonst gdw
(x1,...,x1) € dom(f).

i) Gilt (x1,...,x;) € dom(f), y = f(x1,...,x;), so stoppt

P in einem Zustand 2’ mit 2’ (V) = y. Also gilt:
3t € N: I,(0,2) = (L + 1, 2")

6.80 Beispiel Einfache RM bzw. goto-Programme
Sei S festes Register mit Inhalt 0, d.h. 2(Vs) = 0

a) Register ,leeren"
V&0: 0:V:=pV)
1:if V = 0 then goto 2 else goto 0

b) Z <= Z + 1, Z <= Z — 1 sind leicht anzugeben.
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Einfache RM bzw. goto-Programme

c) ,Inhalt umspeichern”

Z <Y 0: Z2<«<=0
copy Y nach Z 1:if Y = 0O then goto 5 else goto 2
Hilfsregister U 2:Y :=p(Y)
initialisiert mit O 3:U :=s(U)
unbedingter Sprung: 4 : if V; = 0 then goto 1 else goto 1

goto 1 (Abkiirzung)

5:if U = 0 then goto 10 else goto 6
6:U :=p(U)

7T:7Z:=5(2)

8:Y :=s5(Y)

9 :goto 5

6.81 Lemma

e Jede u-rekursive Funktion ist goto-berechenbar.
e Jede goto-berechenbare Funktion ist p-rekursiv.

Beweisidee:
e Zeige die Grundfunktionen sind goto-berechenbar.
f=go(hy,....,hm), f=R(g,h), [=pg

Lassen sich durch Goto-Programme berechnen, falls g, h1, ..., hp, h
goto-berechenbar.

e /eige die Funktion Ip lasst sich durch eine primitiv rekursive Funk-
tion simulieren. Dann lteration und Minimierung.
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Turingmaschinen (nach A. Turing)

> = {b1,...,b.} Alphabet, Leersymbol (0 &€ >, a € X
Band ?rbeitsfeld
u] =)= a ojolOol-;
q0 Steuereinheit
1 Q =19, q,---}
q2

endliche Zustandsmenge

Zu jedem Zeitpunkt sind nur endlich viele Felder nicht mit [J belegt.
Es gibt somit stets zusammenhangenden Block endlicher Lange, der
das A-Feld enthalt und auBerhalb davon nur Leerzeichen vorkommen.

Erlaubte Operationen:

In Abhangigkeit vom Zustand und Inhalt des A-Felds schreibe Zeichen
ins A-Feld, bewege Lese-Schreibkopf um ein Feld nach links (L), rechts
(R) oder bleibe darauf (S), andere Zustand.

Beschreibung durch ,Ubergangsfunktion”
d: QXTI —=QxT x{L,R,S}, wobei Q endliche Zustands-
menge und I' Bandalphabet sind.
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Turingmaschinen (Forts.)

6.82 Definition

Eine Turingmaschine T ist ein 6 -Tupel T' = (Q, X, T, 9, qo, F)
mit folgenden Bestandteilen:

e () ist endliche Zustandsmenge.

e Y. Eingabealphabet mit [ & >J. Eingabezeichen.

e [' Bandalphabet mit > C I' und [ € I'. Bandzeichen.
® (o ist der Startzustand.

o F' C @ Menge der Endzustande.

e 0 : QXTI - Q@ xTI'x{L,R,S} (oft als total verlangt)
geniigt dom () = (Q\F) x I'. Ubergangsfunktion.
Wird oft als Tafel oder Tabelle angegeben.

Ein Bandzustand von T ist ein Tripel (g, z, 8) mit ¢ € Q (ak-
tueller Zustand), x € Z (aktuelle Kopfposition), 8 : Z — T totale
Funktion (aktueller Bandinhalt) mit 3(y) = O fiir alle bis auf endlich

viele y € Z.
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Turingmaschinen (Forts.)

T iberfiihrt den Bandzustand (g, x,(3) in den Bandzustand
(¢',x', 8") (Folgezustand), falls

o i(q,8(x)) = (q', 8'(x), M)
o B'(y) = B(y) fiiralle y # x Folgezustand
(2 —1 falls M = L
o z'={x+1 fals M =R
x falls M = S

\

Eine Rechnung von T’ ist eine endliche Folge von Bandzustanden
(20y-..,2n), sodass T fir alle 0 < ¢ < m den Zustand z; in
Zit+1 uberfiihrt.

Eine Rechnung heiBt haltend, falls z,, = (q,z,8) AN q € F.
6.83 Beispiel

Y={12}, T =2U{0} Q = {q0, @1, q2}, F = {q2}

0 [] 1 2

q | (qo,0, R) (q1,0,R) (q1,0, R)
q1 | (¢2,,5) (¢1,0,R) (qi,0, R)
gz (qQaljaS) (Q271>S) (QQ,Q,S)

Andere Beschreibungen von § moglich: z.B.
Fiinftupel {qbq' b’ M : q € Q,b € T}
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Beispiele von Turingmaschinen

Beispiel Rechnung:

2-1 01234567

o 0|01 ]2]O

2

O e| e| e

q2

/\

q0
«

qi1

Anfangszustand zgp = (qo, 0, 3) wobei ((2) =1

z1
Z2
<3
zZ4
<5
<6

= (qo0, 1, B)
— (QO727/8)
= (q1, 3, B1)
= (q1,4, B2)
— (Q2747/82)
= (g2, 4, B2)

B(3) =2
B(5) =2
sonst []

mit 31(3) = 2 = B3(5) sonst [
mit B3(5) = 0 sonst [J

S @9 haltend oder ,Haltezustand”
~Endzustand"

Wirkung: TM sucht rechts vom A-Feld w € X* als Block und |dscht
es. Bleibt auf Leerzeichen hinter w stehen, falls w € X7 existiert.
Stoppt nicht, falls auf AFeld und rechts davon lauter [1-Zeichen sind.
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Turing-berechenbare Funktionen

Unare Codierung von Zahlen n — ||| ... |

n

6.84 Definition

Eine Funktion f : N — N heiBt Turing-berechenbar, falls es
eine TM T mit Eingabealphabet {|, $} gibt, so dass der Bandzustand
(q07 07 B) mit

e B(¢) =0firt <OQundi>xz1 4224+ - 4+2), +n
e 3(0)=B(z1+1) =81 +z2+2) ==
Blx1+ - +an+n)=9

e (3(i) = | fur alle anderen ¢

genau dann zu einer haltenden Rechnung erganzt werden kann, wenn

f(x1,...,2,) | und, ist in diesem Fall (q,%,3") der Zustand,
in dem die Rechnung hélt, dann ist die Anzahl der Striche |, die
in 3'(¢ +1),8'(i + 2), ... unmittelbar aufeinanderfolgen, gleich

f(ml, c e ey CUn)
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Turing-berechenbare Funktionen (Forts.)

0

$| x; viele Striche [$] - - $| x,, viele Striche $10---

{}

-------- f(x1, ..., x,) viele Striche kein Strich | - -

a
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Beispiele

6.85 Beispiel

1. Vorginger und Nachfolger: v(z) =n — 1, s(n) =n+1

v 0% n-Striche $

{}

5(q07$) — (Q17|:|7R)
5((117 |) — (Q37$7S)
0(q1,8) =(q2,8,L)
5(QZ7|:|) — (Q37$7S)

s :: 0% n-Striche $

{}

6(qo, $)
5(Q07 D)

6.5 Die Churchsche These

~ 0% n = 1-Striche $

{}

@

> ={],$}

r ={s$0}

Q ={q0, 91,92, g3}
F = {QS}

~ 0% m + 1-Striche $

{}

@

> ={],$}
r ={,$,0}
Q ={q0,q1}
F = {Q1}



Beispiele (2)

. Suche rechts vom A-Feld erstes Vorkommen von $, bleibe dort
stehen.

{}

o

5((10, b) — (q17 b7 R) bel
5(q1,b) = (qi,b,R) beTl\$
0(q1,8) =(g2,3,5)

SL$. Analog SRS

. Verschiebe Block $71-Striche$ um ein Feld nach links

o012 -~--nmn+2 ... 0 n—+1
[1 $ n Striche $§ | Zeichen~~ $ n Striche $§ [1|Zeichen

{}

o

nicht $ $ ~ nicht $
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Beispiele (2) (Forts.)

=A%} 0 bS Raq
F:ZU{D} q1bqu2
Q={q0,---,a} q||Lags
F = {gs} 283 0L qu
Q3b|RQ1
qga b3 R g5
g5 bb S gs

VL. Analog VR (verschiebe nach rechts).

5(q27 $) — (q47 D7 L)
q3 merkt sich |
q4 merkt sich $

Strategie:

qQp —0 .

6.5 Die Churchsche These
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Simulation von RM-Programme durch TM

6.86 Lemma

e Jede RM (goto)-berechenbare Funktion lasst sich durch eine TM
berechnen. Also ist jede p-rekursiv Funktion TM-berechenbar.

e Jede Turing-berechenbare Funktion ist p-rekursiv.
Beweisidee:

Simuliere Berechnung des goto-Programms iiber Vi, ..., V,,, f :
N — N. Speichere Zustand z : V' — N als

$9$ x,-Striche $ x,-Striche $-.--$ x,-Striche $§ $---9$

4} \ m + 2 $-Zeichen
z(Vo) = x

Ein-Befehl wird durch mehrere TM-Schritte simuliert.
Die Zustinde entsprechen Marken im Goto-Programm.

Vi = s(Vi)

e Verschiebe die Blocke vor V; jeweils um ein Feld nach links wie
oben.

e Wende s TM an.
e SL$ 7-mal.
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Simulation von TM durch p rekursive Funktionen

Simulation der Uberfiihrungsfunktion einer Turing-Maschine durch ei-
ne primitiv-rekursive Funktion 27 : N — N, die auf geeignet codierten
Bandzusténden arbeitet (g, x, §).

Dann wie ublich.

Wir haben somit weitere Charakterisierungen der p-rekursiven Funk-
tionen, die die Churchsche These untermauern.

Man kann fir P(N) (primitiv-rekursiven Funktionen) ebenfalls eine
Charakterisierung mit Hilfe einfacher Programmiersprachen finden.

z. B. For-Programme iiber N
Anweisungsfolgen:

Anweisung: Zuweisung, Test oder For-Schleife der Form:

for I = 0 to J do « end;

I,J € V o For-Programm iiber V', das keine Zuweisung der Form
I := t oder J := t mit Term t enthilt (Schleife wird genau z(J)
mal ausgefiihrt, dabei wird stets o ausgefiihrt und I um 1 erhoht).
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6.6 Berechenbarkeit auf Zeichenreihen
Wortfunktionen

Wortfunktionen: f : (X)" — X7
Wortrelationen R C (X*)"  SprachenR C X
Bisher: Funktionen, Relationen auf N: p-rekursive Funktionen.

Turing-Maschinen und While-Programme sind fiir beliebige Alphabete
bzw. beliebige Strukturen definiert.

Verallgemeinerung der Ergebnisse der Rekursionstheorie, insbesondere
tiber Entscheidbarkeit und Nichtentscheidbarkeit auf Wortfunktionen
und Relationen.

1. Méglichkeit: Codierung von X* in N. Einfache effektive Codie-
rungen: z.B. Folgencodierungsfunktion oder Interpretation als Zahl
(binére-, dezimale-Darstellung).

f. X" >
K N F(n) = 8T (F(s(0)))
f: N I\;
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Berechenbarkeit auf Zeichenreihen (2)

Definition f € R,(2) gdw f € R,(N).

Zeige: Unabhangig von der gewahlten effektiven Codierung.
2. Méglichkeit: ¥ = {a1,...,a,} (n > 1)
While-Programme:

Betrachte die Algebra

String = (X7, €, succqy, - . . , SUCCq,,, pred) mit

o succy,(u) =au (a € X)

e pred(au) =u pred(e) =¢

Ordnungen auf X*: <;;.. Linge-Lexikographisch,
d.h. u <yjep v gdw |u| < |v]| oder
lu] = |v| Au <jpep v

Wobei <;.; lex. Ordnung, die von lin. Ordnung auf X induziert wird
(Z.B. a1 < agx < asg--- < Cl,n).

Beachte: | - | : X" — X" |u| = a|1u| und X <jies sind while-
berechenbar.

3. Moglichkeit: p-rekursive Funktionen iiber X*: a € X

o IV (@) =¢ fg;}%(w) = qw; (T = (w1, ..., wn))

s f}gROJ(i) wie bisher.
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Berechenbarkeit auf Zeichenreihen (3)

Komposition: f o (g1, ..., gn) wie bisher.
Primitive Rekursion: f = Rx(g, h1, ..., hy), falls

o f(u,e)=g(u,¢)
o f(u,av) = h(u, f(U,v),v)

Minimierung: f (%) = pesv - g(U,v) = €
f(@) = w llex-minimal mit g(u,w) = e, sofern ein solches
existiert.

4. Méglichkeit: RM (Goto-Programme): z(V;) € X°
Befehle:

e X := s(a, X) Wirkung wie succ, in X*
e X := p(X) Wirkung wie pred in X"
e if X = ¢ then goto [, else goto [

e Test (Anfangsbuchstabe ist a € X):
if AB(X) = a then goto [; else goto [,
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Berechenbarkeit auf Zeichenreihen (4)

5. Moéglichkeit: Turing-Maschinen:
T = (Q)E7F 2 EU{D}757q07F g F)

SCOoDDl wu a v oog

/\

u,v € 3°
Block w a v € T'*
auBerhalb nur [J-Zeichen

Konfiguration: w gav € I'*- Q - I't (I't =T*\{e})
Zwei Konfigurationen heiBen dquivalent, falls sie sich nur durch Bl6-
cke von [J-Zeichen davor und danach unterscheiden.

Anfangskonfigurationen: ¢y [J w w € X7

oo [ [] w OO0 o e e

TQO
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Berechenbarkeit auf Zeichenreihen (5)

Folgekonfigurationen

k' ist Folgekonfiguration von k : k I; k', falls gilt

k d(q, a) k'
uqgav (¢,ad,S) wuq awv
ugav (¢,a’,R) wuwqav wvelt
uqa (¢,a',R) wq a0
ubgav (¢,a',L) uwqgba'v bel
qauv (¢,a,L) ¢ 0Od v

Eine Rechnung einer TM T’ ist Folge von Konfigurationen
(ko ...y kn) mit k; I; kiy1. Sie ist haltend, falls k,, eine End-

konfiguration ist, d.h. k,, = w q v mit ¢ € F'. Schreibe kg -7 k,
Eine Berechnung einer TM T" ist eine Rechnung wobei kg eine An-
fangskonfiguration (kg = qo O w)w € X7 ist.

TM-berechenbare Funktionen: f : (X")" — X" ist TM-
berechenbar, falls es eine TM T' gibt die f berechnet, d. h.

a) T stoppt fiir Anfangskonfiguration kg = qo a1 dxzo O- - - O, O
gdw (x1,...,xy,) € dom(f)

b) Gilt (z1,...,x,) € dom(f) und y = f(x1,...,T,), SO
hat T beim Stopp die Konfiguration 0" ¢ Oz, O - - - O z,, Oy [V,
fir geeignete 2, 7 € N.
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Berechenbarkeit auf Zeichenreihen (6)

6.87 Satz
f:(X%)" — X7, dann sind aquivalent

o fcR,(X), d h fistp-rekursiv.

® f ist while-programmierbar iiber String.
e f ist RM-(goto)-berechenbar.

e f ist TM-berechenbar.

Existenz universeller Funktionen, universeller Programme und univer-
seller Maschinen wie bisher.

e Relationen: Entscheidbarkeit, rek-Aufzahlbarkeit

RC (Z°)"
e wé€R
a; weER
e R rekursiv-aufzdhlbar gdw R = dom(f), f € R,(2).

e Halteproblem: Ky = {(7T,w) | T mit Anfangskonfiguration
go 1 w hilt, d. h. Berechnung mit Endkonfiguration }

e R entscheidbar gdw xr € Rp(2), xr(W) = {

Ist nicht entscheidbar.
Bisherige Ergebnisse lassen sich iibertragen.

Insbesondere: Reduzierbarkeit <,,.
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Turing-Maschinen als Akzeptoren von Sprachen
und als entscheidende Automaten

6.88 Definition Akzeptierende und erkennende TM
Sei T = (Q,=,T' D £ U {0}, 6, g0, F)

e T akzeptiert die Sprache L. C X* gdw fiir

w e X igUdwhkruqgumtg € F gdw w € L,
d.h. es gibt haltende Berechnung aus qp L0 w gdw w € L,
L = L(T).

e T entscheidet die Sprache L. C X* gdw fiir jede Eingabe
we X hitT: godwhkruqgvmitg € F und

w € L, so q = g, w & L,soq = qy
wobei gy, gn, € I spezielle ,Ja"-, ,Nein"- Zustande sind.

6.89 Lemma

o I C X7 ist entscheidbar gdw es gibt eine TM T, die L ent-
scheidet.

o I C X7 ist rekursiv aufzdhlbar gdw es gibt eine TM T, die L
akzeptiert, d.h. L = L(T).

Beachte: Andere Konventionen sind moglich. Andere TM: Mehrband
TM, & unvollstandig, Band einseitig unendlich, mehrspurig, nicht de-
terministisch.
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Beispiele

Turing-Programme

e Turing Befehl hat die Form

B = Op Op € T U{R, L, stopp}

B =q q € @ unbedingter Sprung

B =a,q a € I', g € QQ bedingter Sprung nach q,
falls a in A-Feld

e Turing Programm ist endliche Folge markierter Befehle

Q=1{90,q,---,q}, ¢ F qjfiri #j

TP::qgo : By B; Turing-Befehl
q1 : By
qn : By,

e Semantik eines T-Programms durch Angabe der TM
T — (Q/7 27 F? 57 q07 F)’ a E F’ Q/ — Q U {QH—I—l}

6(¢i,a) = (qi+1,a’,S) B;=a €T
= (gi+1,a,M) B; =M € {L, R}
— (qfé—HaCL,S) B@'Ea/,q a,#a,/
:(q,a,S) B@'ECL,q
— (qn-l-la a, S) B, = stoppoderi =n + 1

F = {Qn-l-l}

e FEigenschaft:Jede TM kann durch ein dquivalentes T'-Programm
beschrieben werden.

6.6 Berechenbarkeit auf Zeichenreihen Wortfunktionen 196



Beispiele

Suche Links von AF das erste Vorkommen von [ ... Rechts ...

SLO: L SRO: R
[, Flin [, Flin
SL [ SR U
Fin : Stopp Fin : Stopp

TM, die die Menge der Palindrome iiber {a, b}" entscheidet
L={we€{a,b}": w=w"}

qo: R qp: U
L : g, SR [
a: (g L
b:qp L : qy

b:q
a:qn

qq: U q: U
SR SL [
L qo0
[ : gy
a:q
b:qn

Diese Turing Programm hilt fiir jede Eingabe w € X und entschei-
det die Menge der Palindrome.
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Simulation von TM-Berechnungen durch
Wortersetzungssystemen (3, IT)

IT ist Menge von Produktionen [ ::= 7, mit [ € AT rc A*
Kalkiil: g,,la% fir | i=r € Il, u,v € A™.

Sei

T=(Q,%,T,5,q0, F)und A = QUT U {#}

Produktionen I17:

Fiir jedes §(q,a) = (¢',a’, S) : qa::=4q a € Ilr.

Fiir jedes (g, a) = (¢’,a’, R) und b € T":
gab:=a' q bellr
qga# =a ¢ O# €Ilr

Fiir jedes 5(q,a) = (¢’,a’, L) und b € T
bga: :=q ba €lly
#qa:=#q¢g Oad €Ily

Offenbar gilt:

k=wuquv I; u' ¢ v’ =K', d.h. k' ist Folgekonfiguration von k

1
gdw  Huqu#t - #u g v #
T
d. h. Rechnungen der TM I" konnen in II7 simuliert werden.

#qODw#HI— H#uquvFH# gdw quwI;uqv
T
firw e X", u,v el qge Q.
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Das Ableitbarkeitsproblem

6.90 Definition Sei (3, IT) ein Wortersetzungssystem.

Das Ableitbarkeitsproblem Abl C X" x X* fiir (32, IT) ist ge-

geben durch
Abl = y gdw x IE Y

(fir x,y € X) d.h. ,y lasst sich aus x mit Hilfe der Produktionen
aus II ableiten”.

6.91 Satz Unentscheidbarkeit des Ableitbarkeitsproblems

Das Ableitbarkeitsproblem fiir beliebige Wortersetzungssysteme ist
nicht entscheidbar.

Beweis:

Reduziere das Halteproblem fiir TM auf das Ableitbarkeitsproblem. Die
Konstruktion TM T — simulierendes Wortersetzungssystem 111 ist
effektiv. Fiir ¢ € F' fiige noch die Produktionen

aq:=4q,qa:=q,fira € A\{#} und # q # ::= q hinzu.
Dann gilt: 1" halt mit Eingabe w

gdw Ju, v EF*,qumitq()DwI;uqv
gdWEIu,vGF*,qEFmit#quw#Hl— HuquvH#

T
gdWEIqEFmit#qODw#HI— q.
T

Also ist das Halteproblem auf das Ableitbarkeitsproblem reduzierbar.
Speziellere Ergebnisse (z.B. spezielles Wort ableitbar) sind méglich.
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Das Postsche Korrespondenzproblem (PCP)

6.92 Definition

Das Postsche Korrespondenzproblem (PCP) besteht aus allen Listen
von Wortpaaren

£:($1N’y1,...,$kN’yk) kzl

mit nichtleeren Wortern x;, y; € X7 (1 < i < k) zu denen es eine
Indexfolge 41, ...,4, € {1,...,k} mitn > 1 gibt, so dass

(*) Ty Tiy = Yiy - Yin o Eilt.
Schreibe: PCP(L). Die Folge (i1, . .., %y) ist Losung, falls (x) gilt.

Einschrankungen: z. B. i1 = 1 spezielle PCP (SPCP).
Beachte Parameter: 3, k, i, y; € 17,1 < i < k
Losung: Liste natiirlicher Zahlen aus {1,...,k}.

Beachte: Zu gegebener Liste 21, . . ., 7, ist es einfach zu iiberpriifen,
ob sie eine Losung ist.
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Beispiel

6.93 Beispiel > = {0, 1}

e L1=(0~000,0100~01,001~1) k=3
Losungen konnen nur mit 21 = 1 oder 2; = 2 beginnen.
1. Losung: 21 = 1,2 =3:0 001 =000 1.
2. Losung: 11 = 2,13 = 1,23 = 1, 14 = 3.
ToT1T1T3 010000001
Y2Y1Y1Y3 010000001

d.h. PCP(L1), SPCP(L)

e Lo=(1~111,10111~10,10~0) k=3
Losung: 2,1, 1, 3 (muss mit 1 oder 2 beginnen).
roxixixes 101111110 11--- keine
yy1y1ys 101111110 1111311--- Losung

d.h. PCP(L2), = SPCP(L>)

e L35=(01~010,100~00,010~100)
Behauptung: — PCP(L3):: Lésung muss mit 1 beginnen und
mit 2 enden. t € {1,2,3}" ¢t = 1¢'2.

01010010--- t’ muss mit 3 beginnen
010100100---

| —
-
-

Keine Fortsetzung

-
-

moglich, da kein y mit 1 endet
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Beispiel (Forts.)

e £, =(001~0,01~011,01~101,10~001)
Es gilt PCP(L4) aber = SPCP(Ly,).
Losung etwas langer: mit 2 beginnen, mit 3 enden, 1 muss ver-
wendet werden.

0110010110 keine Forts.
011001011011001
01100110100100101100110---
0110011010010010110011001101001
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Unentscheidbarkeit von PCP

6.94 Satz Das PCP ist unentscheidbar.
Beweisidee: Reduziere Ableitbarkeitsproblem fiir WES auf PCP.

e Sei v = (X2, IT) ein Wortersetzungssystem ohne -Regeln.
Abl,(u,v) gdw u IE v

e Konstruktion: Aus v, u, v ~» L, , mit u IE v gdw PCP(L, ).
Seivy= (X, II), I =Au; :i=v; |i=1,...,n},
> = {ai,...,a.}. ¥ = {ai,...,a,} Kopie von 3 und
r=ruxui{+,+,[,1}

e u,v € X" Definiere L,, ,, tiber I" durch

X,L' Z:[’U, —I—, ], —I—,—T—,al,. .. ,ar,&l,. .. ,&r,vl,. .. ,’l)n,’ﬁl,. .. ,’l,}n

! ! SRR ! ! !l !
Yo [, Fvl, A, an,. 80,01, Qe T, e T, U s - U
NR: 1 2 345 ... 1 m n

l=4+r m=4+r+1n=4+2r + 2n
Behauptung: PCP(L, ) gdw u IE v (0.b.d.A. u # v).

(1) (1) (1)

< ukFvetawu=wgw F---Fw,=v k>0
IT IT 1T 1T
Esgibtt; € J°, g =1,...,k mit

j-gerade X (t;) = [wo + WiFtws + -+ + W1 +w,
Y (t;) = [wo + @1tws + -+ + ;g

j—ungerade X(tj) = [’w() —|— TI)l—T—'lUQ —|— <o —T—wj_l —I— ’UA)j
Y (t;) = [wo + Wi1tws + - - - Fw;_1
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