Folgerungen

7.22 Folgerung

2)

Rechts-lineare Sprachen sind abgeschlossen gegeniiber Komple-
ment und Durchschnitt.

A=(Q,%,11,q9, F) DEAL = L(A).
A'=(Q,X,11,qy, Q— F) DEA mit L(A") = —~L.

L1 N Ly = L1 U Ly oder direkt mit Produktautomaten.

A X Ay = (Q1 X Q2,2, 1Ty x Iy, (qoy, qo,), F1 X F3).
Jede Typ-3 Sprache kann von Typ-3 Grammatik (G erzeugt werden
mit: II enthdlt fir X € N,a € X X — aY oder X — a
(genau eine Produktion X — aY’). D.h. GG ist eindeutig und
somit ist jede Typ-3 Sprache eindeutig.

Das WP fiir Typ-3 Grammatiken ist in linearer Zeit entscheidbar.
Pumping-Lemma fiir Typ-3 Sprachen.

Zu jeder Typ-3 Sprache L gibt es ein n € N, so dass fiir alle
y € L gilt: Ist |y| > m. Dann lasst sich y zerlegen in y = uvw
mit 0 < |uv| < n, so dass fir alle i € N uv'w € L.
Beweis:

Sei A DEA mit L(A) = Lund n := |Q]. Isty € L(A),
|ly| > n. Betrachte

1 1 1 1
oyt ayt - F gy b @y b - Fqg € F,
{qo,...,qn} C Q. Es gibt Zustand q’, der zweimal vorkommt
qouvVW : q vw : gw F qo,|uv] < mn. Dann aber

gouv'w F g fir alle 4 > 0.
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Beispiel

7.23 Beispiel

L ={w € {a,b}" : |w|, = |w]|p} nicht Typ 3 Sprache.
Angenommen, L ist rechts-linear, sei n Konstante fiir L.

Betrachte y = a"b" € L

Pumping-Lemma ~» a*0(a®)’a*1b™ € L firalle i (ko+k+k1 =
n,k >0) 4

Oder: L N {a}*™{b}" = {a"b" | n > 0} wire rechts-linear, falls
L esist. 4

e) Fiir eine Typ-3 Sprache sind folgende Probleme entscheidbar.
Dabei soll L durch eine Typ-3 Grammatik, oder durch einen DEA,
oder durch einen NEA gegeben sein.

o Ist L leer?

o Ist L = X7

e Ist L endlich?

e Ist L = L fiir eine Typ-3 Sprache L7

Es gibt weitere Charakterisierungen von rl-Sprachen, z.B. durch recht-
sinvariante Aquivalenzrelationen auf 3™ von endlichen Index (d.h. nur
endlich viele Aquivalenzklassen) oder etwa durch regulire Ausdriicke.
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Andere Charakterisierung von Typ-3 Sprachen

Reguldre Ausdriicke iiber 3 : REG(X)
Woarter tiber 3 U {A, e, U, %, (, )} (oft 4 fiir U).
Kalkiil:

— _ — i &, B o, /6 (81
K& arecs Gpy aup) o

Semantik: Regulare Sprachen, die durch reg. Ausdriicke iiber 32
dargestellt werden: ( ) : reg. Ausdruck — Sprachen iiber X

o (A) =0 o (¢) = {e}

e (a) ={a} a€X o ((aB)) = (a) o (B)
e ((aUpB))=(U(B) eo(a") = ()

7.24 Satz

L ist Typ-3 Sprache gdw L ist regulare Sprache, d. h.
esgibt « € REG(X) : (o) = L.
Beweis:

,<="Typ-3 Sprachen enthalten &, {e}, {a} fir a € X und
sind abgeschlossen gegen -, U, .

—="Sei A = (Q,X,11,q1, F), Q@ = {q1,-- ., qn} DEA mit
L(A) =L.Firi,j € {1,...,n}undt € {0,...,n}

definiere
1

1 1 1
L, ={yeX :qub gyt - Faquytq
mit Zwischenzustanden

Qigs -5 iy, € {15+ Q) }

7.3 Endliche Automaten - reguldre Sprachen - Typ 3-Sprachen 237



Behauptung: Jedes ij ist durch regularen Ausdruck darstellbar.
Insbesondere auch L(A).

Beweis: Induktion nach t:
1

ng = {y € X" : q;y F q,} ist endlich.

t+1 _ 1t t t « 7t

L7~ =L;UL (L )" L

it+1\ e 1e41) Higag
L(A)= ] LY,
QjEF
7.25 Beispiel

. @ U
0 0,1
i jlt= 0 1 2 3
1 1 £ £ (00)*
1 2 0 0 0(00)*
1 3 1 1 01
2 1 0 0 0(00)*
2 2 e 400 (00)*
2 3 1 1+ 01 0"1
3 1 %] %] (04 1)(00)*0
3 2 0+1 041 (04 1)(00)*
3 3 £ S e+ (0+1)0"1
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Varianten 4 Verallgemeinerungen EA

Endliche Automaten mit Ausgaben Mealy und Moore Automaten
> =4{0,1} x {0,1} 01011

mod 2 Addierer. 00110 10001
00/0 10/0
11/0
CODDWO
01/1
00/1
10/1 11/1
00 10
01
1 A
00 11
01,10 11 01,10
00
Y Y

S

01,10 11
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Spezifikation von Prozessen
Dynamisches Verhalten

Statecharts, Petri-Netze, SDL

UML Verhaltensdiagramme (Statecharts, Activity diagrams, MSC)
Event-Condition-Action: e[c] Action: Ubergange.

Prozess: Bauer/Boot /Fluss, Gans/Fuchs/Korn.

g
{f}{b7g7k} {bafag}{k} f
’ \

b f.9. k30 {}{b,f,g,kl\g V{g}{b’f’k}
S g g\*{b,g}{f,k}/b/( N
\ k k k

g
b, g,k
{f, k}{b. g} ,V{ 9.k} S}
& .

f
b b, R HaT o (kMY £ 9)
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7.4 Kontextfreie Sprachen - Typ2-Sprachen

Erinnerung Sei G = (N, T, 11, Z) Grammatik.

G ist vom Typ 2 (kontextfrei), falls I — r € Il,sol = A, r =
z,A€e N,ze€ (NUT)".

Eine Sprache heiBt kontextfrei, falls sie durch eine kontextfreie Gram-
matik erzeugt werden kann.

Beispiel: G = (N, 1,11, 7Z), T = {a,b}, N ={Z}.

I1:7Z — aZb|e L(G) = {a"b" | n € N}
Behauptung: L((G) ist nicht rechtslinear. Sei n Konstante fiir L
y = a™b". Pumping-Lemma ~~» (a"0)(a*)*(a"1)b™ € L
firallet € N (ko +k+ ki =n,k > 0) ¢

Gibt es auch ein Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen?

Es ist aaabbb € L(G). Ableitung als Baum:
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Ableitungsbaume - Strukturbaume

7.26 Definition

Sei (G eine kontextfreie Grammatik und (Z, w1, . . ., u,) eine Ablei-
tung in G. Der Strukturbaum zu dieser Ableitung wird induktiv iiber

n definiert:

L.

Der Strukturbaum zur Ableitung (Z) besteht aus einem einzigen
mit Z beschrifteten Knoten. Blattwort ist Z.

Es sei die Ableitung (Z, u1, ..., Un, Upt1) Mit u, = uAv,
Upt1 = wby...b,v und eine Produktion A — by...b,
von (G mit einzelnen Zeichen b; gegeben. Sei weiter der Struktur-
baum von (Z, uy, ..., uy,) schon konstruiert. Erweitere in die-
sem Baum den (|u| + 1)-ten Knoten (mit dem zu ersetzenden A
beschriftet) mit m Folgeknoten, die mit by, . . ., b,, beschriftet
sind. (€ als Zeichen erlaubt). Blattwort ist wy,1.

7.27 Beispiel

G

o (N,T,H,Z) mItN — {Z},T — {aab) C7+?*}'

N:72—-2+27Z,7Z— ZxZ,7Z — alblc

a)

PN
LN AN
T

b C
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Strukturbaume

a) Z/j\Z
[N
[ ]

Es gibt zu a + b * c verschiedene Ableitungen:
(i) (%,%—FZ,CL—F%,CL—F%*Z,CL—F[)*%,Q—Fb*c)

(ii) (%,Z—F%,Z—FZ*%,Z—F%*c,%—i—b*c,a—kb*c}

Die Ableitungen (i) und (ii) sind unterschiedlich, erzeugen aber den-
selben Strukturbaum: a).

Desweiteren wird in Ableitung (i) immer das am weitesten links ste-
hende Nichtterminalzeichen ersetzt. (siehe T).

Betrachte die Ableitungen:

(iii) (%,%*Z,%—I—Z*Z,a—l—%*Z,a+b*%,a+b*c)

(iv) (%,Z*%,%*C,Z—l—%*c,%—kb*c,a%—b*c)
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Strukturbaume

Ableitungen (iii) und (iv) erzeugen Strukturbaum b).

Insgesamt:

1. Ein Strukturbaum reprasentiert eine Menge von Ableitungen.

2. Ein ableitbares Wort kann verschiedene Ableitungen haben, die
nicht durch einen Strukturbaum dargestellt werden kdnnen.

Punkt 2 kann Schwierigkeiten bereiten, wenn einem ableitbaren Aus-
druck eine Semantik (etwa ein Wert) zugeordnet werden soll.

Eindeutigkeit der Termsyntax geht verloren, wenn auf Klammern ver-
zichtet wird. Was ist der Wert von 1 4+ 2 x 37

(1+2)«x3=6

14+(2%x3) =7
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Eindeutigkeit

7.28 Definition

Eine kontextfreie Grammatik GG heiBt eindeutig, falls fiir jedes w €
L(G) gilt: Alle Ableitungen von w besitzen denselben Strukturbaum.

7.29 Beispiel Betrachte Grammatik G = (N, T, I1, Z) mit
N=A{Z} T ={a,b,c,+,x*,(,)},
0: Z— (Z+2)
Z — (Zx2)
Z — alblc

G ist eindeutig. ~» Ubung.

7.30 Definition

Sei GG eine kontextfreie Grammatik und (ug, w1, ..., uy,) eine Ab-
leitung in G. Die Ableitung heit Linksableitung in (G, falls fiir alle
1 < mn wjs1 aus u; durch Ersetzen des am weitesten links stehende
Nichterminalzeichen mit Hilfe einer Regel in G entsteht.
(Rechtsableitung analog).

7.31 Beispiel G aus vorherigem Beispiel

(2,2 2),(Z +2) = 2), (a + Z)  2)
((a+0) = %), ((a+b) xc))

Ableitung fiir ((a + b) * ¢) ~- Linksableitung.
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Eindeutigkeit k.f. Grammatiken

7.32 Lemma

Eine kontextfreie Grammatik ist genau dann eindeutig, wenn jedes
durch die Grammatik erzeugte Wort genau eine Linksableitung (bzw.
Rechtsableitung) besitzt.

Beweis: Ubung.

Beachte:

1. Ist w € L(G), so gibt es eine Linksableitung zu w.
2. Jede rechtslineare Grammatik ist eindeutig.

3. Es gibt sogenannte ererbt mehrdeutige kontextfreie Sprachen, etwa
L= {a"b"c"d" | mn,m > 1} U
{a"b"c™d" | n,m > 1}
Man kann zeigen:
Jede kontextfreie Grammatik, die L(G) erzeugt, ist mehrdeutig.

Problem: Wie kann man moglichst effizient testen, ob ein Wort aus
einer kontextfreien Grammatik ableitbar ist?

~ Konstruiere Automaten, der den Strukturbaum einer Ableitung in
einer bestimmten Weise aufbaut: Top-Down, Preorder.
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LL-Automaten zu einer k.f. Grammatik

7.33 Definition

Sei G = (N,T,Il, Z) eine kontextfreie Grammatik. Der LL-
Automat zu G ist das folgende Tupel

Ar(G) = ({#}, N, T, 11..(G), Z#,{#})

Mit folgenden Produktionen in 1171, (G):

Fir alle t € T und alle Produktionen
A — Bj...B, € II mit einzelnen Zeichen B,

A# — B, ... Bj# (Produce) (Beachte die Reihenfolge der B's)
tHt — # (Compare)
Ableitbarkeit in A1, bedeutet Ableitbarkeit in diesem Wortersetzungs-
system. Die von Ay akzeptierte Sprache ist die Menge

xeT": ZH#x F
{ # HLL(G)#}

Initialkonfiguration bei Eingabe x € T : Z# x, d.h.
1(X) = Z#x.
Finalkonfigurationen: {#}

7.34 Lemma Sei (G eine kontextfreie Grammatik.
Esistx € L(G) gdw x € L(ALL(G)).
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7.35 Beispiel G aus vorherigem Beispiel,

Beispielkonstruktion

ZH# — VI x Z(#

Z# — af| b#| c#

a#a — #
bHb — #

V) — #

Wir wissen ((a + b) * ¢) € L(G).
Betrachte Ableitung

(

Z#((a +b) ¢,

?Z*)Z#b) % C),

#)
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Spezielle Eigenschaften kontextfreier Sprachen
Pumping-Lemma

Erinnerung: Syntaxanalyse: G Typ-2 Grammatik.

e w € L(G), so gibt es eine Linksherleitung (Ableitung) fiir w aus
z, d.h.

1 1 1
Zl—all—agl—---l—anzw
G G G

e LL-Automat akzeptiert w (simuliert die Linksableitung).

e Zugehoriger Strukturbaum (geordneter markierter Baum, mit
Blattwort w).
Z

w

e G ist eindeutig gdw fiir kein w € L(G) gibt es zwei
verschiedene Strukturbdume.
gdw keine zwei verschiedene Linksableitungen.

Es gibt kontextfreie Sprachen, die nicht von eindeutiger kontext-
freier Grammatik erzeugt werden konnen.

z.B. {b"c™d :m, 1 > 1} U {b'c"d” : I,n > 1}
Alle Warter der Form b'c'd’ i > 1 sind mehrdeutig.
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Beispiel: Pumping Eigenschaft

7.36 Beispiel G = ({Z, A}, {a,b},1I, Z) mit
II:7Z —5aAZ|a A— ZbA | ZZ | ba

e / FaAZF aZbAZ - aabAZ + aabbaZ F aabbaa

e Strukturbaum fiir aabbaa

/‘ \ Teilbaum mit Wurzel
A ist Strukturbaum
/‘ \\ \ fiir Begrenzung vom Teilbaum

VAR
/\\

Z

!/\

a

Beachte

Al abAE (ab)"A E (ab)"ba oder
G G G

zZ |(_} aabbaZ I(—; (aabba)"Z + (aabba)"a

+Aufpumpen” von Teilworter bei Wiederholung nichtterminaler Buch-
staben.
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Pumping Lemma fiir k.f. Sprachen

7.37 Lemma G = (N, T,11, Z) kontext-freie Grammatik.

Sei p = max{|0G;| : a; — B; € Il}. Ist B Strukturbaum fiir
a € (N UT)* der Tiefe h, so gilt |a| < p.
(Da Anzahl der Blatter < p™).

7.38 Satz uvwzy-Theorem (Bar-Hillel, Perles, Shamir).

Sei L eine kontext-freie Sprache. Dann gibt es ein n € N, so dass fiir
jedes Wort z € L(G) mit |z| > n gilt:

Es gibt eine Zerlegung von z in uvwzy mit 0 < |vx| und [vwzx| <
n und fiir jedes 4 € N ist auch uv'wz'y € L(G).

e (Beachte: Insbesondere ist auch uwy € L(G)).

Beweis-ldee: 0.B.d.A. sei L erzeugt von kontext-freier Grammatik
GG ohne e-Regeln (bis auf Z — ¢€).

Sei p = max{|B| : A — B € Ilg}. Betrachte p/¥ und z €
L(G@) mit |z] > p!Nl Ist B Strukturbaum fiir z, so ist die Tiefe
von B mindestens |N| + 1. Sei B gewahlt von minimaler Tiefe h.

Behauptung: Es gibt A € N mit
Z - uAy - uwwAxy = bei
- udy F uvAzy  uvwzy = 2z, wobei

u,v,w,x,y € X7, vr # €, [vwz| < pM
Dann A E vAx, A E w, wahle n = plN‘ + 1.
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Beweisargument

Beachte: Analoges Argument fiihrt zu Beweis des Pumping-Lemmas
fir RL-Grammatiken.

B 7
Z kommt auf keiner
rechten Seite vor.
h > |N|+1 A
keine e-Regeln.
W< N /<
- U v w T Y

e Innere Knoten sind mit Nichtterminalsymbolen (NT) markiert.
e Dah > |N|+1, gibt es eine Weg zu Blatt der Lange > |V |+1
e NT-Symbol (verschieden von Z) wiederholt sich.

e Waihle NT A maximaler Tiefe, d.h. Teilbaum unter A hat Tiefe
< |N| und |[vwz| < p!™

e Dann vx # €, da B minimaler Tiefe.

~ Behauptung.
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Anwendungen

7.39 Folgerung und Anwendungen

a) Die Sprache L = {a™b"™c™ | m > 0} ist nicht kontextfrei.
Angenommen L ist kontextfrei, n die Konstante vom uwvwxy-
Theorem. Wahle m > n /3.

z=a = wvway, vr # €, lvwz| < n

Enthalt v oder © mindestens zwei Buchstaben aus {a, b, c}, so
uv?wx?y & L, da falsche Reihenfolge der Buchstaben.

Falls v und x nur aus a's, b's oder ¢'s, so falsche Anzahl, da nur
zwei gekoppelt.

b) L = {a" : n Primzahl } C a” ist nicht kontextfrei. Ange-
nommen ja. Dann ist L RL-Sprache (warum?). Sei n Konstante
des Pumping-Lemmas fiir RL-Sprachen a? € L mit p > n.
Dann ist a’? = a‘a’a” 5 > 0, ™9 ¢ L, 1 > 0. D.h.
1+ 1 -9 4+ k ist Primzahl fiir alle [, insbesondere fiir | = 1 + k
7

c) Kontextfreie-Sprachen (Typ-2 Sprachen) sind nicht abgeschlossen
gegen M und —.
Beweis:
L1 = {a"b"c™ : n,m > 1}, Ly = {a™b"c" : n,m >
1} sind kontextfrei, aber L1 N Ly = {a"b"c" : n > 1} ist
nicht kontextfrei, wegen L1 N Ly = ¥* — (X" — L) U (X" —
L)) folgt Behauptung.
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d)

Anwendungen (Forts.)

Sei G = (N, T, 11, Z) kontextfreie Grammatik

p = max{|8] : A — B € I}, n = !V L(G) ist

unendlich gdw esgibt z € L(G) : n < |z| <n-(p+1).

Beweis:

<= Pumping-Lemma.

=" 2z € L(G) minimale Linge mit |z| > mn. Angenommen
lz| > n-(p—+ 1), dann z = wvwzy € L(G),
0 < |vx| < Jvwz| < n und vwy € L(G) nach
Pumping-Lemma. Dann ist n < |uwy| < |z| 4

Insbesondere ist es entscheidbar, ob L (G) unendliche Sprache fiir
G Typ-2 Grammatik.

Beachte: Pumping-Lemma liefern notwendige, jedoch nicht hinrei-
chende Bedingungen fiir L Typ-2 (3) Sprache:

{a?b"™ : p-Primzahl, n > p} ist nicht kontextfrei, dies kann aber
nicht mit Pumping-Lemma bewiesen werden.

LL-Automat fir G ({#}, N, T, 11..(G), Z#,{#}) kann als
Kellerautomat aufgefasst werden. Nur ein Zustand #.
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Kontextfreie Sprachen und Kellerautomaten

7.40 Definition

Ein Kellerautomat K = (Q, N, T, 11, iqo, F') mit (Q Zustands-
menge, T' Eingabealphabet, NV Kelleralphabet, = € N,qy € Q,
F C Q. Anfangskonfiguration: Fir x € T™ i(x) = iqoz,
IT Produktionen der Form

aqb — xq’ (Lesen eines Zeichens)

aq — xq' (Spontaniibergang)

mtx € N*,a € N,q,qd € Qundb € T.
Die von K akzeptierte Sprache ist die Menge

L(K):{xET*:iqoxlﬁforeinfEF}

Lesen eines Zeichens und Spontaniibergange erzeugen in Abhangigkeit
eines gewissen Buchstabens im Keller ein neues Wort.

b bl b

i

(% e
Kelleralphabet
und

Bandalphabet
nicht unbedingt

disjunkt

7.4 Kontextfreie Sprachen - Typ2-Sprachen 255



Beispiele

Deterministische Kellerautomaten:

Fir (a,q) € N X Q gibt es entweder genau eine Produktion der
Form aq — xq’ oder fiir jedes b € T genau eine Produktion der
Form agb — xq’. ~ Deterministische kontextfreie Sprachen.

7.41 Beispiel

1. L={w w™:w € {a,b}*}
k.f. Grammatik fir L: Z — aZa | bZb | ¢
K ={q,a1},{Z,a,b},{a,b, ¢},11, Zqo, F = {q1})
IT:: zqoa — zaqo 2zqob — zbqy =z € {Z,a,b}
zqo ¢ — zq1 z€4{Z,a,b}
aqia — (qi bq1b — q1
Zqn — q1
K ist deterministischer Kellerautomat L(K) = L. Also ist L
eine deterministische k.f. Sprache.

2. G=(N,T,11,2), I ={a,b},11: Z — aZa | bZb | e
Dann gilt L(G) = {ww™ : w € T*}.
Sei K mit @ = {q}, N = {Z,a,b}, qo = q, 1 = Z, und
HKZ
aga — ¢q, bgb — q
Zq — aZaq | bZbq | q
(nicht deterministische Produktionen).
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Beispiele (Fort.)

Behauptung: L(K) = L(G)
.= klar.
,C" Zqw F q ~~ Z muss vom Keller geloscht werden., d. h.

Zqw = uZqu Ii uqu F q

uqv F g, wobei Z in u nicht enthalten ist.

~ nur Vergleiche, also |u| = |v] A u™ = v (Ind.
|u]). v ist Endwort von w, d.h. w = zv = zu™" und
Zqow F uZqu™, d.h. 2|u| Schritte und w = uu™

Induktion nach |u].
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