5 Programmverifikation

Spezifizieren - Implementieren - Verifizieren

Pradikatenlogik - While-Programme - Hoare-Kalkiil

5.1 Definition Sei (.S, X) Signatur, V' Variablenmenge. Eine parti-
elle Korrektheitsaussage iiber (S, X2) und V ist eine Zeichenreihe
der Form {¢ }a{¥} mit a Programm und ¢ (Vorbedingung), ¢
(Nachbedingung) Formeln iiber (S, >) und V.

Eine partielle Korrektheitsaussage heiBt in einer (S, >) Algebra A
giiltig, falls fiir alle Zustinde z, 2’ € Z(A, V) gilt:

(A E- o und z[[alla2)) ~ A = 9

Schreibweise: A |= {p}a{y}

5.2 Bemerkung

Beachte: Es wird somit zugesichert, dass das Programm «;, wenn es in
einem Zustand, in dem ¢ gilt, gestartet wird, und wenn es terminiert,
einen Zustand in dem ) gilt, berechnet. Gilt o im Zustand z, aber
terminiert v vom Startzustand z aus nicht (d. h. es gibt gar kein 2’
mit z[[a]]az"), so wird nichts ausgesagt.

Terminierung kann durch totalen Korrektheitsaussagen erfasst
werden : [¢p]a[1)]. Wir behandeln diese hier nicht.

Partielle Korrektheit ist eine logische Eigenschaft, hingegen hangt die
Terminierung von Wohlordnungen ab. Siehe Loeckx, Sieber oder Sper-
schneider, Antoniou. Terminierungsbedingungen werden hauptsachlich
in Verbindung mit Schleifen verwendet.
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Beispiele (Fort.)

5.3 Beispiel Programm « iiber Nat von 4.26

while =Y = X do
Z :=succ(Z+ (Y +Y)); Y := suce(Y);
end;

{(Y=XANZ=XxX}

a berechnet die Funktion f(2) = 2 in der Variablen Z.

Giiltigkeit der partiellen Korrektheitsaussage
{X =X}a{Z =X *xX}in Nat

Abkiirzung fiir Formel, die fiir jeden Zustand giiltig ist: true, analog
false Formel, die fiir keinen Zustand giiltig ist.

Zeige: Nat |= {true}la{Z = X *« X}

Beweis: Sei z Zustand, der Variablen in o belegt (geniigt z(X)!)

Es gelte z[[a]]z’. Zu zeigen ist 2/ (Z) = 2'(X)? in Nat.

e 2[[Y :=0; Z := 0]]z1, dannist z1(Y) = 0,21(Z) =0
und 21(2) = 2, (V)

o Ist 2(X) = 0, so fertig.
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Beispiele (Fort.)

e Sonst

21[[Z = succ(Z + (Y +Y)); Y := succ(Y)]|z2
mit
ZQ(Y) = Zl(Y) + 1
= (21(Y) + 1) = 22(Y)”
o Ist z(X) =1, so fertig.
e Induktion nach z(X) liefert Behauptung, da z;(X) = z(X)
und beim Austreten aus der While-Schleife z,(Y) = 2/(Y) =
z(X).

Fiir die Programme (3 und ~y liber N gilt entsprechend:
Nat = {true}p{Z = X + Y}

bzw.

Nat = {true}v{Z =X x Y}

Sind dies auch partielle Korrektheitsaussagen iiber der Signatur von
N und sind sie giiltig in N7

Gibt es eine Moglichkeit den Nachweis von Korrektheitsaussagen sys-
tematisch zu fiihren?
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Kalkiil zur Ableitung partieller
Korrektheitsaussagen

5.4 Definition Der Kalkul von Hoare

@, Y, & seien Formeln iiber einer Signatur (.S, 33) und Variablenmen-
ge V', X Variablenbezeichner in V', t ein Term vom selben Typ, B
eine boolesche Formel und «, 8 Programme iiber (S, 32), V.

Regeln des hoareschen Kalkiils (HC)

Regeln fiir das leere Programm:

(p — )
{eote{v}

Regeln fiir Zuweisungen:

o — [Y{X/t}
{o}X :=t; {¢}

Regeln fiir Testanweisungen:

{(e A B)ja{y}, {(¢ A =B)}6{¢}
{p}if B then « else 3 end; {v}
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Kalkiil zur Ableitung partieller
Korrektheitsaussagen (2)

Regeln fiir Schleifen:

(¢ — &), {(EAB)}a{}, (EAN-B) — o)
{p}while B do o end; {v}

¢ wird Schleifeninvariante genannt.

Regeln fiir Anweisungsfolgen:

{pta{&}, {§1B{v}
{e}aB{vy}

Fiir eine Algebra A ist HC(A) die Erweiterung von HC um die Menge
aller in A giiltigen pradikatenlogischen Formeln iiber die Signatur von

A als Axi . Schreibwei - :
als Axiome. Schreibweise e {p}a{y}

5.5 Bemerkung Objekte sind hier PL-Formeln und partielle Korrekt-
heitsaussagen.

Ziel ist es giiltige Korrektheitsaussagen in einer Algebra A abzuleiten.
Dies wird durch Ableitungen in HC(A) realisiert. Alles was in HC(A)
abgeleitet werden kann, sollte in A giiltig sein.

Zuweisungsregel: Andere Formen z. B. als Axiom

klar aus Substitutionslemma

(WHX/X = 6 {9} A [PHX/t} sdw A Eoixya @
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Kalkiil zur Ableitung partieller
Korrektheitsaussagen (3)

Abschwiadchung der Vor- und Nachbedingungen

e — Y, {va{f},§{ —n
{eta{n}

Dies kann simuliert werden mit HC(A) (iiber Regel fiir das leere Pro-
gramm und Regel fiir Anweisungsfolgen mit e = ea = « fiir jedes
Programm «).

Bei der Anwendung der Schleifenregel ist eine geeignete Invariante zu
finden. Gibt es stets eine Formel, die als Invariante verwendet werden
kann 7

Bei der Anwendung der Anweisungsfolgenregel ist eine geeignete ,,Zwi-
schenformel” & zu finden.

Schnittstelle zur Datenstruktur (Theorie von A): Uber Zuweisungsre-
gel und Regel fiir das leere Programm.

Schwierigkeiten bei der Programmverifikation: Der Nachweis von Ei-
genschaften der Datenstruktur ist fiir viele Datenstrukturen nicht ef-

fektiv durchzufiihren (z.B. fir Nat).
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Notation fiir Ableitungen im hoareschen Kalkiil

5.6 Definition Programme mit Kommentaren

e Kommentar: { PL-Formel }
Erweiterung der Syntax von Programmen:

o {p}X :=1t; {Y}
o {p}if Bthen {(pAB)}a{y}else {(pA-B)}B{¢} end; {¢}

o {v}{&}while Bdo {({AB)}ta{l}tend; {(EA—B)}{y}

o {w}a{&}B{v}

Ein Programm ist syntaktisch korrekt kommentiert, wenn die
Kommentare im Programm diese Regeln erfiillen. Fiir die Herleitbar-
keit im Kalkiil HC'(A) benétigt man nur noch die Beweisverpflich-
tungen als Theoreme in A nachzuweisen.

Gezeigt werden miissen:

A= (p — ),

wenn {@ {1} oder {p}e{} im kommentierten Programmtext
vorkommt, bzw.

A (p — WI{X/tD),

wenn {@}X := t; {1} im kommentierten Programmtext vor-
kommt.
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Notation fiir Ableitungen im hoareschen Kalkiil
(Forts.)

Volistandig kommentierte Programme:

Zwischen zwei Anweisungen stets Kommentar.

{w}
Ay

E)u .

I - T ..
L e e S S S

Hilfsmittel beim Nachweis von

HC(A)

e e T e N S S

Ap
{}

Werden bei einem vollstandig kommentierten Programm alle Beweis-

verpflichtungen als giiltig in A nachgewiesen, so gilt

» {SD}Al <. An{w}

HC(A)
Beweis !
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Beispiel

5.7 Beispiel

Fort. Beispiel 4.26 kommentiertes Programm « fiir f(xz) = z? iiber
N at. Spezifikation Pre::{true} Post:{Z = (X * X)}.

{true}
Y = 0;
v =0)
Z = 0;
© {Y =0ANZ =0}
£ {(Y < XVY=X)ANZ=(Y*xY)}
while =Y = X do
EAB: {(Y<XVY=X)AZ=Y*Y A=Y = X}
Z = succ(Z+ (Y +Y));
{(Y < XN Z = (succ(Y) x succ(Y))}

Y = succ(Y);

€ {(Y < XVY=X)AZ=(YxY)}
end;

EA-B: {((Y<XVY=X)AZ=(Y*xY))A
-—Y = X}

{Z =(XxX)}
Syntaktisch korrekt kommentiert, vollstandig.
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Beispiel (Forts.)

Die Ableitbarkeit in HC(Nat) folgt nun aus den Nachweis der Be-
weisverpflichtungen:

(1)Nat |= true — 0 =0
(2)Nat = Y =0— (Y =0A0=0)
(3)Nat = (Y =0AZ=0)—= (Y <XVY =X) A
Z = (Y %Y))
(4)Nat E (Y <XVY=X)AZ=Y *xY)A-Y = X)

— (Y < X Asucc(Z+ (Y +Y)) =
succ(Y) * succ(Y))

(5)Nat = (Y < X ANZ = sucec(Y) *xsucc(Y)) —
(succ(Y) < X Vsuce(Y)=X)NZ =
succ(Y) * succ(Y)

(6)Nat FE (Y < XVY=X)AZ=Y=x*xY)A
Y =X) > Z=Xx*X
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Korrektheit des hoareschen Kalkiils

5.8 Satz

Ist die partielle Korrektheitsaussage {@}a{} in HC(A) ableitbar,
soist {p}a{y} in A giiltig.
D. h.

- Avtaiy)r -~ A= {eta{y}

HC(A)

Beweis: Strukturelle Induktion (oder Induktion iiber Lange der Ablei-
tung in HC(A)).

Regel fiir das leere Programm:
Vor: A |= (¢ — )
27, A |= {g}e{}

Seien z, 2’ Zustinde mit A |=, ¢ und z[[€]] 4z’. Nach Definition der
Semantik gilt z = 2’, also wegen A =, o und A =,/ (¢ — V)
auch A =/ 1.

Regel fiir Zuweisung:

Vor: A |= o — [Y{X/t}

z.Z. A = {p}X =t; {¢}.

Seien z, 2z’ Zustinde mit A =, ¢ und z[[X := t]Ja2’. Nach Defi-

nition der Semantik gilt 2’ = 2(X/a) mit a = vala . (t). Wegen
A =, [Y]{X/t} folgt A |=_(x/q) ¥ aus Substitutionslemma.
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Korrektheit des hoareschen Kalkiils (2)

Regel fiir Testanweisung:

Vor: A |={(e A B)}B{v}, A= {(¢ A=B)iv{v}
z.Z. A |= {¢}if B then (3 else v end; {v}.

Seien z, 2’ Zustinde mit A |=, o und z[[if B then 3 else v end; ]2’

Im Fall A =, B folgt A . (o A B) und z[[B]]az’. Aus

A EA{(p A B)}B{¢y} folgt A =1 4.
Analog Fall A =, —B.

Regel fiir Schleifen:
Vor A= (¢ — &),  AREA{(EAB)ja{{} und

A= ((EA-B) =)
z.Z. A = {¢}while B do 3 end; {1}
Sei A =, ¢ und z[[while B do 3 end]]4z’. Nach Definition
von [[-]]a gibt es t € N und Zustinde zg, ...,z mit z = 2y,
A ., B und z|[B]laziz1, 0 < ¢ < t, A =, —B und

/
2t =— Z .
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Korrektheit des hoareschen Kalkiils (3)

Daraus ergibt sich:
A|:z090 (Z:ZO)7A|:z0€ (daAE=¢— &)
A=z, (§ N B) (Bgiltin z), A |=2, £ (Invarianz von &)

A=, | (ENB)(Bgiltinz;_1) A =, £ (Invarianz von §)
A =, (§ N = B) B gilt nicht mehr

ARy (AR (EA-B) =)

A =,/ 1 Beh.

Regel fiir Anweisungsfolgen:
Vor: A |= {p}ta{&} A E {&}8{v}

27 A = {paB{y)
Sei A =, ¢ und z[[aB]]a2’ fiir Zustinde z, 2.

Nach Definition von [[-]]4 gibt es Zustand z” mit z[[a]]az” und
2"[[B]]az’. Nach Vor. A |=_» &€ und auch A =,/ .
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Abgeleitete Regeln - Vereinfachungen

5.9 Bemerkung Der Hoarsche Kalkiil bleibt korrekt wenn er um die
Regel fiir Zuweisungsfolgen erweitert wird:

(p = [ - [ Xn/tn} - - { X1 /t1}) )
{p} X1 :=t1; -+ 5 X, =ty {¥} Typ(Xi) = Typ(t:)

Dies folgt, da die Regel durch Anwenden der Regeln
(90 — [ o [w]{Xn/tn} e ]{Xl/tl})
{or X =t {[ - [W{Xn/tn} - { X2/t2}}

{l - [WHXn/tn} - {XG /6 X = s

{Xi/ti}
{[- [ Xn/tn} - { X1 /i)
fir (¢ = 2,...,mn) und iteriertes Anwenden der Anweisungsfolgen-

regel simulieren |asst.

Als Kommentar in den Programmtext iibertrage die Regel als

{¢}
X1 1= ty;
Xy 1= tn;
{v}

Als Beweisverpflichtung muss gezeigt werden
Al (o= [ [W{Xn/ta} - - H{ X1/t })
Beachte dabei die Reihenfolge der Substitutionen.
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Beispiele

5.10 Beispiel Programm, das den Wert der Variablen X, Y tauscht.

X,Y, X', Y', Z seien Variablen vom gleichen Typ.
{(X=X'ANY =YY"}
Z=X; X:=Y,Y =2
{(Y =X'"AX =YY"}

z. /.

AEX=X'AY =Y —

[V =X'"AX =Y"{Y/ZI{X/Y}I{Z/X} =

[(Z=X'ANX=Y{X/Y}{Z/X} =

(Z=X'"ANY =Y"{Z/X} =

(X =X'ANY =Y

d.h.z Z.:

AE(X=X'AY=Y)—- (X=X'AY =Y
was richtig ist.
Problemspezifikation:

e Festlegung der Signatur (S, X2).

e Festlegung der Algebra A.

e Festlegung der Vor- und Nachbedingung ¢, 1.
e Festlegung weiterer Hilfsinformation.

Finde Programm a mit A = {¢}a{v}.

5 Programmverifikation

68



Beispiel: GGT-Berechnung

5.11 Beispiel Algebra Nat mit Signatur-Erweiterung
0 m >n

— :nat X nat — nat mtn —yg M =
n — m sonst

(Ubung: Schreibe while-Programm iiber Signatur von N at dafiir).
X|Y=3aJvV«X =Y, X<Y=(X=YVXY)
als Abkiirzungen, dann gilt in Nat

GGT(X,Y) = Z =
ZIXANZ|YAVV((V|XAV|Y)=V]|Z)

p: {X >0,Y >0}
A:=X; B:=Y;
{£:{X >0,Y >0,GGT(X,Y) =GGT(A,B)}}

while A # B do {¢, A # B}
if B<A
then {{,A# B,B < A}
A=A - B; {&}
else {€7A7£B7_'B<A}
B:= B — A; {&}
end; {&}
end; {€7A:B}

v {A=GGT(X,Y)}
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Beispiel GGT-Berechnung (Forts.)

Die nachzuweisenden Beweisverpflichtungen in N at sind:

e (X>0AY >0)— [[€{B/Y}{A/X}
d.h.
(X >0AY >0) = (X >0AY >0AGGT(X,Y) =
GGT(X,Y))
e ENA#BAB<A) — [¢]{A/A — B}
d.h.
(X >0AY > 0AGGT(X,Y) = GGT(A,B) A B <
A) — (X > 0AY > 0AGGT(X,Y) = GGT(A— B, B))
e ENA#BA-B<A)— [¢]{B/B — A}
d.h.
(X >0AY > 0AGGT(X,Y) = GGT(A,B) A A <
B) — (X > 0AY > 0AGGT(X,Y) = GGT(A4, B—A))
e §ANA=DB)— A=GGT(X,Y)
d.h.
X >0AY > 0AGGT(A,B) = GGT(X,Y)A A =
B) — A = GGT(X,Y)

Diese sind , leicht” iiber N at als giiltig nachzuweisen.
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Beispiel: Problemspezifikation

5.12 Beispiel Finde Programm iiber den natiirlichen Zahlen mit Di-
vision und Modulofunktion, das zu zwei Zahlen X, Y die Zahl XY
berechnet.

div : nat X nat — nat ganzzahlige Division

mod : nat X nat — nat Rest modulo . ..

(Hilfsfunktionen: Ubung: Schreibe Programme iiber Nat fiir diese
Funktionen)

Vorbedingung: true (0 = 0) Eingabevariable: A, B : nat
Nachbedingung: Z = A” Ausgabevariable: Z : nat

(Hierbei steht Z = AP als Abkiirzung fiir PL-Formel iiber Signatur
von Nat, die AP beschreibt: A? steht fiir A * --- x A B-mal
(B =0,s01,dh. auch 0° = 1))

Existenz einer solchen Formel wird vorausgesetzt!

Formeln um Eigenschaften zu beschreiben, insbesondere Folgen mit
bestimmten Eigenschaften ~~ Logik.

Verwendet werden im Programm nur

Y mod 2 und Ydiv 2
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Programm
Programm o« mit nat = {0 = 0}a{Z = A"}:

Verwendete Idee: X 2% = (XQ)k
N2 x 2k, x

{0=0}

X =AY =B; Z:=1;
{¢€ - {XY xZ = A"}
while =Y = 0 do

{ }
if Ymod 2 =20
then
{ }
Y :=Ydiv2; X = X x X;
{ }
else
{ }
Y=Y -1, Z =7 x X;
{ }
end;
{ }
end; {X' «Z =A"Y =0}
{Z = A"}
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Beweisverpflichtungen

Verbleibende Beweisverpflichtungen: in Nat.

e =E0=0— A%x1=A"

o= (Y =0AYmod2 =0AXYxZ = AP —
(X« X)YW2yz7=A"

o= (Y =0A-Ymod2 =0AX"xZ = A") -
XY 1w ZsxX = AP

o E(X"xZ=AANY =0)— Z=A"

Die Giiltigkeit dieser Formeln folgt aus ,ldee’ und aus Bedeutung von

AB.

Frage: Kalkiil von Hoare ist korrekt. Ist er auch fiir jede Signatur und
Algebra A vollstandig? D. h. gilt

aus =4 {p}a{y} folgt stets HC|’_(A) {p}af{y} fir ¢, PL-

Formeln und o While-Programme.
Nein nur falls A ausdrucksstark (oder expressiv).

Frage:

1. Gegeben «, 1. Gibt es stets eine Formel p mit A |= {p}a{y}?
~ ,Schwichste Vorbedingung”

2. Gegeben ¢, . Gibt es stets eine Formel ¢ mit A = {¢p}ta{y}?
~> ,Starkste Nachbedingung"
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