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1 Einleitung: Einfiihrung in die Logik

Methoden zur Losung von Problemen mit Hilfe von Rech-
nern Formalisierung (= Festlegung)

Logik:: ,Lehre vom folgenrichtigen SchlieBen” bzw. ,Lehre von forma-
len Beziehungen zwischen Denkinhalten”

Zentrale Fragen: Wahrheit und Beweisbarkeit von Aussagen ~~ Ma-
thematische Logik.

Logik in der Informatik:

Aussagenlogik: Boolsche Algebra. Logische Schaltkreise (Kontroll-
systemen), Schaltungen, Optimierung.

Pradikatenlogik: Spezifikation und Verifikation von Softwaresyste-
men.

1. Semantik von Programmiersprachen (Hoarscher Kalkiil).
2. Spezifikation von funktionalen Eigenschaften.

3. Verifikationsprozess bei der SW-Entwicklung. Beweise von Pro-
grammeigenschaften.

4. Spezielle Programmiersprachen (z.B. PROLOG)
Automatisierung des logischen SchlieBens

1. Automatisches Beweisen (Verfahren,...)

2. Grundlagen von Informationsystemen (Verarbeitung von Wissen,
Reasoning,...)
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Voraussetzungen

1. Mathematische Grundlagen. Mengen, Relationen, Funktionen. Ub-
liche Formalisierungen: ,,Mathematische Beweise’, Mathematische
Sprache, d.h. Gebrauch und Bedeutung der iiblichen Operatoren
der naiven Logik. Also Bedeutung von nicht, und, oder, impli-
ziert, aquivalent, es gibt, fiir alle.

2. Grundlagen zur Beschreibung formaler Sprachen. Grammatiken
oder allgemeiner Kalkiile (Objektmenge und Regeln zur Erzeugung
neuer Objekte aus bereits konstruierter Objekte), Erzeugung von
Mengen, Relationen und Funktionen, Hiillenoperatoren (Abschluss
von Mengen bzgl. Relationen).

3. Vorstellung von Berechenbarkeit, d.h. entscheidbare und rek.aufzahlbare
Mengen, Existenz nicht entscheidbarer Mengen und nicht bere-
chenbarer Funktionen.

Berechnungsmodelle /Programmiersprachen.

Algorithmische Unlosbarkeit?

prinzipielle Losbarkeit

!

effiziente Losbarkeit

!

algorithmischer Entwurf

!
P: Programm in einer HPS
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Syntaktische und semantische Verifikation von P.

e Syntaxanalyse

Sprachen Chomski-Hierarchie
Kontext freie Sprachen
Grammatiken /Erzeugungsprozess

e Programmverifikation

Tut P auch was erwartet wird.
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Typische Ausdriicke

o (x+1)(y—2)/5 Terme als Bezeichner von Objekten.

e 3+2=25 Gleichungen als spezielle Formeln.

® 29 ist eine Primzahl “ Aussage.

e 29 ist keine Primzahl Aussage.

o 3+ 2 =5 und 29 ist keine Primzahl “ Aussage.

e ,wenn 29 keine Primzahl ist, dannist 0 = 1" Aussage.

® , jede gerade Zahl, die groBer als 2 ist, ist die Summe zweier Prim-
zahlen “  Aussage.

e 2<zund(Vy € N)((2 < yundy+1 < ) — nicht(Jz €
N)y *« z = x) Aussage.

o (VXCN)OeNANMWzeN)(zeX »ax+1€X)—
X = N) Induktionsprinzip.

o (VX C N)(X # (0 — X hat ein kleinstes Element)  Je-

de nichtleere Menge natiirlicher Zahlen enthalt ein minimales Ele-
ment.

Zweiwertige Logik: Jede Aussage ist entweder wahr oder falsch.

Es gibt auch andere Méglichkeiten (Mehrwertige Logik).
Pradikatenlogik erster Stufe (PL1): Nur Eigenschaften von Elementen
und Quantifizierung von Elementvariablen erlaubt.
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2 Aussagenlogik

e Aussagen ~~ Bedeutung wahr(1), falsch (0)
e Aufbau und Bedeutung von Aussagen. Syntax und Semantik.

2.1 Syntax
2.1 Definition Die Sprache der Aussagenlogik: Syntax.
Sei > = V U O U K Alphabet mit V' = {p1, p2, ...} abzahlbare
Menge von Aussagevariablen, O = {A,V, =, —, <, ...} Men-
ge von Verkniipfungen (Junktoren, Operatoren) und K = {(,)}
Klammern Hilfssymbole.

Die Menge der Aussageformen (Formeln der Aussagenlogik) F' C
>>* wird induktiv definiert durch:

1. V C F Menge der atomaren Aussagen

2. AL BEeF so(—A),(AAB),(AVB),(A — B),(A <
B) e F

3. F'ist die kleinste Menge die V' enthilt und 2. erfiillt (Hiillenope-
rator)

2.2 Bemerkung

e FEigenschaften von Elementen in F werden durch strukturelle In-
duktion, d.h. durch Induktion iiber den Aufbau der Formeln, nach-
gewiesen.

Beispiele fiir Eigenschaften sind:
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Sprache der Aussagenlogik

1. Fir A € F gilt: A ist atomar (ein p;) oder beginnt mit ,,(* und
endet mit ,)".

2. Sei f(A,i) =4 .(“— #.,)" in den ersten 7 Buchstaben von A,
dann gilt f(A,i) > 0 firl < i < |A| und f(A,i) =

0 firi = |A].

e F kann als Erzeugnis einer Relation R C U* x U mit U =
>* oder eines Kalkiils dargestellt werden. Dabei wird F' frei von
dieser Relation erzeugt, da fiir alle u,v € U" und A € F gilt:
uRA und vRA sou = v.

e ' = L(G) fiir eine eindeutige kontextfreie Grammatik G.

2.3 Satz Eindeutigkeitssatz

Jede A-Form A € F ist entweder atomar oder sie ldsst sich eindeutig

darstellen als
A= (—A1)oder A = (A1 xAz) mitx € {A, V, —, <>} wobei
Ay, As € F.

Beweis: Induktion tber Aufbau von F'.

Vereinbarungen Schreibweisen, Abkiirzungen, Prioritaten.

e AuBere Klammern weglassen.
e A-Formen sind z.B.: p1, pio1, Pp1 V pi2 als Abkiirzung fiir
(p1V p12), (((p1 — p2) A (—p2)) — (—p1)), p1 V (—p1)
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Belegungen und Bewertungen

® Zur besseren Lesbarkeit: Priorititen —, A, V, —, <= d.h.
AANB — C steht fir ((AAB) — C)
AV B A C steht fir (AV (B AC))
— AV B A C steht fir ((mA) V(B AC))
AV BV C steht fir ((AV B) V C) (Linksklammerung).
e Andere Moglichkeiten. |, Prafix’- oder ,Suffix’- Notation
Fir (A x B) schreibe *x AB und fiir (—A) schreibe = A

2.2 Semantik
2.4 Definition Bewertung, Belegung

Eine Bewertung der A-Formen ist eine Funktion ¢ : F —
{0,1} = B mit

1 p(A) = 1 — p(A)
2. (AV B) = maz(o(A), ¢(B))
3. (A A B) = min(p(A), p(B))

fall A) =1 und B) =
b oAy _ {0 Pl e(A) = Tund o(B) = 0

sonst
\

,

1
)0 falls o(A) # o(B)
S (A= B)= <\1 falls p(A) = ¢(B)
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Belegungen und Bewertungen (Fort.)

Sprechweise: A ist ,falsch” unter ¢, falls p(A) = 0

A ist ,wahr' unter ¢ oder ¢ ,erfiillt* A, falls p(A) = 1.

Darstellung von Bewertungen durch Wahrheitstafeln:

Eine Belegung der A-Variablen V ist eine Funktion ¢ : V' — B.
Offenbar induziert jede Bewertung eine Eindeutige Belegung durch

Y(p:) == @(pi).

2.5 Lemma

Jede Belegung v : V' — B lasst sich auf genau eine Weise zu einer
Bewertung o : F' — B fortsetzen. Insbesondere wird jede Bewertung
durch die Werte auf V' eindeutig festgelegt.

2.2 Semantik
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Bewertungen

2.6 Folgerung Die Bewertung einer Aussageform A € F' hangt nur
von den Werten der in ihr vorkommenden Aussagevariablen aus V' ab.
Das heiBt, will man ¢ (A) berechnen, geniigt es, die Werte ¢ (p) zu
kennen fiir alle Aussagevariablen p, die in A vorkommen.

Beispiel:

Sei p(p) = 1,p(q) = 1,p(r) = 0. Dann kann (A) iterativ
berechnet werden:

A= (2~ (@~ — (@A) =)
1 1 1

Also gilt ¢(A) = 1.

Frage Welche Werte kann ¢ ( A) annehmen, wenn ¢ alle Belegungen
durchlauft. Ist etwa ¢ (A) = 1 fiir alle Belegungen 0?7 Um das nach-
zupriifen, ,,geniigt” es, die endlich vielen unterschiedlichen Belegungen
der Variablen, die in A vorkommen, zu iiberpriifen. Kommen n Va-
riablen in A vor, so gibt es 2" verschiedene Belegungen. A definiert
eine Boolesche Funktion f4 : B" — B.

Beispiel: Fiir die drei Variablen p, ¢ und r aus A im obigen Beispiel
gibt es 8 Belegungen, die betrachtet werden miissen.

2.2 Semantik 9



Bewertungen

plg|r|gq—=r | pAqg | p—=>(@—1) | (DNqg) =7 | A
0] 0] o0 1 0 1 1 1
0|01 1 0 1 1 1
ol 1]o0 0 0 1 1 1
o111 1 0 1 1 1
110l o0 1 0 1 1 1
101 1 0 1 1 1
1 111]o0 0 1 0 0 1
1|11 1 1 1 1 1

A ist ,wahr’ unabhangig von den Werten von p, q, r, d.h. fiir jede
Bewertung . Weitere solche Formeln sind etwa:

(A — (B —A4),A—-(B—=-0C)—((A—B)—
(A — C)) oder (WA — —-B) —» (B — A)).

2.7 Definition Sei A € F, > C F.

1.(a) A heiBt Tautologie (allgemeingiiltig), falls p(A) = 1 fiir
jede Bewertung ¢ gilt. (Schreibweise “|= A")
(b) A ist erfiillbar, falls es eine Bewertung ¢ gibt, mit p(A) =
1.
(c) A ist widerspruchsvoll, falls ¢ (A) = O fiir jede Bewertung
.
(d) Schreibe Taut = {A | A € F ist Tautologie}, die Men-
ge der Tautologien oder ,, Theoreme® der Aussagenlogik, bzw.

Sat := {A | A € F und A ist erfiillbar} die Menge der

erfillbaren Formeln.
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Semantischer Folgerungsbegriff

2.(a) X ist erfiillbar, falls es eine Bewertung ¢ gibt mit p(A) = 1
fur alle A € 3. (“p erfiillt ")

(b) Semantischer Folgerungsbegriff: A ist logische Folgerung
von X3, falls ¢(A) = 1 fiir jede Bewertung ¢, die 3 erfiillt. Man
schreibt "> = A" Ist X = { A4, ..., A, }, ist die Kurzschreib-
weise “"Aq, ..., A, |= A" iblich.

(c) Die Menge Folg () der Folgerungen aus X ist definiert durch:

Folg(¥X) :={A| A€ Fund ¥ = A}.
2.8 Bemerkung Beispiele

L (pv(=p)), (p—=a)V(g—r)), p—(¢—p), (p—
p), (p — ——p) und A aus Folgerung 2.6 sind Tautologien.

(pA(—p)) ist widerspruchsvoll. A € Taut gdw — A widerspruchsvoll
(p A q) ist erfiillbar jedoch keine Tautologie.
Die Mengen Taut, Sat sind entscheidbar. Beachte Taut C
Sat.
2.(a) Sei X = {p}und A = pV q. Danngilt X = A, denn falls
@(p) = 1, dann auch ¢(p V q) = 1. Jede Bewertung, die
> erfullt, erfillt also auch A.
(b) Ist X = (), dann gilt ¥ = A genau dann, wenn A Tautologie
ist, d.h. Folg(0)) = Taut .
(c) Ist X nicht erfiillbar, dann gilt 3 = A fir alle A € F,
d.h. Folg(X) = F.
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Deduktionstheorem und Modus-Ponens
Regel

(d) Sei 3 C X'. Ist X erfiillbar, dann ist auch X erfiillbar.

(e) Esgilt X C Folg(X) und Folg(Folg(3)) = Folg(X).
(f) Falls 3 C 3, dann gilt Folg(X) C Folg(X').

3. X |= A gilt genau dann, wenn X U {— A} nicht erfiillbar. Ist X

endlich, dann ist es entscheidbar, ob X erfiillbar ist, und die Menge
Folg(32) ist entscheidbar.

2.9 Lemma Deduktionstheorem und Modus-Ponens-Regel

a) Deduktionstheorem: >, A = B gdw. X = (A — B).
(32, A ist Kurzschreibweise fiir 2> U { A})

b) Modus-Ponens-Regel Esgilt {A, A — B} |= B.
Insbesondere ist B eine Tautologie, falls A und (A — B) Tau-
tologien sind.

Ubliche Notationen fiir Regeln der Form “A+, ..., A, = B" sind:
Ay
Ay
- und Aq, 211 A,

Fiir die Modus Ponens Regel also:

A, (A — B)
B

(MP)
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Kompaktheitssatz der Aussagenlogik

2.10 Satz Kompaktheitssatz

> C F st erfiillbar genau dann, wenn jede endliche Teilmenge von
> erfiillbar ist.

Insbesondere gilt 3 |= A genau dann, wenn es eine endliche Teil-
menge g C X gibt mit 3¢ &= A.

2.11 Beispiel

Sei 32 C F'. Gibt es zu jeder Bewertung @ ein A € X mit p(A) =
1,sogibtes A1,..., A, € X (n>0)mitE= A V...V A,

Betrachte die Menge > = {—=A | A € X}, nach Vorausset-
zung ist sie unerfiillbar. Also gibt es eine endliche nichtleere Teilmenge
{—A1,...,mA,} von X' die unerfiillbar ist. Also gilt fiir jede Be-
wertung o gibt es ein ¢ mit @¢(—A;) = 0 oder p(A;) = 1 und
somit p(A; V...V A,) = 1.

Der zweite Teil des Satzes ist die Grundlage fiir Beweisverfahren fiir
3> = A. Dies ist der Fall wenn 3 U {—=A} unerfiillbar ist. Wider-
spruchbeweise versuchen systematisch eine endliche Menge 2o C X
zu finden, so dass 3o U {— A} unerfiillbar ist.
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Logische Aquivalenz

2.12 Definition Logische Aquivalenz

Seien A, B € F heiBen logisch aquivalent mit der Schreibwei-
se A == B, falls fiir jede Bewertung ¢ gilt: ¢(A) = @(B).
Insbesondere ist dann A |= B und B = A.

Einige Beispiele fiir logisch dquivalente Formeln:

1. A ‘::l _'(ﬁA)a

2. ANB==BAAund AV B |==| BV 4,

3. AN(BAC)E=H (AAB)ACund AV (BVC) ==
(AvV B)V C,

4 AN(BVC)E=H(AAB)V(AAC)und
AV(BNC)EH (AVv B)AN(AV C) (De Morgan)

5. "(AAB) == (mA)V(=B)und 7"(AVB) == (mA)A
(—B)

6. A —- Bk (mA)V B, ANB = —-(A — (=B))
und AV B == (-A) — B.

7. A« Bl== (A— B)A(B— A)

Man beachte, dass |==] reflexiv, transitiv und symmetrisch, d.h. eine

Aquivalenzrelation ist.
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Logische Aquivalenz (Fort.)

Folgende Aussagen sind dquivalent:

e m(A—~ B) e AEFBundB[EA
e A= B e Folg(A) = Folg(B)

2.13 Folgerung
Zu jedem A € F gibtes B,C, D € F mit

1. A &==| B, B enthélt nur — und — als log. Verkniipfungen
2. A == C, C enthélt nur A und — als log. Verkniipfungen
3. A E==| D, D enthilt nur V und — als log. Verkniipfungen

2.14 Definition Vollstandige Operatorenmengen

Eine Menge OP C {—, V, A, —, <>, ..} heiBt vollstandig, falls
es zu jedem A € F eine logisch dquivalente A-Form B € F(OP)
gibt.

Vollstandige Operatorenmengen fiir die Aussagenlogik sind z.B.:
{ﬁv _>}7 {_'7 \/}7 {_'7 /\}7 {_'7 v, /\}7 {falsev _>}

Dabei ist false eine Konstante, mit ¢ (false) = O fiir jede Bewertung
. Offenbar gilt = A == (A — false).

Normalformen DNF (Disjunktive Normalform), KNF (Konjunktive
Normalform), KDNF, KKNF (Kanonische Formen).
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Boolsche Funktionen

Jede Aussageform A(pq, ..., py) stellt in natiirlicher Form eine Bool-
sche Funktion f4 : B — B dar. Namlich durch die Festlegung
fa(bi, ..., b,) = @p(A) mit der Bewertung @;(p;) = b;

Man kann leicht durch Induktion nach n zeigen, dass jede Boolsche
Funktion f : B" — B (n > 0) sich in obiger Form durch eine

Aussageform in p1, ..., p, und einer vollstindigen Operatorenmenge
darstellen |3sst.

Die Boolsche Algebra iiber B hat als iibliche Operatormenge true,
false, not, or, and mit der standard Interpretation.

Fiir andere Operatormengen die etwa nand, nor enthalten, siehe Di-
gitale Logik (Gatter: Ein- Ausgabesignale, Verzégerung. nand, nor
Gattern werden bevorzugt, da nur zwei Transistoren nétig).

Beispiel Patienteniiberwachungssystem erhdlt gewisse Daten iiber
den Zustand eines Patienten. Z.B. Temperatur, Blutdruck, Pulsrate.
Die Schwellenwerte fiir die Daten seien etwa wie folgt festgelegt:

Zustande

Ein/ Ausgaben  Bedeutung

A Temperatur auBerhalb 36-39°C.

Blutdruck auBerhalb 80-160 mm.

Pulsrate auBerhalb 60-120 Schlage pro min.

S Q™

Alarmaktivierung ist notwendig.
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Beispiel Patienteniiberwachungssystem

Die Anforderungen, d.h. bei welchen Kombinationen der Werte der Zu-
stande eine Alarmaktivierung notwendig ist, werden durch den Medizin-
Experten festgelegt. Sie seien in folgender Tabelle fixiert.

I/O - Tabelle Logischer Entwurf: Betrachte die Zei-
? f f)j (0) len in die O den Wert 1 hat und stelle
0o o0 1 0 eine KDNF auf (Disjunktion von Kon-
o 1 0 0 junktionen von Literalen, wobei ein Li-
0 1 1 1 teral eine atomare Form oder die Ne-
10 0 0 gation einer solchen ist).

. 1 o 1| (FAABAC)V(AA-BAC)V
L1 11 (AANBA=C)V (AANBAC)

Als eine Realisierung konnte man das folgende Schaltnetz nehmen:
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