Tableaux-Methode fiir PI-1

3.33 Definition

Sprache: =, A, V, —,V, 3 (zunichst ohne =)

Formeln der Sprache in Klassen einteilen:

e Atomare und negierte atomare Formeln.

e «-Formeln (wie in A-Logik)
AANB,-(AV B),~(A — B),A, a1, ay wie gehabt.

e [-Formeln (wie A-Logik)

~(AAB),(AV B), (A = B)

e ~-Formeln

VexA,—-dzA (A € Form)

e O-Formeln

JdzxA,-VxA (A € Form)

Regeln zur Tableau-Konstruktion:

a, B Regeln zur Verarbeitung o, B Formeln.

~v-Regeln:

~

Ve A

—dx A

v[t]

t beliebiger Term, Substitution erlaubt.
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Tableaux-Methode fiir PI-1 (Forts.)

J-Regeln:
4] | dxr A | -V A
Syl | Axly] | ~Asly]
y Variable (oder Konstante O-stellig) ,,y neu”. y kommt noch nicht in
Formeln im Ast zu A,[y] frei vor und die Substitution ist erlaubt.

Systematische Konstruktion eines Modells:

Falls die Sprache keine F'-Symbole enthilt reichen die ,Bezeichner” fiir
Elemente des Definitionsbereichs aus. Sonst wahle als Definitionsbe-
reich fiir die Interpretation eine geeignete abgeschlossene Termmenge.
Fiihre soviele ,, Terme” ein wie notwendig. Existentielle Formeln bend-
tigen ,Losungen”, solche diirfen nicht eingeschrankt werden.

d-Formeln brauchen nur einmal ,erfiillt* zu werden. ~-Formeln hinge-
gen miissen fiir alle Objekte die eingefiihrt wurden garantiert werden,
miissen somit immer weiterhin beachtet werden.

3.34 Lemma Sei I" eine Menge von Formeln iiber einer abgeschlos-
senen Termmenge (Universum) U mit

Fiir keine Formel A gilt A € I"und -A € T'.

Fiir jede a-Formel in I' gilt av1, aeg € T'.

Fiir jede B-Formel in I" gilt 81 € I" oder 35 € T'.

Fiir jede ~y-Formel in T" gilt v[t] € T fiir alle t € U.
Fiir jede §-Formel in T" gibt es ein ¢t € U mit §[t] € T.

A AN

Dann ist I' erfiillbar.
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Tableaux-Methode fiir PI-1 (Forts.)

Problem: U/ kann unendlich sein. Erst recht wenn F'-Symbole vor-

handen!
Sprachen mit ,=" dann Funktionskonstanten und Terme.
e-Regel
t1 = to
Alt) < to]

In einer Formel A kann ein Term t; durch einen ,gleichen” Term t5
ersetzt werden, wenn im Ast zu A der Knoten mit der Markierung
t1 = to vorkommt. V& x = x als Wurzel der = Tableaux zulassen.

Problematische Regel, da sie zu einer Formelexplosion fiihrt.

3.35 Satz Sei A € Form(L), ¥ C Form(L)

a) = A gdw es gibt ein abgeschlossenes Tableau fiir = A.
b) X = A gdw es gibt ein abgeschlossenes Tableau fiir XU{—-A}.

Systematische Tableaux-Konstruktion:
Z) a) 57 77 /8

R S

Beachte: ¢ A, [t] muss erlaubt sein.
y neu bei §-Regel beachten (frei).

Falls keine Funktionskonstanten in L Interpretation mit {c1, co, . .. }
als Konstanten.
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Beispiele

3.36 Beispiel

l. = (VzA —- B) —» dx(A — B), z nicht frei in B:

»—-((Vx A— B) » 3Jx (A — B))

Yz A - B
-3z (A — B)
e A/\B
—Az[a] t—(A — B);ld]
(A — B),[a]s ¢ Az la]
A, lal4 1B
~Bj
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Beispiele

2. ' ={VeAVVzB}, A=Vz(AV B). Gt T E A?
+Vr AVVz B

sV (AV B)

t—(Agla] V Bela])

¢+ A, [a]

~v-Formeln diirfen nicht abgehakt werden, da man immer wieder
neue Terme einfiihren kann und ~[t] erfiillt werden muss!
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Beispiele (Fort.)

3. dx —p(x, z) E ~VaeIyp(zx, y)
Gibt es Modelle fiir {3z —p(x, ), VxIy p(z, y)}

o dx —p(z, )
¢V 3y p(,y)
t-p(a,a)

t3y pa,y)
tp(a,b)

¢+3y p(b,y)

?p(b, C)
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Beispiele (Fort.)

Interpretation:

p(z,y) |la b c d e
a 0O 1
b 1
C 1
d 1
e 1

Es gibt Interpretation mit nur 2 Elementen
_'p(aa CL), p(a7 b)a p(b7 a)a p(b7 b)

Vorschrift ,neu” kann aufgeweicht werden.

Erst alle Konstanten verwenden, falls diese Wahl zu 4 fiihrt miissen
neue Konstanten einfiihrt werden, sonst Modell gefunden.
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o dx —p(x, x)
¢VzIy p(z,y)
+—p(a,a)

t3y p(a,y)
sp(a,b)

¢3y p(b,y)

'p(b7 a’)

Interpretation:

S Q
— Ol Q
O = o
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Beispiele (Fort.)
4. Vo (p(z) Vq(z)) — (Vep(z) V Vzq(z))

=(Vz (p(z) V q(z)) = (Vo p(x) V Vz q(z)))
Vz (p(z) V q(z))
=(Vz p(z) V Vz q(z))

—Vz p(z)

—Vz q(z)

I' = ({a, b} : I(p)(a) = I(q)(b) = F,
I(p)(b) = I(q)(a) = W)

3.7 Aufzdhlungsverfahren fiir PL-1

128



Beispiele (Fort.)
5. Vz3y p(z,y), Vz —p(z, z) = JzIyIz (p(z, y)A
p(y,2) A —p(z, 2))

Vz3y p(z,y)

Vo —p(z, )

JzJy3z (p(z,y) A p(y, 2) A —p(z, 2))
—p(c1, er)

Jy p(c1,y)

p(cr, c2)

—p(ca, C2)
3y p(ca,y)

Eﬁ(p(C1, CQ) N p(CQ, Cl) A\ —|p(C1, Cl))

ﬁ])(61762) p(clacl)

ﬁp(c% Cl)

: p(027 03)
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Interpretation:
p(ci,c1) = F p(ci,c2) =W p(ca,c2) = F
p(c2,c1) = F p(ce,c3) =W p(es,e3) = F ...

Ci C2 C3 C4 Cp
C1 0 1
Co 1 0
C3 0
Cq 0

6. {VaVyVz (z-y)-z=z-(y-2),Ve -1 =z,Vezx-Z =1}

EVzl-z== und EVrz -z=1

3.7 Aufzdhlungsverfahren fiir PL-1 130



3.7 Aufzdhlungsverfahren fiir PL-1

Veax ==z

Axiome

Ve lozx ==z

Vezox=1

-bob=1

bol=0b
bo(bob)=b
(bob)ob="b
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Entscheidbare Fille (Prafixe) Allgemeingiiltigkeit

A i

V- -
V- -
V- -

Jyq - - -
V- -

L Sprache ohne Funktionskonstanten

abgeschlossene Formeln

Vr,,3yr -y, A A quantorenfrei
-Ve,dyVz,---Vz,A
-Va,dy1dy2Vz1 - - - Vz, A

dy,Vx1- - -Va,dzA n, m > 1 n. entsch.

-Va,dy1dy2dysVzi - - - Vz, A m,n > 0 n. entsch,

Beispiel: Typ 2. Formel

—Vr,VrodyVz A
—VrodyVz A, [a]
—3yVz Az, z,[a, b]
V2 Az zs.yla, b, al
V2 Az zs.yla, b, 0]
Azl 2oy.2[0,b,a,a4]

Aml,wz,y,z [CL, b: ba CLQ]
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