2.5 Algorithmischer Aufbau der Aussagenlogik

In diesem Abschnitt betrachten wir Verfahren die bei gegebener end-
lichen Menge 3 und A-Form A entscheiden ob ¥ |= A gilt. Die
bisher betrachteten Verfahren priifen alle Belegungen der in den For-
meln vorkommenden Variablen oder zdhlen effektiv die Theoreme eines
geeigneten deduktiven Systems auf. Dies ist sicherlich recht aufwendig.
Obwohl die Komplexitit dieses Problems groB ist (Entscheidbarkeit von
S AT ist bekanntlich NP-vollstandig), ist die Suche nach Verfahren,
die ,oft" schneller als die ,brute force Methode" sind, berechtigt.

Wir betrachten drei solcher Verfahren die alle Erfiillbarkeitsverfahren
sind, d.h. sie basieren auf: ¥ |= A gdw {3, A} unerfiillbar:

Semantische Tableaux Davis-Putman Resolution
2.31 Beispiel Semantische Tableaux

Um die Allgemeingiiltigkeit einer Formel A zu zeigen, konstruiere einen
bindren Baum fiir = A , dessen Knoten jeweils eine Klasse moglicher
Belegungen reprasentieren die diesen Knoten erfiillen. Die Wurzel des
Baumes reprasentiert alle moglichen Belegungen und die Vereinigung
der Klassen der Sohne eines inneren Knotens des Baumes ist die Klasse
der Belegungen, die der Knoten reprasentiert. Gelingt es, einen solchen
Baum derart zu konstruieren, dass samtliche Blatter des Baumes zu
einem Widerspruch fiihren, ist gezeigt, dass es keine Belegung gibt,
die = A erfiillt. Somit gilt, dass A Tautologie ist.
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Beispiel

FE (mV(@Ar) — (pVg) A(pVr)) gilt genau dann, wenn
“((pV(gA7r) = ((pVqg)A(pVr))) unerfiillbar ist.

1= ((pV(gAT)) = ((PVa) A(pVrT)))

tpV (gAT)

<((pVg AN(pVr))

gAT
=(qVq) —(pVr) 2q
¢+ q ¢ P r
+p a 4(1)\%10\/7“)
¢ P ¢ P
Sl zﬂr

Da alle Aste zu Widerspriichen fiihren, gibt es keine Belegung, die die
Formel erfiillt!
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Feststellungen

Zwei Arten von Formeln, solche, die zu Verzweigungen fiihren ((3-
Formeln), und solche, die nicht zu Verzweigungen fiihren (c-Formeln).

a-Formeln mit Komponenten o7 und s, die zu Knoten mit den Mar-
kierungen 1 und as fiihren:

x | ——A | Al VAN A2 | —I(Al V A2) | ﬁ(Al — Ag)
A Al —IA1 Al
(A) A2 _‘A2 _IA2

1

2

B-Formeln mit Komponenten 51 und (2, die zu Verzweigungen fiih-
ren mit Knotenmarkierungen (31 und (s:

B —(A1 A As) A1V As A — A,

b1 | B2 —A; | — A Ay | As — A | As

Beachte: Jede Aussageform ist entweder atomar (d.h. eine Variable)
oder die Negation einer atomaren Formel (d.h. ein Literal) oder eine
a- oder eine B-Formel, und genau von einem dieser Typen.

Es gilt: Eine a-Formel ist genau dann erfiillbar, wenn beide Komponen-
ten a1 und g erfiillbar sind. Eine 8-Formel ist genau dann erfiillbar,
wenn eine der Komponenten 31 oder 35 erfiillbar ist.
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Feststellungen (Fort.)

Insbesondere gilt fiir I' C F' und a-Formel o mit Komponenten oy
und as und B-Formel B8 mit Komponenten 31 und (s:

' U {a} erfillbar gdw T'U {1, as} erfiillbar  und

I' U {B} erfiillbar gdw I' U {81} oder I' U {32} erfiillbar.

Ein Literal ist eine Aussagevariable p; oder eine negierte Aussage-
variable —p;. Fiir eine A-Form A sind A und = A komplementar
oder konjugiert.

Enthédlt I' komplementédre Formeln (Literale) A und —A, so ist T’
nicht erfiillbar. Im Beispiel enthalt jeder Ast komplementire Literale,
also ist die Astformelmenge fiir kein Ast erfiillar.
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Formalisierung der Tableaux

2.32 Definition

Tableaux sind binare Baume mit Knoten, die mit Formeln aus F'
markiert sind. Sei 2 C F.

1. Die Menge der Tableaux 7y fiir > wird induktiv definiert durch:
(a) Tyay ist der Baum mit einem Knoten, der mit A € X markiert
ist. In diesem Fall schreibt man auch 74 statt 7(4;.
Graphisch:
A
(b) Ist 7 Tableau fiir 3 und & Marke eines Blattes von T, so ldsst
sich 7 wie folgt zu einem Tableau 7' fiir 3 fortsetzen:

7' entsteht aus 7 indem man als Nachfolger von §:

(3) einen Knoten hinzufiigt, der mit einer Formel A € X
markiert ist. (A soll nicht bereits als Marke im Ast von ¢
vorkommen.)

Graphisch:
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Formalisierung (Fort.)

() einen Knoten hinzufiigt, der mit a1 oder crg markiert ist,
falls eine a-Formel o auf dem Ast zu 6 vorkommt und o
und o die Komponenten von « sind. Graphisch:

.0_04 .'.a

a1 oder Q9

In der Praxis werden jedoch an ¢ nacheinander die Knoten
fiir beide Komponenten hinzugefiigt:

.“Oé

(B) zwei Knoten hinzufiigt, die mit den Komponenten (31 bzw.
B2 einer B-Formel B markiert sind, falls B auf dem Ast zu
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d vorkommt. Graphisch:

°B

b1 B2

Entsteht 7' aus 7 durch Anwendung einer der Regeln (32), ()
oder (3), so heiBt 7' direkte Fortsetzung von .

(c) 7 € Tx genau dann, wenn T = T4 fiir ein A € X oder
es gibt eine Folge 79, ..., 7n(= 7), n € N, so dass 741
eine direkte Fortsetzung von 7 ist fir j = 0,...,n — 1 und

To = T4 firein A € X.

2. Ein Ast eines Tableaus 7 heiBt abgeschlossen, falls er zwei kon-
jugierte Formeln enthlt (d.h. fiir ein A € F' sowohl A als auch
(—A) enthilt), sonst heift der Ast offen.

Ein Tableau 7 heiBt abgeschlossen, wenn jeder Ast von 7 abge-
schlossen ist.

7 heiBt erfiillbar, wenn 7 einen erfiillbaren Ast (d.h. die Marken
entlang des Ast bilden eine erfiillbare Formelmenge) enthélt.

3. Seil’ C F, A € F. Dann ist A Tableau-Folgerung aus I
(I' k. A) genau dann, wenn fiir ¥ = I'U { = A} jedes Tableau
aus Ty, sich zu einem abgeschlossenen Tableau aus 75 fortsetzen
|asst.
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Folgerungen

2.33 Bemerkung und Beispiele

Ziel ist es zu zeigen: ' . A <= T |= A.

1.

Abgeschlossene Aste sind nicht erfiillbar. Abgeschlossene Tableaux
sind nicht erfiillbar.

Ist " erfiillbar, so ist jedes Tableau aus 7 erfiillbar (und insbeson-
dere nicht abgeschlossen).

GiltI' -, A,soist X = I"'U{—A} nicht erfiillbar. Insbesondere
sind Tableau-Folgerungen korrekt (d.h. aus " -, A folgt " |=
A).

Gibt es ein abgeschlossenes Tableau in 7, so lasst sich jedes Ta-
bleau aus 71 zu einem abgeschlossenen Tableau fortsetzen.

Tableaux sind endliche Baume. Ist 7 € 75, so kommen als Mar-
ken nur (negierte oder unnegierte) Teilformeln von Formeln aus 3
vor.

Unendliche Tableaux kénnen als Grenzfille (falls 32 unendlich) be-
trachtet werden.
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FrA— (B — A):

»—(A—> (B— A))

2.5 Algorithmischer Aufbau der Aussagenlogik

Beispiele

Fr=(pAgq) = (—pV —q):

t—(=(pAq) = (-pV —q))
t—(pAq)
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Beispiele (Fort.)

2. F- (pV q) = (p A q) gilt nicht:

t—((pVq) — (PAQq))

Es gibt Belegungen, die = ((pV q) — (p A q)) erfiillen, nimlich
@ mit o(p) = 1 und p(q) = 0 und ¢’ mit ©'(p) = 0 und
©'(q) = 1. Also gilt nicht . (p V q) — (p A q).
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Beispiele (Fort.)

3. F (A —>A) > A
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Beispiele (Fort.)
4. . (—IB — —IA) — ((—IB — A) — B)

0—|((—IB — —IA) — ((—lB — A) — B))
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Vollstindige Tableaux

2.34 Definition Sei 7 ein Tableau, © ein Ast von T.

e O heiBt vollstandig, falls fiir die Menge der Formeln in © gilt:
Mit jeder a-Formel o € © ist stets {1, a2} C © und mit
jeder B-Formel B8 € © ist entweder 51 € © oder By € O.

e 7 heiBt vollstandig, falls jeder Ast in 7 entweder abgeschlossen
oder vollstandig ist.

e Sei X C F, % endlich. 7 € 75 heiBt vollstandig fiir >, falls
7 vollstandig ist und jeder offene Ast 3. enthailt.
Sei > C F, 3 unendlich, so verallgemeinerte Tableaux erlaubt
(d.h. jeder offene Ast ist unendlich und enthilt 32).

2.35 Bemerkung

1. Ist 22 endlich, so lasst sich jedes Tableau aus 75 zu einem vollstan-
digen Tableau fiir 22 mit Hilfe von 32-, a- und B-Regeln erweitern.
Beachte, dass a- und 8- Regeln nur (negierte) Teilformeln einfiih-
ren und dass eine Formel nur endlich viele Teilformeln enthalten
kann. (Gilt entsprechend fiir 3 unendlich mit verallg. Tableaux).

2. Sei o die Menge der Formeln eines vollstandigen offenen Astes von
7. Dann gilt:

(a) Es gibt kein p € V mit {p, -p} C o.
(b) Ist « € o, so auch a1, ag € 0.
(c) Ist B € 0, soist 81 € o oder B2 € o.
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Vollstiandige Tableaux (Fort.)

2.36 Lemma Jede Menge 3 von Formeln, die (a), (b) und (c) aus der
Bemerkung 2.35.2 geniigt, ist erfiillbar. Insbesondere sind vollstandige
offene Aste von Tableaux erfiillbar.

Gibt es offene vollstandige Tableaux fiir I', so ist I" erfiillbar.

Beweis Definiere:

. 0, -p€ >
plp) = { 1, sonst

Offensichtlich ist ¢ wohldefiniert.
Beh.: Falls A € X, dann ¢(A) = 1.  (Induktion)
2.37 Satz Sei I' C F'. Dann gilt:

1. I' ist nicht erfiillbar gdw 7r enthdlt ein abgeschlossenes Ta-
bleau.
2. Aquivalent sind
e '=A(oderT" - A)
® Tir A} enthalt ein abgeschlossenes Tableau.
3. Aquivalent sind
o = A (oder - A)

e 7_4 enthilt ein abgeschlossenes Tableau.

Beachte: Der Kompaktheitssatz (2.10) folgt aus 1., denn ist I" nicht
erfiillbar, enthdlt 71 ein abgeschlossenes Tableau und abgeschlossene
Tableaux sind stets endliche Baume, d.h. eine endliche Teilmenge von
I' ist nicht erfiillbar.
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Systematische Tableaukonstruktion

Sei I' C F, dann ist I' abzdhlbar. Sei also I' = {A1, Aa,...}.
Konstruktion einer Folge von Tableaux 7, (n € N) :

1. 1 = A;. Ist A; Literal, dann wird der Knoten markiert.

2. Sind alle Aste von T,, abgeschlossen, dann Stopp!

Tn+1 entsteht aus 7,, wie folgt:

3. Ist Y die erste unmarkierte a-Formel in 7,,, durch die ein of-
fener Ast geht, so markiere Y und erweitere jeden offenen Ast,
der durch Y geht, um die Teilformeln o7 und s von Y.

o1 und oo werden markiert, falls sie Lite-
rale sind. Dadurch werden moglicherweise
Aste abgeschlossen.

%)

oder:
4. |Ist Y die erste unmarkierte 5-Formel in 7, durch die ein offener
Ast geht, so markiere Y und erweitere jeden offenen Ast, der durch
Y geht, um
Markiere 31 und/oder [, falls
diese Literale sind. Dadurch wer-
den méglicherweise Aste abge-

51 ﬁ2 schlossen.
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Systematische Tableaukonstruktion (Fort.)

oder:

5. Gibt es eine Formel A; € I', die noch nicht in jedem offenen Ast
vorkommt, so erweitere alle diese Aste um:

Falls méglich, Knoten markieren und Aste
abschlieBen.
Aj

Verfahren: Beginne mit 7;. Wiederhole 3. solange wie moglich. Dann
4.. Sind weder 3. noch 4. mdoglich so 5. Geht nichts mehr, so stopp.

Aus T, (n > 1) erhdlt man kein weiteres Tableau, falls 7,, abge-
schlossen ist oder alle Formeln von 7,, markiert sind und I' endlich
und ausgeschopft ist.

Setze Too := |J,,cy Tn- Dann ist T4, ein bindrer Baum.
Behauptung: 7 ist vollstandig! Beweis:

l. Tooc = 7% fiirein k € N.
Ist 71, abgeschlossen, gilt die Behauptung.

Ist 7, nicht abgeschlossen, ist 75 vollstindig: Alle Formeln sind
markiert und I' muss endlich sein. Alle Formeln von I' sind in
offenen Asten von 7. Somit ist I' nach Lemma 2.36 erfiillbar.
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2.

Systematische Tableaukonstruktion (Fort.)

Es gibt kein £ € N mit 7o, = 7. Dann ist 7, ein unendlicher
Baum. Es gibt eine Folge von Knoten {Y,},n € N, die un-
endlich viele Nachfolger haben: Setze Y7 = A;, die Wurzel mit
unendlich vielen Nachfolgerknoten. Ist Y,, bereits gefunden, dann
hat Y,, entweder einen oder zwei direkte Nachfolger, von denen
einer unendlich viele Nachfolger hat. Wahle als Y;,+1 diesen Kno-
ten. Dann ist der Ast {Y,,|n € N} in 7, offen, vollstindig und
enthalt I', d.h. I" ist erfiillbar.

2.38 Bemerkung und Folgerung

1.

Ist I' eine rekursiv aufzihlbare Menge, so ist das Hinzufiigen ei-
ner Formel A,, € T zu einem Tableau effektiv, d.h. falls T" re-
kursiv aufzahlbar aber nicht erfiillbar ist, so stoppt die systemati-
sche Tableau-Konstruktion. Insbesondere stoppt die systematische
Tableau-Konstruktion immer, wenn I endlich ist. Sie liefert dann
entweder: I" ist nicht erfiillbar, d.h. es gibt eine n € N, so dass
T,, abgeschlossen ist, oder: T" ist erfiillbar und die (offenen) Aste
von T, liefern alle Belegungen, die I' erfiillen.

Die systematische Tableau-Konstruktion liefert also fiir endliche
Mengen in den offennen vollstindigen Aste alle Belegungen der
wesentlichen Variablen, die I' erfiillen.
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Folgerungen (Fort.)

2. Zur Vereinfachung der systematischen Tableau-Konstruktion fiir
eine Menge I' = { A1, ..., A, } beginne mit

als Anfangstableau.

I'=A <= T U{—A} unerfillbar

< Tr,-a} enthilt abgeschlossenes Tableau

<— I'F A

Fiir I" endlich beginne also mit Anfangstableau fir { = A, A1,..., A,}
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