Allgemeingiiltigkeit: Entscheidbare Falle

3.8 Lemma

Die Allgemeingiiltigkeit fiir Formeln der quantifizierten A-Logik ist ent-
scheidbar.

Beweis: Methode der Quantorenelimination: Finde zu Formel der
Q-A-Logik eine logisch dquivalente der A-Logik (Problemreduktion!)).

(VP))B <> B o[W] A Bpo[F] (P « W, P «+ F)
(3P)B « BPZ.O[W] v BPZ.O[F]
¢ )=1I1( )

Nach Transformation bleibt eine Formel der A-Logik:
Entscheide, ob diese eine Tautologie ist.

Beispiel:
VPIQ((P < —Q) V (p = Q))
QW « =Q)V(p = Q))AIQUF < -Q)V(p = Q))

(W -W)V(p—=>W) V(W -F)V(p— F))
AN[(F+ - W)Vip—-> W)V ({(F <+ -F)V (p— F))]

~W AW ~ W

3.2 Semantik der P-Logik 2-Stufe Interpretationen, Belegungen, Bewertungen 91



Allgemeingiiltigkeit: Entscheidbare Falle

Andere:

- Gleicheitslogik

- Monadische P-Logik 1-Stufe mit =

- Monadische P-Logik 2-Stufe mit =

- Pressburgerarithmetik: Giiltige PL1-Formeln in (N, 0,", +, <)

- Syntaktisch eingeschrankte Formelnklassen
vV( ),Vv3, 3av,...?
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3.3 Transformationen von Termen und Formeln

Einschrankung auf PL1.
3.9 Definition Substitution
A € Form, t,t € Term, x Individuen-Variable.

Substitution von x durch ¢ in A bzw. (in £):

Ag[t] (£4[t]) ist die Formel (der Term), die aus A (bzw. £) entsteht,
wenn man jedes freie Vorkommen von x in A (bzw. ¢) durch ¢ ersetzt.

Analog simultane Substitutionen
Agp,aonltls ooy tn] bzw. toy 2 [th, .oyt

Allgemeiner ist eine Substitution durch o : {x; : ¢ € N} — Term
gegeben. o(A), o(t) kénnen entsprechend durch Induktion iiber den

Aufbau der Formeln bzw. Terme definiert werden.

Die Substitution heiBt erlaubt, falls kein Vorkommen einer Variablen
in t bzw. t; nach der Substitution in A gebunden vorkommt.
Dies ist der Fall z. B. wenn die Variablen von ¢ nicht in A vorkommen.

3.10 Beispiel Substitutionen
A=dy 2 =2y t=y+1

At =3y y+1=2-y keine erlaubte Substitution
Ayltl =3y z=2-y keine freie Vorkommen
tylt] = (y+1)+1
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Beispiel Substitutionen

Wie Andert sich die Bedeutung einer Formel bei Substitutionen?
I'=(N4,) 2+ 3 y+2 t« 3 I(x)=1I(t)

Ersetzt man x durch ¢, sollte sich die Bedeutung einer Formel nicht
verandern.

I(A)=1I(Fyx=2-y) =0
I(A.[t]) = I(y y+ 1 = 2y) = 1 (keine erlaubte Substitution)

Betrachte die Formel:
B =Vz(P(z,y) = Q(z)) t= f(y,2)
By[t] = Vz(P(z, f(y, 2)) = Q(x)) erlaubte Substitution.

3.11 Lemma Substitutionslemma

Sei A Term oder Formel, x Individuenvariable, ¢t € Term und

A,[t] eine erlaubte Substitution. Dann gilt fiir jede Interpretation
I =(D,I1.,1,)

I(A.[t]) = 17" (4)
Insbesondere: Sind I, I’ Interpretationen, die sich héchstens fiir x

unterscheiden und gilt I'(x) = I(t), so gilt I'(A) = I(A.[t]).

Beweis: Induktion tiber Aufbau von Formeln bzw. Terme.
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Folgerungen aus Substitutionslemma

3.12 Folgerung
Sei A.[t] erlaubt.

a) Ist A allgemeingiiltig, so auch A[t].
b) Ve A — A.[t] ist allgemeingiiltig.
c) Spezialfille: allgemeingiiltig sind:
VeA — A, A — dxA
d) Falls Substitution nicht erlaubt, so gilt das Lemma nicht:
A = 3y(S(z) = y), Azly] = 3y(S(y) = y)
I=(N,---) I(A) =1 I(Agly]) =0
VxIy(S(z) = y) allgemeingiiltig.
Vedy(S(x) = y) — Jy(S(y) = y) nicht allgemeingiiltig.

Beachte: Sei A(x1,...,x,) Formel in der 1, ..., x, frei vor-

kommen, dann gilt

A allgemeingiiltig gdw Vz;---Vax,A allgemeingiiltig
(universeller Abschluss)

A erfiillbar gdw dxq - - - dx, A erfiillbar
(existentieller Abschluss)

Sind A, A — B allgemeingiiltig, so ist auch B allgemeingiiltig.
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Semantischer Folgerungsbefriff

3.13 Definition

Sei L eine (Teil-)Sprache der PL2
I' C Form, A, B € Form

a) A ist logische Folgerung aus I" : T" |= A. Wenn jede Interpre-

tation, die I" erfiillt auch A erfiillt ([(I’) =1 ~ I(A) = 1).
Sei Folg(I') = {A € Form : " = A}.

b) A und B sind logisch aquivalent A == B, falls A = B

und B |= A. (Lasst sich auf Mengen verallgemeinern!)

3.14 Bemerkung

1. T'l= A gdw {I", = A} nicht erfiillbar.

2. = Agdw = A (dh A ist allgemeingiiltig).
3.
4
5

I" nicht erfiillbar gdw I" = A fiir alle A € Form.

. PCE,T'EA soX = A.  (Monotonieeigenschaft)
. I'EH X dhT =BfirBeXudX |=C firC eTl.

Insbesondere I' erfiillbar gdw 32 erfiillbar und
' = Agdw X = A. Also Folg(I") = Folg(X).

AlE= Bgdw = A < B gdw I(A) = I(B) fiir jede
Interpretation 1.
A== Bdamn ' |= Agdw " |= B.
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Beispiele

3.15 Beispiel

i)
i)

ii)

(Spezialfall von Vz A — A_[t] allgemeingiiltig)

A(y) = VyA(y) (y kommt frei in A vor)

A(y) =p(y), I = (0,1}, I(p)(z) = (z = 0),y + 0)
I(A(y)) = 1, jedoch I(VyA(y)) =0 I(p)(1) =0

= Jz(p(z) = Vzp(z))

Sei Z = (D, I(p)) eine Interpretation, d.h. I(p) C D
I(Jz(p(x) — Vzp(x)) = 1 gdw es gibt d € D, so dass
I'=(D,I(p),z + d), I'(p(z) = Vzp(z)) =1

gdw d & I(p) oder I'(Vxp(xz)) = 1 fireind € D

gdw esgibteind € D mitd € I(p) oder I(p) = D

Beispiele fiir aquivalente Formeln

e A=A
e WVAE=HAVW =5 W

FANARE=HAANF == F

AVAEHA ANAEHA
e BAQuA == Qu(BAA) Q Quantor
e BV QuA == Qu(BV A) v nicht frei in B
[ J V’UA |::| ﬁH’U(ﬂA), EI’UA |::| —IV’U(ﬁA)
e VzA(x) - B == Jy(A(y) — B)

(falls y weder in A(x) noch in B frei vorkommt)
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Wichtige Satze

e V(A — B) = VxA — VzB
o VvA == VyA,ly]
JvA == JyA,[y] Falls Sub. erlaubt und y nicht frei in A
e Beachte: VvB == B JvB = B
Falls v nicht frei in B vorkommt.

3.16 Satz Sei I' C Form, A, B € Form.

1. Deduktionstheorem

'NAEB gdw ' A —+ B
2. Modus-Ponens-Regel

I'=EA,'=EA—B s I' =B
3. Kontrapositionsregel

I'NAE-B gdw I', B |=-A

4. Generalisierungs-Theorem
Kommt v € Var in keiner Formel von T" frei vor, so

'=A gdw I'=Vv A

Insbesondere: A |= Vv A bzw. | A — Vv A, falls v nicht
frei in A vorkommt.
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Beispiele

5. Ersetzungstheorem
Sei A’ € Form, A Teilformel von A’. Entsteht B aus A’ indem

man einige Vorkommen der Teilformel A durch B ersetzt und gilt
A |==| B, soauch A’ == B'.

3.17 Beispiel Anwendung der Satze

a) = JaVyA — VydzA
gdw JxVyA = Vy3Iz A Deduktionstheorem

gdw dzVyA = dz A Generalisierungstheorem

gdw ~Vz—-VyA = -Vx—A Ersetzungstheorem

gdw V- A = Ve-VyA Kontrapositionsregel
gdw Vr—A |= ~VyA Generalisierungstheorem
gdw {Vz—A,VyA} nicht erfiillbar

b) Variante des Ersetzungstheorems

A’ entstehe aus A durch Substitution (erlaubte) einiger Vorkom-
men von x in A durch y. Dann gilt

= VaVy(z =y = (A < A"))
(z.B. A = f(x,y) = g(x) A = f(y,y) = g(=x))
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Normalformen
3.18 Definition Normalformen (Prafix Normalformen)
Eine Formel ist in PKNF (Prinex Konjunktiver NF), falls sie die Gestalt

(Avy) - (Av ) {[An Ve VAR A AAgy VooV A}

Prafix Mggrix

A € {3, V}, v; Variablen, die in mindestens einem Aj; vorkommen
und paarweise verschieden sind.

Ap; Literale, d. h. atomare oder negierte atomare Formeln.

Beispiel: VzIQVy{[-pVz #aVz =bA[Q(y)Vy = b]}

3.19 Satz

Jede Formel A € Form lasst sich effektiv in eine logisch dquivalente
Formel in PKNF (PDNF) transformieren.

(Beachte die Lange der Formel kann exponentiell in der Lange der
urspriinglichen Formel wachsen. Dies kann man vermeiden, wenn man
nur erfiillungsaquivalente Formeln benétigt!).
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Verfahren PKNF - Beispiele

Schritte:

1. Eliminiere iiberfliissige Quantoren.
2. Umbenennung gebundener Variablen.

3. Eliminiere logische Verkniipfungen und Operatoren.
—, >, if ... I ...
4. NNF: Negation vor Atome.

5. Quantoren nach auflen.
6. Matrix in KNF (DNF).

Beispiel: Vz[(Vyp(x) V Vzq(z,y)) — ~Vyr(z, y)]

Vz[(p(z) V Vzq(z,y)) = ~Vyr(z, y)]
Va[(p(z) V Vzq(z,y)) = ~Vy'r(z,y')]
Va[-(p(x) V Vzq(z,9)) V ~Vy'r(z, y')]
V[(—p(z) A 3z-q(z,y)) V Iy =r(z, y')]
Ve3z3y'[(-p(z) A —q(z,y)) V ~r(z,y")]

VzIz3y'[(—p(z) V =r(z, ") A (ng(z,y) V —r(z, y))]
Ist PKNF

7. PDNF Vz3z3y'[(=p(z) A =q(2z,y)) V =r(x, y')]

A A O o
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