2 Pradlkatenloglk — Formalisierung der Beziehungen zwi-
schen Eigenschaften von Elementen, Funktionen und Pridikaten

Es zeigt sich, dass die Aussagenlogik nicht ausreicht, alle logischen Schliisse
zu beschreiben, insbesondere nicht solche Schliisse, die die Eigenschaften von
Elementen und deren Beziehungen untereinander betreffen.

Ein Beispiel einer Anwendung von logischen Formeln, die keine Formeln der

Aussagenlogik sind, ist Hilberts 10. Problem: Gibt es ein Verfahren um zu ent-
scheiden, ob eine diophantische Gleichung eine Lésung hat?

Gegeben eine Polynomgleichung in mehreren Verinderlichen mit Koeffizienten
in Z, z.B. 3z2 — 2zy® 4+ 52% + 6 = 0. Frage: Gibt es fiir diese Gleichung eine
Losung (z,y, 2)?

Zunichst wird das Problem in einer geeigneten Sprache formuliert. Ein geeigne-
tes Alphabet fiir diese Sprache besteht aus den folgenden Mengen von Zeichen:

e fiir ganze Zahlen die Symbole: ..., —2,-1,0,1,2,...
e eine abzihlbare Menge von Variablen: z,y, z, ...

e eine Menge von Funktionszeichen: +, —, %, . ..

e eine Menge von Pridikatszeichen: <, >, ...

e eine Menge von logischen Zeichen: =, A,V,—, —, ...
e Quantoren: V, 3

e Trennzeichen: (und )

Zur Formalisierung einer Aussage der Form: “Jede ganze Zahl ist gerade oder
ungerade!” oder “Die Gleichung 322 — 2zy® + 52° + 6 = 0 hat eine Losung!”
werden fiir die Eigenschaften von Elementen Pridikate definiert. Fiir die Eigen-
schaft von x gerade oder ungerade zu sein werden beispielsweise die Pradikate
U(z) und G(x) eingefiihrt. Die Definitionen fiir diese Pridikate lauten in obiger
Sprache dann G(z) = 3z 2 = 2* 2z und U(x) = 3z © = 2+ 2 + 1 und die oben
erwihnten Aussagen lauten formal: Vz (U(x) V G(z)) und

FzFy3z (Br (xx2)) = (2x (@ * (yx (Y xy)))) + ((5x (2% (2% 2))) +6))) = 0).

Derartige Aussagen werden Formeln genannt. Formal besteht eine Formel aus
logischen Verkniipfungen von Termen. Ein Term wiederum kann beziiglich des
obigen Alphabetes wie folgt definiert werden: Jede ganze Zahl ist ein Term,
jede Variable ist ein Term und falls ¢; und t; Terme sind, dann sind auch
(t1 + t2), (t1 — t2) und (t; * t2) Terme. Eine Formel hat entweder die Gestalt
ty = to oder t; < t, wobei ¢; und ¢ty Terme sind, oder die Gestalt Iz A, Vz A,
(AAB), (AV B), (A — B) oder (—A), wobei A und B ihrerseits bereits Formeln
sind und z eine Variable ist.
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Der ni#chste Schritt ist es, einer Formel eine Bedeutung zuzuordnen. Welche Be-
deutung hat eine Formel der oben definierten Sprache in der Menge Z der ganzen
Zahlen? Wann ist sie falsch und wann wahr? Eine Formel wie (z + 5) > y oder
Vz (z + 5) = 0 hat fiir sich allein noch keine Bedeutung. Erst wenn eine Menge
bestimmt wird, deren Werte die Variablen und Konstanten annehmen kénnen,
und wenn dariiber hinaus den Symbolen wie 5, —1 und den “freien” Variablen
(das sind Variablen, die nicht im Giiltigkeitsbereich eines Quantors liegen) ein
solcher Wert zugeordnet wird und den Prédikats- und Funktionszeichen eine
Bedeutung zugewiesen wird, kann die Bedeutung einer Formel erklirt werden.
Das Bestimmen einer solchen Menge, die auch Definitionsbereich genannt wird,
sowie die Festlegung der Bedeutung der einzelnen Symbole heif3t Interpretation.
Durch eine Interpretation wird die Bedeutung einer Formel festgelegt.

Beispiel: Sei I; eine Interpretation, die als Definitionsmenge die Menge Z der
ganzen Zahlen hat, den Zahlensymbolen ihre {iblichen Werte aus Z und den
Symbolen + und = die gewohnte arithmetische Bedeutung zuordnet. Fiir die
Variablen z und y lege I; die Werte 6 bzw. 3 fest. Die Interpretation I lege
fiir die Variable  den Wert 0 und fiir y den Wert 5 fest und entspréche im
iibrigen der Interpretation I;. Dann ist die Formel (z + 5) = y falsch unter der
Interpretation I; und wahr unter I>. Die Formel Vz (x+5) > 0 dagegen ist unter
beiden Interpretationen falsch. Diese Formel ist falsch, unabhingig davon, wie
die Variable z interpretiert wird. W&hlt man aber als Definitionsbereich statt
Z die Menge N, wird die Formel wahr, wiederum unabhingig davon, wie die
Variable z interpretiert wird.

Es tauchen die Fragen auf, ob es zu einer bestimmten Formel Interpretatio-
nen gibt, die die Formel “wahr” machen, oder ob eine Formel fiir alle Inter-
pretationen wahr ist oder fiir alle Interpretationen falsch ist. Dariiber hinaus
stellt sich auch die Frage nach der “logischen Aquivalenz” zweier Formeln. Und
natiirlich die Frage, ob diese Fragen im allgemeinen iiberhaupt beantwortet wer-
den kénnen.

Man unterscheidet zwischen Prédikatenlogik erster und zweiter Stufe. Sind bei
Formeln der ersten Stufe Quantifizierungen nur iiber Individuenvariablen mé6g-
lich, so diirfen Formeln der zweiten Stufe dariiber hinaus auch Quantifizierungen
von Funktions- und Pridikatsvariablen enthalten. Beispielsweise kann man obi-
ges Alphabet erweitern um die Funktionsvariablen A, F, G, ... und Pradikats-
variablen P, (@, ... Dann ist die Formel zweiter Stufe 3A (4A5) = 20 unter der
iiblichen arithmetischen Interpretation wahr, denn wird A als die Multiplikation
auf Z interpretiert, ist die Formel (4A5) = 20 wahr.

2.1 Die Sprache der Priadikatenlogik

2.1 Definition (Allgemeine Sprache der Préddikatenlogik zweiter Stu-
fe).

1. Das Alphabet fiir eine Sprache der Pridikatenlogik zweiter Stufe besteht
aus folgenden Teilalphabeten:
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(a) Wahrheitswerte: W und F
(b) Logische Symbole:
i. Junktoren: -, —,A\,V,<,..., IF. THEN_ELSE_
ii. Operatoren: =, if_then_else
iii. Quantoren: ¥V (Allquantor) und 3 (Existenzquantor)
(¢) Variablensymbole:
i. n-stellige Funktionsvariablen F]' (j > 1,n > 0). Die F]‘-) heiflen
Individuenvariablen und werden mit z; bezeichnet.
ii. n-stellige Prddikatsvariablen P}' (j > 1,n > 0). Die PJO heiflen
aussagenlogische Variablen.
(d) Konstantensymbole:
i. n-stellige Funktionskonstanten fI' (j > 1,n > 0). Die fJQ heiflen
Individuenkonstanten und werden mit a; bezeichnet.
ii. n-stellige Pradikatskonstanten pi (j > 1,n > 0). Die p? werden
als W oder F interpretiert.
(e) 5. Hilfssymbole: ( und ) und ,.

Alle Zeichen sollen verschieden sein und kein Buchstabe soll Teilwort ei-
nes anderen sein. Die einzelnen Teilalphabete sollen entscheidbar sein.
Spezielle Sprachen zweiter Stufe werden durch Festlegung der Konstanten
ausgezeichnet.

2. Ausdriicke in Sprachen zweiter Stufe sind Terme und Formeln:

(a) Die Menge Term der Terme ist rekursiv definiert:
i. Jede Individuenvariable z; und jede Individuenkonstante a; (j >
1) ist ein (atomarer) Term.
ii. Sind t1,...,%, (n > 1) Terme, dann sind auch f'(t1,...,t,) und
Fl'(t1,...,t,) Terme fiir alle j > 1.
iii. Ist A eine Formel und sind ¢; und ¢, Terme, dann ist (if A then
t1 else t2) ein Term.
iv. Term ist die kleinste Menge, die i) geniigt und gegeniiber ii) und
iii) abgeschlossen ist.
(b) Die Formeln teilen sich in atomare und zusammengesetzte Formeln
auf.
Die Menge Aform der atomaren Formeln ist die kleinste Menge mit:

i. W, F € Aform

ii. p}, P} € Aform (j > 1) (die aussagenlogischen Konstanten und
Variablen)

iii. Sind #1,...,t, (n > 1) Terme, dann sind

PPty oo tn), PPt . tn) € Aform (j > 1).
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iv. Sind #1,ts Terme, dann ist (¢, = t2) € Aform.
Die Menge Form der Formeln ist die kleinste Menge mit

i. Aform C Form

ii. Sind A, B,C € Form, dann sind auch (-A4), (A — B), (AV B),
(AAB), (A ¢ B), (IF ATHEN BELSE C) € Form.

iii. Ist v eine (Funktions- oder Pridikats-) Variable und A eine For-
mel, dann sind ((Vv) A),((Fv) A) € Form. (Einfachheitshalber
nehmen wir an, dass weder (Vv) noch (Fv) bereits in A vor-
kommt.)

3. Geltungsbereich eines Quantors : Ist B = ((Vv) A) oder B = ((Jv) A), so
ist A der Geltungsbereich von (Yv) bzw. (Jv). Ein Vorkommen von v in A
heifit gebunden. Variablen in einer Formel kommen gebunden vor, falls sie
im Geltungsbereich eines Quantors vorkommen. Sonstige Vorkommen ei-
ner Variablen heiflen frei. Eine Variable v heifit freie Variable einer Formel
A, wenn es in A freie Vorkommen von v gibt. Formeln ohne freie Variablen
heiflen abgeschlossen oder Aussagen.

4. Ein Teilterm eines Terms t ist ein Teilwort von ¢, das selbst ein Term ist.
Eine Teilformel einer Formel A, ist ein Teilwort von A, das selbst eine
Formel ist.

2.2 Bemerkungen und Beispiele.

1. Die Mengen Term und Form sind rekursiv entscheidbar. Sie werden jeweils
eindeutig erzeugt, d.h. zusammengesetzte Terme und Formeln lassen sich
eindeutig zerlegen (Bemerkung 1.2 und Satz 1.3 gelten entsprechend).

2. Vereinbarungen: Stelligkeiten konnen bei Pridikaten und Funktionen weg-
gelassen werden, wenn sie aus dem Kontext hervorgehen.

Man benutzt a, b, ¢, . . . fiir Individuenkonstanten, f, g, h, . . . fiir Funktions-
konstanten, p, q,r, ... fiir Pradikatskonstanten, z,y, z, . . . fiir Individuen-
variablen, F, G, H, . .. fiir Funktionsvariablen, P, (), R, . . . fiir Pradikatsva-
riablen, A, B, C, ... fiir Formeln und ¢ fiir Terme. Die Symbole fiir Indivi-
duenkonstanten und -variablen sowie fiir Terme werden auch in indizierter
Form benutzt.

Wenn keine Verwechslungen moglich sind, konnen Klammern entfallen.
Beispielsweise wird Vz A statt ((Vz) A) und —A statt (—A) geschrie-
ben. Um die Lesbarkeit einer Formel zu erhchen werden gelegentlich die
Klammern [,] oder {,} gebraucht. —=,3v und Vv binden am stirksten,
d.h. sie werden auf die kleinst mogliche Teilformel angewandt. Zum Bei-
spiel steht —p V —¢ fiir ((—p) V (—q)) und —Vz p(z) < Iz —p(z) fir
(=((Vz) p(x))) ¢ ((Fz) (=(p(2)))))- Statt ~(ty = t2) wird haufig t; # t;
geschrieben.

3. Beispiele:
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A (Fi (a1) = a2) A (Y1) (pi(21)
= (Fi (1) = f{ (1, F{ (f{(21)))))) € Form

in vereinfachter Schreibweise:

I{(E(a) = b IAvelp( 2 ) = (Ble) =gl F(F@))I}

Term Term
Term \Term - Term
—_— at.F at.Formel
at.F. ~ ~
. Formel .
R Formel B
R Formel )
Formel

Alle markierten Formeln und atomaren Formeln sind Teilformeln der
obigen Formel.

(b) In der folgenden Formel kommen die Variablen P und z vor. P kommt
4-mal vor und z kommt 4-mal vor:

VP [ P_(@) AV [z #an P (f(e )] = Pz )] = P ()

~~

geb. geb. geb.  geb. geb. geb. geb. frei

Die Formel ist nicht abgeschlossen, da eine Variable ein freies Vor-
kommen hat. Die Formel aus (a) ist abgeschlossen.

2.3 Eingeschriankte Teilsprachen. Durch Einschrinkung der Konstanten
und Variablen in Definition 2.1 entstehen folgende Teilsprachen:

1. Fiir die Sprache der Pridikatenlogik erster Stufe werden nur Individuen-
variablen z; (j > 1) zugelassen, keine Funktions- und Prédikatsvariablen.
Eine typische Formel lautet:

(z1 # x2) AVx2 (333 p(21, f(22,23)) = (P(2T2,21) V P(T2,0)))

2. Im Gleichheitskalkil sind nur Individuenkonstanten a; (j > 1) und In-
dividuenvariablen z; (j > 1) zugelassen. Es sind keine weietern keine
Funktionsvariablen oder -konstanten und auch keine Prédikatskonstanten
und -variablen zugelassen.

Ein Term im Gleichheitskalkiil ist eine Individuenkonstante oder eine In-
dividuenvariable oder hat die Gestalt “if A then ¢; else ¢5”, wobei ¢; und
to Terme und A eine Formel ist.

Die Menge Aform der atomaren Formeln im Gleichheitskalkiil besteht nur
aus den Wahrheitswerten W und F und aus allen Formeln der Form ¢; =
ta, wobei t; und ¢, Terme sind. Eine typische Formel lautet:

((Va1) (Voo ((Vas) (21 = 22) A (22 = @) = (21 = a)))))
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3. In der quantifizierten Aussagenlogik sind nur aussagenlogische Konstanten
p? (j > 1) und aussagenlogische Variablen PJ(-) (j > 0) zugelassen. Es gibt
keine Terme und atomare Formeln sind die aussagenlogischen Konstanten
und Variablen, sowie die Wahrheitswerte W und F'. Eine typische Formel
lautet:

(VP (1 & p)) = (BPy) (P2 6 W))

4. In der Aussagenlogik sind nur aussagenlogische Konstanten p? (j >0
zugelassen.

Eine typische Formel lautet:

(IF p; THEN p, ELSE p3) ¢ (IF —p, THEN p; ELSE p,)

5. Spezielle Sprachen erster und zweiter Stufe werden durch Festlegung der
Konstanten definiert. Da Funktionskonstanten und Prédikatskonstanten
gleichsam als Parameter fiir eine bestimmte pradikatenlogische Sprache
agieren und oft explizit erwdhnt werden miissen, liegt folgende Definition
nahe:

2.4 Definition. Eine Basis fiir die Priadikatenlogik ist ein Paar B = (F, P) von
Zeichenmengen, wobei F' die Menge der Funktionskonstanten und P die Menge
der Pradikatskonstanten ist.

2.5 Beispiel. Ist B = (F, P) Basis fiir die Sprache der Arithmetik, einer Spra-
che erster Stufe, dann besteht die Menge F' aus den 0-stelligen Konstanten 0
und 1 und der einstelligen Funktionskonstanten S (fiir Nachfolger) sowie den
zweistelligen Funktionskonstanten 4+ und %. Die Menge P enthilt die zweistellige
Pradikatskonstante <.

2.2 Die Semantik der Pridikatenlogik

Nachdem die Syntax einer Sprache der Pridikatenlogik definiert ist, muss die
Semantik einer pridikatenlogischen Formel erklirt werden, nimlich, wann eine
Formel “falsch” ist und wann sie “wahr” ist. Dazu wird der Begriff der Inter-
pretation eingefiihrt. Unterschiedliche Interpretationen kdnnen zu unterschiedli-
chen Bedeutungen einer Formel fiihren. Eine Interpretation wird rekursiv analog
der Definition von Formeln definiert.

2.6 Definition. Sei L eine Sprache der Pridikatenlogik zweiter Stufe (festgelegt
durch die Konstantensymbole).

1. Eine Interpretation I fiir L ist ein Tripel I = (D, I.., I,,)) mit

e D # (), dem Individuenbereich oder Definitionsbereich der Interpre-
tation,
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e [., einer Belegung (Abbildung) der Konstanten, die jedem n-stelligen
Funktionssymbol f eine Funktion I.(f) : D™ — D und jedem m-
stelligen Pridikatssymbol p ein Priadikat I.(p) : D™ — B zuordnet
(n,m >0, B={0,1}) und

e [, einer Belegung der Variablen, die jeder n-stelligen Funktionsvaria-
blen F' eine Funktion I,(F) : D™ — D und jeder m-stelligen Prédi-
katsvariablen P ein m-stelliges Pridikat I,,(P) : D™ — B zuordnet
(n,m > 0).

2. Die Interpretation von Termen und Formeln ist eine Fortsetzung von I
auf Term und Form: I ordnet jedem ¢ € Term ein I(¢t) € D und jedem
A € Form ein I(A) € B zu.

(a) Bewertung der Terme:

I(a) = I.(a) fiir ein O-stelliges Konstantensymbol a
I(z) = I,(x) fiir ein O-stelliges Variablensymbol z
I(f(t1,...,tn)) = I.(f)(I(t1), ..., I(ts)) fiir eine n-stellige Funk-

tionskonstante f und Terme ty,...,t, (n > 1)
I(F(t1,...,tn)) = L,(F)(I(t1),. .., I(ty)) fiir eine n-stellige Funk-
tionsvariable F' und Terme ti,...,t, (n > 1)

Fiir eine Formel A und Terme t1, ts ist

I(ty), falls I(A) =1,

I(if Athent, elsets) = { I(ts), falls I(A) = 0.

Beachte: I(t) hingt fiir einen Term ¢ nur von den Belegungen der in
t vorkommenden Variablen und Konstanten ab.

(b) Bewertung der Formeln:

IW)y=1IF)=0

I(p) = I.(p) fiir eine O-stellige Pridikatskonstante p

I(P) = I,(P) fiir eine 0-stellige Pradikatsvariable P
I(p(t1,...,tn)) = L.(p)(I(t1),- .., I(tn)) fiir eine n-stellige Pridi-
katskonstante p und Terme t1,...,t, (n > 1)

I(P(t1,...,tn)) = L,(P)(I(t1),. .., I(tn)) fiir eine n-stellige Pradi-
katsvariable P und Terme ty,...,t, (n > 1)

Fiir alle t1,t2 € Term ist

1

I(tl = t2) = { 0: falls I(tl) = I(t2)7

sonst.

Die Interpretationen I(—A), I(AV B), I(AA B), I(A — B),
I(A < B) und I(IF ATHEN BELSE C) sind wie in der Aussa-
genlogik definiert.

z,d _ . .
I(Vz 4) = { 1, falls I"4(A) =1 fiir alle d € D gilt,
0, sonst.
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. . z,d _ .

o [(3z A) = { 1, falls es ein d € D mit I®%(A) = 1 gibt,
0, sonst.

Dabei ist I*? = (D, I, I}) mit

oy _Jd o, fallsy=x
L(y) = { I,(y), sonst

und I} (F) = L,(F) und I, (P) = I,(P) fir n-stellige Funktions-
bzw. Priadikatsvariablen F' und P (n > 1).

Analog wird I(Vv A) bzw. I(3v A) definiert, wenn v eine n-
stellige (n > 1) Funktionsvariable oder eine m-stellige (m > 0)
Préadikatsvariable ist. Es werden statt d € D dann Funktionen
1 : D™ — D bzw. Pradikate = : D™ — IB eingesetzt.

Jede Interpretation I = (D, I.., I,) induziert durch (a) und (b) eine
Bewertung aller Terme und Formeln, die die bewerteten Konstanten
und Variablen als freie Variablen enthalten. Umgekehrt wird jede
Bewertung I, die (a) und (b) geniigt, eindeutig durch eine solche
Interpretation induziert.

3. Gilt I(A) = 1, so ist A waehr in der Interpretation I oder I erfillt A.
Schreibweise: =5 A oder I |= A.

2.7 Bemerkungen und Beispiele.

1. Um die Bewertung einer Formel A zu bestimmen, geniigt es, die Be-
wertung der Konstanten und der in A frei vorkommenden Variablen zu
kennen. Die Bewertung von A unter I = (D, I.,I,) hingt nur von die-
sen Werten ab. Ist A abgeschlossen (d.h. A ist ohne freie Variablen),
so geniigt es, eine Interpretation der Form I = (D,I.) zu betrachten.
Solche Interpretationen heiflen auch algebraische Strukturen oder Rela-
tionalsysteme. Man beschreibt ein Relationalsystem (algebraische Struk-
tur) hiufig als < A4; fi,..., fn; R1,-..,Rm >, wobei der Definitionsbe-
reich A die Menge der Objekte bezeichnet, iiber denen die Funktionen
fj+ Ah 5 A (1< j<mn, hy >0) und die Relationen Ry, (1 < k < m)
definiert sind.

2. Beachte, dass in der Definition der Bewertung Redundanzen vorkommen.
Zum Beispiel gleicht die Bewertung der Formel —A der Bewertung von
IF ATHEN F ELSE W, die von A A B der von IF ATHEN B ELSE F, die
von AV B der von IF ATHEN W ELSE B, die von A — B der von
IF ATHEN BELSE W, die von A < B der von IF ATHEN B ELSE -B,
die von Yv A der von —3v —A, die von Fv A der von Vv —A und die von
t1 =ty der von VP [P(t1) < P(t2)].

3. Beispiele:
(a) JzVy (p(y) — x = y) bedeutet “Es gibt ein z, so dass fiir alle y immer

z = y gilt, wenn p(y) zutrifft” oder “Es gibt hochstens ein z, so dass
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p(x) wahr ist”. Diese Formel ist wahr in allen Interpretationen, in
denen p(d) fiir hochstens ein Element d € D wahr ist (z.B. D = N
und I(p(x)) genau dann, wenn I(z) = 0).

(b) 3z [p(z) AVy [p(y) = = = y]] bedeutet “Es gibt genau ein z, so dass
p(z) wahr ist”.

() VzFudv ((z =uVz=v)Au # v) AVzVyVP [z # y V (P(z,z) V
~P(y,y))]

Beh.: Diese Formel ist wahr in jeder Interpretation mit |[D| > 2 und
falsch fiir |D| = 1.

(d) Seien A = Vz p(z, f(x)), A1 = p(=, f(z)),] = (N,I.,I,) und sei
I.(p) das <-Pradikat und I.(f) = quad mit quad : n — n%. Dann
gilt: I(A) = I*"(A;) = (n < n?) = W fiir alle n € N.

4. Sind I; und I, Interpretationen mit den gleichen Definitionsbereichen und
ist A eine Formel, dann gilt “I; = A genau dann, wenn I, | A”, falls
I; und I, in allen Konstanten und freien Variablen, die in A vorkommen
tibereinstimmen.

2.8 Definition. Sei L eine Sprache der Pridikatenlogik zweiter Stufe.

1. Eine Formel A € Form heifit allgemeingiiltig, falls I(A) = 1 fiir alle Inter-
pretationen [ fiir L, d.h. I = A fiir alle Interpretationen I. Schreibweise:

E A

2. Eine Formel A € Form heifit erfillbar, falls es eine Interpretation I mit
I(A) = 1 gibt. I heifit dann auch Modell fiir A. Gibt es keine solche
Interpretation, so heifit A unerfiillbar.

3. ¥ C Form heifit erfillbar, falls es eine Interpretation I gibt, die alle For-
meln von ¥ erfiillt.

2.9 Bemerkungen und Beispiele.

1. Ist A nicht allgemeingiiltig, so ist — A erfiillbar. Ist = A unerfiillbar, dann ist
A allgemeingiiltig. Um die Allgemeingiiltigkeit (Erfiillbarkeit) einer Formel
zu priifen, geniigt es solche Interpretationen zu betrachten, die die Kon-
stanten und freien Variablen der Formel belegen. Das sind, im Gegensatz
zur Aussagenlogik, immer noch unendlich viele, denn die Definitionsmenge
kann eine beliebige nichtleere Menge sein.

2. Jede Tautologie der Aussagenlogik ist allgemeingiiltig. Genauer:

Tautologie-Theorem: Sei A eine Formel der Aussagenlogik mit den Aussa-
gevariablen py,...,pp (n > 1), d.h. A= A(p1,...,pn). A entstehe aus A
durch Ersetzen von p; (1 < j < n) in A durch eine Formel B; der Pradika-
tenlogik zweiter Stufe. Ist A eine Tautologie (d.h. allgemeingiiltig), so ist
auch A’ allgemeingiiltig. Allgemeingiiltig sind beispielsweise die Formeln
Al \% —|A1 und A1 — (A2 — Al)
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3. Beispiele:

(a)

(c)

VaVyVP (z # y VvV (P(z,z) V = P(y,y))) ist allgemeingiiltig. Da die
Formel weder Konstanten noch freie Variablen enthilt, geniigt es eine
Interpretation I = (D) mit |[D| > 1 zu betrachten. Der Fall |D| =1
ist klar, denn entweder gilt P(z,z) oder =P(z,z). Ist |D| > 1, dann
wihle £ = d; und y = ds mit dy,ds € D und d; # dz. Dann ist
I(x # y) = 1 und somit erfiillt I die Formel.
Die Formel A = 3PVz3y (P(z, z)A—P(z,y)) ist weder allgemeingiiltig
noch unerfiillbar. Sei I = (D) eine Interpretation. Ist |D| = 1, dann
ist I(A) = 0. Ist |D| > 2, dann ist I(A) = 1.
Die Formel 3P3z3y ((P(z,z) A ~P(z,y)) Az = y) ist unerfiillbar,
die Formeln ¢t = ¢,Voz A + -3z (-A) und 3z A < —Vz (=A) sind
allgemeingiiltig.
Sei p eine 2-stellige Pridikatskonstante.
Ay =VaVyVz ((p(z,y) Ap(y, 2)) = p(x,2))  (transitiv)
Ay =VaVy (p(z,y) Vp(y,z) VI =1y) (Trichotomie)
Az =Vz —p(z,x) (antireflexiv)
Ay =VaVy (p(x,y) = 3z (p(z, 2) A p(2,9))) Edicht)

As =Vz3Iy p(z,y) kein letztes Element)

A¢ = VaIy p(y, x) (kein erstes Element)
Die Formeln Ay, ..., A3 beschreiben eine lineare Ordnung auf der De-
finitionsmenge, die Formeln A;,..., A4 eine dichte lineare Ordnung
(DLO).

Keine der Formeln ist allgemeingiiltig. Sind sie erfiillbar? Betrachte
die folgenden Interpretationen: I; = ({0,1,2},...),Io = (N,...),I3 =
([0,1],...) und Iy = (Q, . ..) (Q bezeichne die Menge der Briiche) und
in allen Interpretationen sei p das “kleiner”-Pradikat. A1, A und As
sind in allen vier Interpretationen wahr, Ay, ..., A4 sind wahr in I3
und Iy. In I7 und I ist A4 falsch. Ay, ..., Ag sind wahr in I, A5 und
Ag sind falsch in I; und I3. As ist wahr in I» und Ag ist falsch in Is.

Allgemeingiiltige Formeln:
A = Vzp(z) - Iz p(x)
Ay = p(e) - p(z)
A; = Vzq(z) = q(a)
Ay = pla) — Az p(x)
As = Vavy (p(z,y) — p(z,y))

As = FyVzp(x,y) - VaIy p(z,y)
A; (Vz p(z) VVz q(z)) = Yz (p(z) V q(2))

Nicht allgemeingiiltige Formeln:

By = 3z p(x) — Vz p(x)
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By p(z) — p(a)
Bs q(a) = Yz g(z)
By = 3z p(z) — pla)

By = VaVy (pi(z,y) = p1(y, )
Bg = Vadypi(z,y) = Ve pi(z,y)
Br = Vz (p(z)Vq(z)) = (Y p(z) V Vz g(z))
Um die Allgemeingiiltigkeit der Formeln Ay, ..., A7 zu beweisen, zei-

ge: Es gibt kein Gegenbeispiel, d.h. =4; (1 < j < 7) ist unerfiill-
bar. Beispiel: 4g = JzVy p(z,y) — VoIy p(z,y). Sei I = (D,...)
eine Interpretation, die Ag falsch macht, d.h. JzVy p(z,y) muss
wahr sein und Vz3y p(x,y) muss falsch sein unter I. Es gibt dann
also ein dy € D, so dass I(p(d,d1)) = W fiir alle d € D. Weil
VzIy p(z,y) falsch ist, muss Jy p(da,y) fiir ein do € D falsch sein.
Da I(p(d2,d;)) = W gilt, muss auch 3y p(d2,y) wahr sein.

Als Gegenbeispiel fiir By, ..., By wihle die Interpretation I = (Z,...)
mit

I(p(z)) = 1 genau dann, wenn z > 0,
I(g(z)) = 1 genau dann, wenn z < 0,

I(pi(z,y)) =1 genau dann, wenn = > y,

I(a) =0 und I(z) =1.

(d) Fiir Formeln der Arithmetik in den Konstanten 0, .S, + und * ist die
“natiirliche” Interpretation I = (N, I, I,), die den Ziffernsymbolen
ihren Wert und den Operatoren ihre tibliche Bedeutung zuordnet
(fiir S wird auch der Operator ' benutzt, dem I die Funktion n' =
n+ 1 zuordnet). Welche abgeschlossenen Formeln (erster und zweiter
Stufe) sind wahr in I?

VaVy (S(z) = S(y) =z =y)
Vx S(z) #0

Vex+0=z

VaVy (z + S(y)) = S(z +y)
Veaxx0=0

VaVy (xxS(y)) = (z*y) + 2
VP [(P(0)AVz (P(z) — P(S(x)))) — Yz P(z)] (Induktionsprinzip)

Formeln erster Stufe

Als Theorie bezeichnet man eine Menge von Formeln, die beziiglich logischer
Folgerung abgeschlossen ist. Frage: Ist die Theorie erster Stufe, die von obigen
Formeln erster Stufe aufgespannt wird (d.h. die Menge, die diese Formeln und
deren Folgerungen enthilt) oder die Theorie zweiter Stufe, die von obigen For-
meln einschliellich des Induktionsprinzipes aufgespannt wird, fiir I entscheid-
bar? Ist die Menge der allgemeingiiltigen abgeschlossenen Formeln iiberhaupt
entscheidbar?
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2.10 Lemma. Die Allgemeingiiltigkeit fiir Formeln der quantifizierten Aussa-
genlogik ist entscheidbar.

Beweisidee: Finde zu jeder Formel der quantifizierten Aussagenlogik eine dqui-
valente Formel der Aussagenlogik (Quantorenelimination):

Es gelten = VP B Bpo[W] A BpolF] (P durch W bzw. F ersetzten) und
= 3P B ¢ Bpo[W]V Bpo[F], denn I(VP? B) = I(Bpo[W] A Bpo[F]) und
(VP B) = I(Bpo[W] A Bpo[F]) (fiir alle I).

Somit lassen sich die Quantoren eliminieren. Es bleibt dann eine Formel der

Aussagenlogik, deren Allgemeingiiltigkeit (z.B. mit der Tableaumethode) ent-
scheidbar ist.

Beispiel:

VPIQ (P ¢ -Q)V(p— Q)

QR (W -Q)Vp—Q)AIR(F < -Q)V(p—Q))

(W W) VEp->W) V(W -F)V(p - F))A

(Fe-W)Vp->W)V(F e -F)V(p—>F))

Fvip->W)VWVp—->F)AWV{pp->W)VFV(p—>F) +—
w A w

—
—

2.11 Definition. Sei A € Form,t,t € Term und z eine Individuenvariable. Die
Substitution von x durch ¢t in A (bzw. t), A;[t] (bzw. t,[t]), ist die Formel (der
Term), die aus A (bzw. t) entsteht, wenn man jedes freie Vorkommen von z in
A (bzw. t) durch ¢ ersetzt.

Analog ist die simultane Substitution mehrerer Variablen z1, ..., z, in A (bzw. t)
(n > 1) durch tq,...,t, € Term definiert:
Agv,znlts, - ta] (bzw. £, o [t1,...,t,]) ist die Formel (der Term), die aus

A (aus t) entsteht, wenn man jedes freie Vorkommen der z; in A (bzw. t)
simultan fiir alle j (1 < j <n) durch ¢; ersetzt.

Die Substitution heifit erlaubt, wenn keine Variable die in ¢ (bzw. in t1,...,%,)
vorkommt, nach der Substitution gebunden in ¢ (bzw. t1,...,t,) vorkommt.
Man kann die Substitution auch rekursiv iiber den Aufbau der Terme und For-
meln definieren.

2.12 Beispiele und Lemma.

1. FirA=3yz=2xyundt =y+1ist A;[t] = Jy y+ 1 = 2 %y keine

erlaubte Substitution, dagegen ist die Substitution A,t] = Iy ¢ = 2« y
erlaubt.
Sei I = (N,...) eine Interpretation, die + und * als Addition bzw. Multi-
plikation interpretiert, und sei I(z) = 3 und I(y) = 2. Dann ist I(t) = 3
und I(A) = I(3y x = 2%y) = 0. Nach der nicht erlaubten Substitution ist
aber I(A,[t])) =I(Fyy+1=2%y) =1
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Sei B = Vz (P(z,y) = Q(z)) und ¢t = f(y, 2), dann ist die Substitution
By[t] =Vz (P(z, f(y, 2)) = Q(z)) erlaubt.
2. Lemma. Sei A ein Term oder eine Formel, = eine Individuenvarible,

t € Term und A,[t] eine erlaubte Substitution. Dann gilt fiir jede In-
terpretation I = (D, I.,I,) :

I(A,[t) = 170 (4)
Insbesondere gilt I'(A) = I(A;[t]), falls I und I' Interpretationen sind, die
sich hochstens in der Interpretation von z unterscheiden, mit I' (z) = I(¢).
Beweis. Induktion iiber den Aufbau von A als Term bzw. Formel: Sei
L= Iz,I(t)
AeTerm: A =g, At] =t, I(t) = I*T®(z) = I(t)/ ... (entsprechend
fiir andere Terme)

A € Form: A atomar: A = p(t!,...,t") (n > 1) mit #/ € Term fiir
1< j <n.Dannist A,[t] = p(tL[t],...,t*[t]) und

I(AL[t) = c(p)(l(tl[t]) (5 [t]))
= L(p)(I(t"),. Il(t”))
= L(p(t',.. ))—Il(A)

DieFille A=-B,A=BAC,A=BVC, A=V - C, A=V & C
und A = IF BTHEN C ELSE D sind einfach zu zeigen.

Sei Az [t] = Vy Bg[t] eine erlaubte Substitution, d.h. y kommt nicht
in ¢ vor. Dann ist I(t) = dyp = I¥:4(t) fiir alle d € D (da y nicht
in ¢ vorkommt).

Es gilt (I®%)v:92 = ([¥-32)=.d1 fiir alle dy,dy € D (da = verschie-
den y).

T4l =1

I(Vy By[t]) =

IY%(B,[t]) =1 fiir alled € D
(1¥-4)®40(B) = 1 fiir alle d € D (Ind.Vor.)
(I%%)%4(B) = 1 fiir alle d € D

%% Yy B) =1

L(4) =1

1g1egt

Fiir den Fall A = Jy B folgt dies aus —Vy (-B) + Jy B.
3. Folgerung. Sei A,[t] eine erlaubte Substitution.

(a) Ist A allgemeingiiltig, dann ist auch A, [t] allgemeingiiltig.
(b) Vo A — A,[t] ist allgemeingiiltig.
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(c) Allgemeingiiltig sind Vx A — A und A — Jz A (Spezialfall z = ).
Ist die Substitution nicht erlaubt, braucht das nicht mehr zu gelten:
Sei A = Jy (S(z) = y). Dann ist A;[y] = Ty (S(y) = y). Fiir die
“natiirliche” Interpretation I = (N, ...) der Arithmetik gilt I(4) =1,
aber I(A4,[y]) = 0.

4. Beachte: A(v1,...,vn) (d.h. A enthilt als freie Variablen nur vy, ..., v,)
sei allgemeingiiltig. Dann ist auch der universelle Abschluss

B =V Vs ... Vo, A(vg, ..., 0,)

allgemeingiiltig. Ist A(v1,...,v,) erfiillbar, dann ist auch der ezistenzielle
Abschluss
B =3v3vs ... v, A(ve,...,0p)

erfiillbar.

Sind A und A — B allgemeingiiltige Formeln, dann ist auch B allge-
meingiiltig.

2.13 Definition. Sei L eine (Teil-) Sprache der Pridikatenlogik zweiter Stufe,
I' C Form und A, B € Form.

1. A ist logische Folgerung aus I', I' = A, wenn jede Interpretation, die I’
erfiillt, auch A erfiillt (d.h. jedes Modell von I' ist Modell fiir A).

2. A und B sind logisch dquivalent, A |==B, falls A = B und B = A.

2.14 Bemerkung und Beispiele.

1. T = A genau dann, wenn I' U {—A} nicht erfiillbar
2. 0 = A genau dann, wenn = A
3. T ist genau dann nicht erfiillbar, wenn I" = A fiir alle A € Form gilt.
4. T C Y und T | A impliziert ¥ = A
5. Aquivalent sind:
. AE-B,
e =EA& Bund
e I(A) = I(B) fiir jede Interpretation I.

Beispiele:

(a) Vz Q(z) E Q(y) (Spezialfall von Vz A = A,[t] aus 2.12)

(b) A(y) = Vy A(y) : Sei A(y) = p(y) und I = ({0,1}, I, I,)) eine In-
terpretation mit I(p(z)) = 1 <= I(z) = 0 und I(y) = 0), dann ist
I(A(y)) =1 aber I(Vy A(y)) = 0.

38



(¢) E Jz (Q(z) = Vz Q(z)) : Sei I = (D,Qr) eine Interpretation.
I3z (Q(z) —» Vz Q(x)) =1 <D:e£ Es gibt d € D, so dass fiir I' =
(D,Qr,z + d) gilt I'(Q(z) — Vz Q(z)) = 1 <= Q(d) = 0 oder
I'(Vz Q(z)) = 1 <= Es gibt d € D mit Qr(d) = 0 oder Qr(d) =1
fir alle d € D.

(d) Beispiele fiir dquivalente Formeln:

e Je zwei allgemeingiiltige Formeln sind dquivalent.

o A=A,

e WVAESHAVI =W,

e FANAE=AAF |=5F,

e AVAESA, ANAESA,

e BAQuA E=|Qu(B A A), BV QuA E=|Qu(BV A), falls Q
Quantor ist und v in B nicht frei vorkommt,

e Vo A E=-3v -4, Jv A E=-Vu -4,

e Vz A(z) —» B =3y (A(y) — B), falls y weder in A(z) noch in
B frei vorkommt,

eV (A—-B)=Vt A—>Vz B

Die beiden folgenden Aquivalenzen erlauben die Umbenennung ge-
bundener Variablen:

o Vv A E=|Vy A,y] und Fv A |==|3y A,[y], wobei y in A nicht
frei vorkommt und 4, [y] eine erlaubte Substitution ist. Denn fiir
alle d € D gilt

1A fy)) = (17404 (A) = (1P (A) = 1M4(A).

e Vv B ==|B und Jv B == B, falls v nicht frei in B vorkommt.

2.15 Satz. Sei I' C Form und A, B € Form. Dann gelten:

W N

. Deduktionstheorem: I', A = B gilt genau dann, wenn I' = A — B gilt.
. Modus-Ponens-Regel: AusT'=Aund'}=A - BfolgtT' =B
. Kontraposition: T, A = =B gilt genau dann, wenn T', B = —A gilt.

. Generalisierungstheorem: Kommt die Variable v in keiner Formel von T’

frei vor, dann gilt I' = Agenau dann, wenn I' = Vv A gilt. Insbesondere
gilt A |=Vv A bzw. = A — Vv A, falls v nicht frei in A vorkommt.

. Ersetzungstheorem: Sei A’ € Form und A Teilformel von A’. Entsteht B’

aus A’ indem man an einigen Stellen die Teilformel A durch B ersetzt und
gilt A ==|B, so gilt auch A’ ==5B'.

Beweis. Die Beweise fiir 1.,2. und 3. entsprechen den jeweiligen Beweisen zur
Aussagenlogik.
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4. “=": Es gelte I' = A und v komme nicht frei in T" vor. Sei ferner I eine
Interpretation mit I(v) =d € D und I |= T. Dann gilt I*? =T fiir alle d' € D
und somit 7?4 (A) = 1 fiir alle d’ € D. Also gilt gilt T |= Vo A.

“=" gilt trivialer weise.
5) klar. [

2.16 Beispiele.

1.

EdzVy A — Vydz A De(igeor
JzVy A |EVydz A Gerii_h)eor

JaVy A3z A =
-Vz -Vy A = -Vz -4 Kor%geor
Gen,theor

Vo A |=Vz -y A =

Vo —Al=-Vy A = {Vz —A,Vy A} nicht erfiillbar

2. Eine Variante des Ersetzungstheorems: Die Formel A’ entstehe aus der
Formel A durch Substitution einiger Vorkommen von z in A durch y.
Dann gilt EVaVy (z=y — (A < A4")).

(z.B. A= f(z,y) = g(z) und A" = f(y,y) = g(x))
2.17 Definition. Eine Formel ist in PKNF (Prinex Konjunktiver Normal-
form), falls sie die Gestalt hat:

(A'l}l)(A’l}n) {[All V...VAlll]/\ [A21 V...VA2[2:| A... A [Aml VVAmlm]}l

~ N\

Prafix Matrix

mit
1. alle A sind 3- oder V-Quantoren,

2. alle v; (1 < j < n) sind Variablen, die in mindestens einem Ay (1 < k <
m,1 <1 <) vorkommen und paarweise verschieden sind,

3. alle Ay (1 < k <m,1 <1 <) sind entweder atomare oder negierte
atomare Formeln.

Sind in der Matrix V und A vertauscht, so ist die Formel in PDNF' (Prinex
Disjunktiver Normalform,).

Beispiel: Die Formel Vz3QVy {[-pVz # aVz = b]A[Q(y)Va = b]} ist in PKNF.

2.18 Satz. Jede Formel A € Form lisst sich effektiv in eine dquivalente Formel
in PKNF (PDNF) transformieren.
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Beweis. Eine zur Formel A #quivalente Formel in PKNF (PDNF) wird durch
folgendes Verfahren berechnet, dessen Schritte nacheinander auf die Formel A
angewandt werden:

1. Eliminiere alle {iberfliissigen Quantoren der Formel, d.h. streiche fiir eine
Variable v alle Jv und Vv, in deren Geltungsbereich v nicht vorkommt:
Vv B == B und Jv B |==|B, falls v nicht frei in B vorkommt.

2. Umbenennung von gebundenen Variablen. Gibt es eine Teilformel (Jv) B
bzw. (Yv) B, wobei die Variable v im Rest der Formel frei oder gebunden
vorkommt, so ersetze die Teilformel durch (Fv') B,[v'] bzw. (Vv') B,[v'],
wobei v’ eine Variable vom gleichen Typ wie v ist und in der Formel noch
nicht vorkommt. Nach diesem Schritt sind alle quantifizierten Variablen
paarweise verschieden und keine Variable tritt gleichzeitig frei und gebun-
den auf.

3. Elimination von logischen Verkniipfungen und Operatoren.

(a) “if_then_else”: Enthilt eine Teilformel B den Term ¢ = if C then t; else o,
dann ersetze B durch IF C THEN B; ELSE B,, wobei B; aus B ent-
steht, wenn man ¢ durch ¢; ersetzt (j = 1,2).

(b) Ersetze —,<> und IF_THEN_ELSE durch #quivalente Formeln in
V,A und —.
Beispiel: Ersetze B — C' durch -BV C,
B + C durch (-BV C) A (=C V B) und
IF B THEN B, ELSE B, durch (B A B;) V (=B A B,).

4. Schiebe die Negationen so weit nach innen, bis jedes — unmittelbar vor
einer atomaren Formel steht:

(Vo) A EH (Fv) -4,
~(I) A B (Vo) -4,
-(AAB) k= -AvV-B,
~(AVB) EH -AA-B,

A = A

5. Schiebe die Quantoren nach aulen: Fiir x € {A,V} gilt: (Jv) Ax B |==
|Fv (AxB) und (Yv) AxB |==Vv (A% B), falls v in B nicht frei vorkommt.
Dass v in B nicht frei vorkommt, wird durch Schritt 2 gew&hrleistet.

6. Bringe die Matrix der Formel in KNF (bzw. DNF), d.h. ersetze (AAB)VC
durch (AVC)A(BVC) und CV (AAB) durch (CV A)A(CV B).

Da alle Umformungen die Aquivalenz erhalten, ist die nach Schritt 6 entstanden
Formel dquivalent zu Formel A und in PKNF (bzw. PDNF). [

2.19 Beispiel und Bemerkung.
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1. Umformung der Formel
Vz [(Vy p(z) V Vz q(2,y)) = ~Vy r(z,y)]
in eine dquivalente Formel in PKNEF:
Eliminieren iiberfliissiger Quantoren
Vz [(p(z) V Vzq(2,y)) = ~Vy r(z,y)]
Umbenennen der gebundenen Variablen
Vz [(p(z) V V2 q(2,9)) = ¥y r(z,y")]
Eliminieren von Verkniipfungen und Operatoren
Vo [=(p(z) VVz q(z,9)) V ¥y r(z,y')]
Negation nach innen
vz [(=p(z) A 3z —q(z,9)) V VY —r(z,y")]
Quantoren nach auflen
Vz323y" [(-p(x) A ~q(2,9)) V —r(z,y')]
Matrix in KNF
Vz323y' [(-p(z) V —r(z,y")) A (ma(z,y) V —r(z,9'))]
Eine dazu #dquivalente Formel in PDNF ist

Vo3z3y' [(—p(x) A =q(z,y)) V —r(z,y")].

2. Es kann mehrere Formeln in PKNF geben, die dquivalent zur Ausgangsfor-
mel sind. Beispielsweise ist die Reihenfolge der Quantoren und Variablen
nicht eindeutig bestimmt.

Die nichsten Sitze betreffen die Frage nach der Entscheidbarkeit der Sprachen
der Logik: Gegeben eine Sprache L der Logik. Ist die Menge der allgemein-
giiltigen Formeln {A € Formy | |= A} rekursiv entscheidbar?

Wie bereits gesehen ist diese Menge fiir die Sprachen der Aussagenlogik, der
Quantifizierten Aussagenlogik sowie des Gleichheitskalkiils entscheidbar. Es zeigt
sich, dass das fiir allgemeine Sprachen erster Stufe und erst recht fiir Sprachen
hoherer Stufen nicht der Fall ist.

2.20 Satz. Die Allgemeingiiltigkeit fiir die Pridikatenlogik erster Stufe ist im
allgemeinen unentscheidbar.

Genauer: Es gibt eine Menge von Formeln in den Konstanten a (0-stellig), fo, f1
(1-stellig) und der Pridikatskonstanten p (2-stellig), deren Allgemeingiiltigkeit
unentscheidbar ist.
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Beweis. Man beweist die Unentscheidbarkeit, indem man zeigt, dass sich das
Post’sche Korrespondenz Problem (PCP) auf das Entscheidungsproblem der
Pradikatenlogik erster Stufe reduzieren lisst. Das heift, es existiert eine Turing-
Maschine, die bei Eingabe eines Post’schen Systems S iiber dem Alphabet
¥ = {0,1} als Ausgabe eine pridikatenlogische Formel Wg erster Stufe lie-
fert, die genau dann allgemeingiiltig ist, wenn das PCP S eine Losung hat. Da
das Post’sche Korrespondenz Problem aber nicht entscheidbar ist, ist die Allge-
meingiiltigkeit fiir die Pradikatenlogik erster Stufe auch nicht entscheidbar.

Zur Konstruktion der Formel Wg werden nur Konstantensymbole benétigt: Ei-
ne Individuenkonstante a, zwei einstellige Funktionskonstanten fy und f; und
eine bindre Pradikatskonstante p. Zur Beschreibung der Formeln Wg wird ei-
ne Abkiirzung eingefiihrt: Ein Term der Form f,, (... (fo,(fo,(2)))...), 0; €
{0,1} (1 <4 < m), wird geschrieben als f,4,...0., (). Sei

S = {(aly,Bl); (0427ﬂ2); sy (QTL:/BH)}a

n > 1, ein PCP iiber ¥ = {0, 1}, dann lautet die Formel Wg der Pridikatenlogik
erster Stufe:

n

N\ p(fa;(a), f3,(a)) AV2Vy | p(z,y) /\ (fa; (@), f5;)) | | = 32 p(2,2)

j=1
Beh.: Das System S hat genau dann eine Losung, wenn Wy allgemeingiiltig ist.

“e=": Angenommen Wy ist allgemeingiiltig. Sei I eine Interpretation mit De-
finitionsbereich {0,1}*, der Menge aller Worte iiber dem Alphabet {0,1},
die a als das leere Wort, fo als fo(z) = 20 (Konkatenation von z mit
Zeichen 0) und fi als fi(z) = z1 (Konkatenation von z mit 1) inter-
pretiert. Unter der Interpretation I sei p(z,y) genau dann wahr, wenn
gilt ¢ = aj,04,...a;, und y = B; By, ... B;, fir eine nichtleere Folge
J1,92, -5 Jm (1 < j; <n). Da Wg allgemeingiiltig ist, muss W wahr sein
unter I. Da aber die Voraussetzung in der Formel Wg (d.h. die Teilfor-
mel vor dem Implikationszeichen) wahr ist, muss auch die Konsequenz
3z p(z,z) wahr sein unter I. Das heifit, es gibt eine nichtleere Folge
Jird2, -5 dm (1 < ji < n) so, dass aj, 0, ..., = B85, .- B, - Mit
anderen Worten, das PCP S hat eine Losung.

“—": Angenommen das PCP S hat die Losung j1, j2, ..., Jm (d-h. aj,@j, ... ¢, =

Bji Bjs - - - Bjn)- Es ist zu zeigen, dass dann jede Interpretation I, die die
Voraussetzung in der Formel Wg wahr macht, auch die Konsequenz wahr
macht. Dann ist Wg allgemeingiiltig. Sei daher I eine beliebige Interpre-
tation, unter der

N\ P(fas (@), f3,(@)) (1)

Jj=1
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und

n

Vavy |p(z,y) = N\ p(fa; (@), f5;(¥)) (2)

=1

wahr ist. Aus (1) und wiederholtem Anwenden von (2) lisst sich folgern,
dass p(fah04].2...04]-m (a), I85,Biz-..Bin, (a)) wahr ist unter I. Wegen der Vor-
aussetzung oy, o, ... aj, = B, Bj, ... 0B, impliziert das aber, dass die
Konsequenz von Wg, namlich 3z p(z, z) wahr ist unter I.

Beispiel. S = ((0,000), (0100,01), (001, 1)) hat die Losung j; = 1, j2 = 3 (0001 =
0001). Die entsprechende Formel Wg lautet:

p(fo(a), fooo(a)) A p(foroo(a), for(a)) A p(fooi(a), fi(a))

A /\ (p(ny)_)p(faj(m)Jfﬁj(w))) —)Elzp(z,z)

1<5<3

2.21 Hauptsitze der Pridikatenlogik erster Stufe. Sei L eine pridika-
tenlogische Sprache erster Stufe.

1. Die Menge der allgemeingiiltigen Formeln {A | | A} iiber L ist rekursiv
aufzdhlbar. Es gibt ein deduktives System fiir L, dessen Theoreme genau
die allgemeingiiltigen Formeln von L sind.

2. Kompaktheitssatz fiir die Pridikatenlogik erster Stufe. Sei ¥ C Formy, .
Y ist genau dann erfiillbar, wenn jede endliche Teilmenge von ¥ erfiillbar
ist.

3. Seien ¥ C Formy, und A € Formp, . Genau dann gilt ¥ |= A, wenn es eine
endliche Teilmenge ¥g von ¥ mit g = A gibt.

4. Satz von Léwenheim-Skolem. ¥ C Formy, ist genau dann erfiillbar, wenn
es eine Interpretation I = (D, I, I,), mit abzdhlbaren oder endlichen D
gibt, die ¥ erfiillt.

Beweis. Zu 1., 2. und 3. gebe man ein deduktives System fiir die Pridikatenlogik
erster Stufe an (spiter).

4. Informell: ¥ enthilt nur abzihlbar viele Funktions- und Pridikatskonstanten.
0.B.d.A. seien alle Formeln abgeschlossen (notfalls existentiell). Sei I = (D, I))
eine Interpretation. D muss fiir die u.u. unterschiedlichen Interpretationen aller
moglichen Terme Werte bereithalten. Idee: Wahle als D die abzdhlbare Menge
Term der Terme (~ “Herbrand Universum”). [ |
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2.22 Satz (Satz von Gddel). Satz 2.21 gilt nicht fiir Sprachen der Pradika-
tenlogik zweiter Stufe. Insbesondere gilt:

1. Die Menge der allgemeingiiltigen Formeln fiir Sprachen der Prédikatenlo-
gik zweiter Stufe ist nicht rekursiv aufzihlbar.

2. Es gibt kein deduktives System, dessen Theoreme die Menge der allge-
meingiiltigen Formeln zweiter Stufe sind.

3. Es gibt erfiillbare Mengen, die keine abzidhlbaren Modelle haben.

Beweis. s. Yasuhara [1971]

2.3 Das deduktive System F

Wir betrachten nun Sprachen der ersten Stufe mit Formeln in =, —,V, = . Die
iibrigen Junktoren und der Existenzquantor dienen nur als “Abkiirzungen” fiir
dquivalente Formeln.

2.23 Definition. Deduktives System fiir eine Sprache der Pridikatenlogik erster
Stufe.

Sei L eine Sprache erster Stufe mit Formeln in -, —,V, = . Das deduktive System
F = (Ax, R) ist bestimmt durch die Menge Ax von Axiomen und R von Regeln.

Ax enthilt alle Generalisierungen (Eine Formel A ist Generalisierung der Formel
B, falls A = Vz;...Vz, B, wobel z; eine Variable ist (0 < j < n).) folgender
Axiome:

Ax1: A— (B — A)

Ax2: (A (B—-C) > (A= B)=> (A= 0))
Ax3: (-B - -A) - (A— B)

Ax4: Vx A — A,[t], falls A,[t] erlaubt

Ax5: Vz (A — B) —» (Vx A — Vz B)

Ax6: A — Vzx A, falls z nicht frei in A vorkommt
AxXT: z ==z

Ax8: z =y - (A = A'), wobei A" aus A entsteht, indem man z an einigen
Stellen in A durch y ersetzt

Bem.: Bei den Axiomen Ax1, Ax2 und Ax3 handelt es sich um Tautologien.
Kommt z in A nicht frei vor, kann Ax5 geschrieben werden Vz (A — B) —
(A - Vz B).
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