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Implementierungen

Beispiele: Naturliche Zahlen

Erweiterung von E zu E’ mit Regel:

f(x,y) = [is_null(x) — y,0] (f iiberladen).

f implementiert die Funktion F : N X N — N

Flx,y) =147 =0 10.9) =5
0 x#0 F(3(x). 9) = 0

Es gilt aber A

f(x,8(x)) =g [is_null(x) — &(x),0]) =g (x)

Es ist aber nicht

f(n) = F(n,g(n)) fir n >0

Will man alle berechenbaren Funktionen implementieren, so lassen sich die
Kleeneschen Rekursionsgleichungen nicht direkt Ubertragen, da hierbei die
Komposition partieller Funktionen benotigt wird.
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Primitiv Rekursive Funktionen

Darstellung Primitiv Rekursive Funktionen

Die Klasse ‘B3 enthalt die Funktionen
s = x.x+ 1,717 = Axq, ..., Xp.X;, sowie ¢ = Ax.0 auf N und
ist abgeschlossen gegen Einsetzung und primitive Rekursion, d.h.

f(X1y ey Xn) = &(H1(X1y ooy Xn), ooy Br(X1y oy Xn)) bzw.

F(X1y .0y Xn, 0) = g(X1,5 -eny Xn)
F(X1y ooy Xny Y + 1) = h(x1, ooy Xn, ¥, (X1, -0y Xn, V)

f € B ist implementierbar durch (f, E:,J)
Idee: Zeige fur geeignetes E; :
?(kAl, e kAn) JE? f(kl,.A.., kn) mit E; konfluent und terminierend.

Annahme: FUNKT (Signatur) enthalte fiir n € N abzahlbar viele
Funktionssymbole mit Stelligkeit n.
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Primitiv Rekursive Funktionen

Darstellung Primitiv Rekursive Funktionen

Satz 10.5 Zu jeder endlichen Menge A C FUNKT \ {0, 3} die

, und jeder Funktion f : N" — N, f € 3 gibt es
f e FUNKT und E; endlich konfluent und terminierend mit (f, E:,J)
implementiert f und keine der Gleichungen in E; enthalt
Funktionssymbole aus A.

Induktion iiber Aufbau von : 0,5 ¢ A. Setze A’ = AU {0, §}
» 5 implementiert s mit E; = ()
> 77 € FUNKT"\ A" implem. 7 mit Ezn = {77 (x1, ..., Xn) — X;}
» ¢ € FUNKT!\ A" implementiert ¢ mit E; = {&(x) — 0}
» Einsetzung: [g, Ez, Aol, [hj, E;, , Ail mit
Ai=Ai_1U{f € FUNKT : f € E, }\{O 1. Sei f € FUNKT \ A’

und E; = Eg UJ; B, U {f(x1, ...,X,,) — g(m(.), . b (L))}
» Primitive Rekursion: Analog mit den ublichen Gleichungen.
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Primitiv Rekursive Funktionen

Darstellung Primitiv Rekursive Funktionen

Alle Regeln sind links-linear ohne Uberlappungen ~~ Konfluenz.
Terminierungskriterium: Sei § : FUNKT — (N* — N), d.h
J(f) : N*tf) 5 N, streng monoton in allen Argumenten. Ist E ein
Regelsystem, | — r € E, b: VAR — N (Belegung), gilt J[b](/) > J[b](r),
so terminiert E.

Verwende die Ackermannsche Funktion als Schranke:
A0,y) =y+1,A(x+1,0) = A(x,1),A(x+1,y+1) = A(x,A(x+ 1, y))
A ist streng monoton,
All,x) =x+2,A(x,y +1) < A(x+1,y),A(2,x) = 2x + 3
Zu n € N gibt es ein 3, mit S 1A, x) < A(Ba(x1y .oy Xn), X)

Definiere J durch J(f)(ku, ..., kn) = A(p;, 3 ki) mit geeigneten p; € N.
> p; = 1:3[b](5(x)) = A(L, b(x)) = b(x) +2 > b(x) + 1
> prooi= 12 J[bI(A] (X1, .- Xn)) = A(1, 27 b(x;)) > b(x;)

> pe =1 3[b](e(x)) = AL, b(x)) > 0 = J[b](0)
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Primitiv Rekursive Funktionen

Darstellung Primitiv Rekursive Funktionen

> Einsetzung: f(xg,...,xp) = g(h1(...), .., ().
Setze ¢* = B,(pg,, > Pj ) und p; := pg + c* + 2. Uberpriife

J[BI(F (x1, -y X)) > F[BIE (AL (X1, .oy Xn), ooy Pr(X0,s ey X))
» Primitive Rekursion: )
Setze m = max(pg, p;) und p; := m + 3. Uberpriife
I[BI(F (X1 ooes X0, 0)) > F[BI(&(x1, ---» Xn)) und
Jb](F(x1, -, xn, 85(y))) > J[b](&(--..))-
Verwende A(m+ 3, k +3) > A(p;, k + A(pz, k))
» Durch Induktion zeige
F(kiy oo kn) =€, F(kiy s kn)
» Aus Satz 10.3 folgt die Behauptung.

|
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Rekursive und Partiell Rekursive Funktionen

Darstellung Rekursiver Funktionen

ptylg(xt, ... xn, y) = 0] = z gdw
1) g(x1, ..., Xn, i) definiert Z0 fur 0 < i <z i) g(x1,...,Xn,2) =0

1 wird auf totale Funktionen mit
VX1, ooy Xp3y - &(X1, o0y Xny y) =0
R abgeschlossen gegen Ersetzung, Primitive Rekursion und Regulare

Minimierung.

Zeige: Regulare Minimierung Implementierbar m|t Ausnahmemenge A.

g, E; implementiere g wobei g(kl, k,,+1) —>E g(ky, ..., kni1)

Seien f, ft, f* neu setze E; = Ez U {f(xl, ey Xp) — zA‘*(Xl, oy Xn, 0),
o FX(X15 e Xn, ¥) = F(8(X15 s Xny ¥), XLy s Xy ¥ ),

FH0, X1y ooy Xy ¥) — ¥, FT(8(X), X0, oy Xny V) = F5 (X015 ooy X, 8(¥)) }

Behauptung: (f, E;) implementiert die Minimierung von g.
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Rekursive und Partiell Rekursive Funktionen

Darstellung Rekursiver Funktionen
Voraussetzung: Zu ki, ..., k, € N gibt es kleinstes kK € N mit
g(ki,...,kn, k) =0
Behauptung: Fiir alle j € N, i < k gilt 7" (ki ko (k1)) —r k
Bew: Induktion nach i:
> i =0 (key ooy kny k) — FE(E (K, ooy ks k), Kty ooy Koy k) =g,
Fr(g(kiy oo ks k), ki, oy ko, k) — k
> i >0 (ko k k= (1 + 1)) —
FH@ ke, oo kny bk — (I + 1)), ki, ooy ey k= (1 + 1) =,
FH(8(R), kpy oo kny k= (i +1) = F*(ky, ..., kn, 8(k — (1 +1))) =
F*(Kiy oo, kny k — 1)) —€, k
Fur geeignetes x und Ind. Voraussetzung.

» E; ist konfluent und nach Satz 10.3 implementiert (f, E;) die totale
Funktion f.

> [ ist nicht terminierend.g(k, m) = 0k,m ~> F(k, k + 1) liefert
NT-Kette.

|
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Rekursive und Partiell Rekursive Funktionen

Darstellung Partiell Rekursiver Funktionen

Rekursionsgleichungen (Kleenesche Normalform) lassen sich
nicht direkt verwenden. Argumente musen “Zahl” als Wert besitzen.
(Siehe Beispiel). Manche Argumente lassen sich noch retten:

f(x,y) =g(hi(x,y), ha(x,y), h3(x,y)). g, h1, ha, h3 seien durch
Gleichungsmengen als partielle Funktionen implementierbar.

Behauptung: f ist implementierbar. Seien dazu IAC, ?1, % neu und setze:

foy)= . .
fl(hl(Xa)/)ah2(X7y)>h3(X>)/)7fQ(hl(va))vf2(h2(X7y))7f2(h3(X7)/)))

/ﬁ(X17X27X3767676) — g\-(X17X27X3), /72-2(6) = 6, llz-z(g(X)) = ?Q(X)
(IAC, Ez, Ep , Ej 5 Ep, U REST) implementiert f.
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Rekursive und Partiell Rekursive Funktionen

(IAC, Ez, E,;l, E,A727 E,A73 U REST) implementiert f.

Wende Definition 10.1 an:

~ Fir Zahlenterme sei f(J(t1),J(t2)) = J(t). Es gibt Zahlenterme

T; (i =1,2,3) mit

g(3(71),3(72),3(73)) = 3(t) und h;(3(t1),I(t2)) = I(T3).
Voraussetzung: g(T1, T2, T3) =g, t und hi(t1, t2) =g, T;(i = 1,2,3) Da
die T; Zahlenterme: (T;) = 0 d.h. AH(hi(t, 02)) =¢ 0 (i=1,2,3).
f\lso A o A

f(tl, tz) =E; fl(Tl, T>, T3,0,0,0) ~ f(tl, tz) =E; t'(:EiAr g(Tl, T>, T3)
q v Fir Zahlenterme tq, tr, t gelte zA‘(tl, to) =g, t, dann

?1(?71(1’1, tg), ;\72(1'1, tz), ?73(1’1, t2), /72-2(;\71(1'1, t2), ) =E; t. Ware fur ein
i=1,2,3 fi(hi(ts, t2)) nicht E; gleich 0, so sind in der E;
équivalenzklasse nur f; Terme. Es git also ZAahIenterme T1, To, T3 mit
hi(ti, t2) =g,= T; (i = 1,2,3) (Sonst nur f, Terme aquivalent zu
fo(hi(t1, t2) ). Voraussetzung:

~ hi(3(T1),3(T2)) =3(T3), g(3(71),3(72),3(73)) = 3(¢)
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Partiell Rekursive Funktionen und Register Maschinen

R, und Normierte Register Maschinen

Definition 10.2 fiir RM: (neN) Sei0<i<n
Funktionssymbole: aj, s; Konstanten ,o 2-stellig , W' I-stellig
Gewtinschte Interpretation:

a; .. Inhalt Register i um 1 Erhohen.

si :: Inhalt Register i um 1 Erniedrigen (—1)

o(My, My) :: Verkettung My M, (Erst My, dann M)

W'(M) :: Solange Inhalt von Register i nicht 0, fiihre M aus Abk:

Beachte: P, C P, fur n < m
durch partielle Funktionen: M, : P, x N7 — N”

> Me(ai, (x1,..., %)) = (.xi—1, x; + 1, x;11...) (i 22 x;—1)
> Me(M1M27 <X17 -'-7Xn>) — Me(M2a Me(Mlv <X17 °--7Xn>))

> x ) — (X1 s ey Xn) x; =0
Me((M)H( Ty eeey n>) — {Me((M),', MG(M’ <X1’.”’Xn>)) const
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Partiell Rekursive Funktionen und Register Maschinen

Implementierung normierter Register Maschinen

Lemma 10.1 M, kann durch Gleichungssystem implementiert werden.

Beweis: Sei tup, n-stelliges Funktionssymbol. Fiir t; € N (0 < 7 < n) sei
tup,(t1, ..., t,) Interpretation von (t, ..., t,). Programmterme werden
durch sich selbst interpretiert (es sind ja Terme). Fur m > n :

P, tupm(ti,...,tn) Syntaktische Ebene

J 1l J 1l

P, (t1, ey tm) Interpretation

|
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