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1 Einleitung

Methoden zur Lésung von Problemen mit Hilfe von Rech-
nern

Probleme (technisch mathematisch formal)

Formalisierung (= Festlegung = “Spezifikation”)

Beispiele
Optimierungsprobleme

1.

Rundreise minimaler Lange (Kosten minimal).

Formalisierung z. B. Karte, Stadte, Verbindungsabstand.

Kanten (Gewicht) «—— Verb.
Eingabe: Menge von Knoten: V', Gewichtskanten E.

Graph: Knoten «+—— Stidte

Ausgabe: Rundreise, die alle Knoten aus V' enthélt mit minimalen
Kosten.

~> Rundreise Problem (Travelling Salesman) TSP

Anteile bestimmter Ware mit Wertigkeit bis Maximalgewicht.

Eingabe: Objekte mit Gewicht, Profit, Maximalgewicht WW.

Ausgabe: (Anteile) Objekte die Maximalgewicht nicht iiberschrei-
ten und Profit maximal sind. D.h. > z,w; < W,
> @;p; max.

~» Rucksackproblem (Varianten z; € 0/1 RP, x; rational RP).

Knapsack Problem. 0/1-KP, rat-KP.
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3. Weitere Optimierungsprobleme
e Optimale Bandspeicherung (Zugriffszeiten minimal)
e Verschnitt minimieren
e Bin Packing

. Probleme aus der Zahlentheorie oder allgemeinem Theo-
rembeweisen
Kryptologie: GroBe Primzahlen.
Ist12345678912345678123456 7 Primzahl?
Probleme aus der Zahlentheorie:
z.B. ,Jede natiirliche Zahl l3sst sich als Summe von vier Quadrat-
zahlen schreiben®.

Formalisiert: Sprache der Pradikatenlogik (PL1):
VX3A3B3C3D X =A*+B*+C*+D?
JInterpretation”: N natiirliche Zahlen, 4, wie iiblich interpretiert.
oder Fermat “s Problem
IN3IX3Y3IZ (N >2A XN 4 yN =2zN).

Allgemeiner aus Hilbert “s Problemliste:
Gesucht “algorithmische Lésung” von
Eingabe: Satz ¢ aus PL1 iiber N.
Ausgabe: Ja, falls ¢p Theorem.

Nein, falls ¢ kein Theorem.

Angenommen es gibt ein Programm Oy dafiir.
Frage: Halt Oy fiir jede Eingabe ¢?
~~ Entscheidungsprobleme, Aufzahlungsprobleme.
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Wichtige Fragestellungen

Was heiBt es diese Probleme sind algorithmisch 16sbar?
Was nutzt es solche Probleme algorithmisch zu 6sen?
Was nutzt es ,gute’ Losungen fiir TSP zu haben?

Wie schwierig sind diese Probleme?

Wie héngen sie zusammen?

Wie erkennt und beweist man, dass es keine (,,gute") algorithmische
Losungen geben kann!

Notig: Konzepte, Fakten, Methoden, Theoreme, Theorien

~» Berechnungsmodelle/Programmiersprachen.
Algorithmische Unlésbarkeit?

prinzipielle Losbarkeit

1

effiziente Losbarkeit

i

algorithmischer Entwurf

!
P: Programm einer HPS

Problem: Syntaktische und semantische Verifikation von P.
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Entscheidungsprobleme

. Sei P Menge von Programmen in PS (z.B. JAVA).

Problem: Fiir x € A Eingabe fir p € P.

Frage: Hilt p bei Eingabe x?

~~ Halteproblem fiir p.

Varianten:

Problem: Fiir p € P.

Frage: Hailt p fiir alle erlaubten Eingaben z € A?

~+ Uniformes Halteproblem fiir P.( “Ist p total definiert”).

. Wortpuzzle: (Gadel, Post, ..., Hofstadter)
Alphabet 33, " = {endliche Folgen von Buchstaben aus 3}.
w=aaz...a, € X7, |w| =n, n = 0 erlaubt € = leeres
Wort.
Eingabe: Endlich viele Wortpaare
(w1, wy), (u2, w2) . .. (Un, wy)
u,w; € BT =3% — {e}.
Frage: Jk>03ny,...,npgn; € {1,2,...,n}:
Uny Ung -+ - Un), = Wy Wny -+ - Wn

~~ Post'sches Korrespondenzproblem PCP (Emil Post).
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Schwerpunkte

e Syntaxanalyse

Formale Sprachen: Chomski-Hierarchie

Context freie Sprachen

Grammatiken/Erzeugungsprozess

Automaten (endliche, keller)/Erkennungsprozess
Berechenbarkeitsmodelle

Semantik von Programmiersprachen: WHILE-Programme
Maschinenmodelle: Turing- und Registermaschinen
Rekursive und Partiel-Rekursive Funktionen
Programmverifikation

Tut P auch was erwartet wird.

Beweisverpflichtungen: ~ Zusicherungen, Invarianten, Terminie-
rungsbedingungen

Beweise: Siehe Logik Vorlesung
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2 Mengen, Relationen, Funktionen

e A endliche Menge, | A| Anzahl der Elemente, Kardinalitét.
e A, B Mengen, |A| = |B| gdw
es gibt eine Bijektion h : A — B (injektiv+surjektiv).
[{0,...,n—1}|:=n  Aendlich gdw 3n : |[A| = n.
e A heiBt abzidhlbar, falls A endlich ist oder |A| = |N|, d.h. es
gibt eine Abzihlungsfunktion f fiir A.
f ist Bijektion von
a)f:{0,1,...,]A| -1} - A A endlich.
b) f: N— A A unendlich.

2.1 Satz Satz von Cantor: Es gibt nicht abzdhlbare Mengen.
z.B. R.

Diagonalisierungstechnik:

A={f:N—=N|dom(f) =N}

Angenommen A ist abzihlbar. Da A nicht endlich ist, gibt es eine
Bijektion von N auf A. Sei diese Abzihlung fo, f1, f2, . ..
Definiere f(z) := f.(x) + 1 fir z € N.

Offenbar f & {fi | i € N} = A, da f(x) # fu(x), aber f ist
ganz auf N definiert, d.h. f € A 4

Beachte: jede Teilmenge einer abzéhlbaren Menge ist abzihlbar.
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Funktionen (Forts.), Alphabete, Sprachen

e Charakteristische Funktion von R C A:
xr: A — {0, 1} totale Funktion mit (xg(a) = 1 gdw a €
R).
e Alphabet ist eine abzihlbare Menge X von Buchstaben.
e X" Menge der endlichen Folgen von Buchstaben (Wérter).
eacXa=a;---a, mn >0 nLingevona,
la] =n n =0 ¢ leeres Wort.
e a=aj--ay,b=by---b, Konkatenation
ab=ay---apby - by mit|abl =n+m
e Prafix, Suffix, Teilwort.
e Wortfunktionen: f : ¥ — 37,
z.B. Spiegelung: @ = a1 -+ - a, — a™ = a, - - - a;.
e Sprachen sind Teilmengen von X",
L,M C X" : LU M Vereinigung.
LM = {uv :u € L,v € M} Konkatenation.

L "={vy---v,:neNwv,€L,i=1,...,n}
= UL" Iteration.
n>0

e Beachte: X" ist abzihlbar.
Programme sind Wérter (Zeichenreihen) iiber Alphabet ~~ Menge
der Programme einer PS ist stets abzihlbar.
Also gibt es stets Funktionen, die nicht von Programmen berechnet
werden kdnnen.
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Relationen und Funktionen

Kartesisches Produkt von Mengen A X B. Tupelschreibweise: @ =
(al,...,an) €A x---xXA,

e Relationen: R C Ay x --- X A,
(a1,...,a,) € R schreibe Ra; . .. a, oder R(ay,...,a,)
n = 2 Infix Notation a; Ras (z.B. a < b)

o Funktionen als Relationen:
f:A— B:(AB, graph(f)), wobei graph(f) C A xB,
fiir jedes a € A gibt es hdchstens ein b € B mit (a,b) €
graph(f).
Schreibe f(a) = b fir (a,b) € graph(f) und fir
ein b mit (a,b) € graph(f) : £(a) | (f(a) ist definiert),
kein b mit (a, b) € graph(f) : f(a) T (f(a) nicht definiert).

e Sind (A, B, graph(f)), (B, C, graph(g)) Funktionen.
g o f (Verkettung oder Komposition) go f: A — C
(4,C, {(a, g(F(@)}).

e Definitionsbereich:
f:A— B: dom(f) ={ac A:f(a) |}.

o Wertebereich:
f:A— B: im(f) ={f(a) e B:ac A,f(a) |}.

e f: A— Bgltdom(f) =Asoist f: A — B total.

e f: A — A Funktion: Die Iteration f" : A — A. {(a,bd) €
AP f(fCo-(fla)--)) Lob=f(f---fa)--))}

Firn = 0ist f = id, d.h. die |dentitatsfunktion auf A.
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Versuch einer Definition von algorithmisch 16sbar

Informelle Prazisierung fir f : A — B ,berechenbar".
2.2 Definition

a) Ein effektiver Prozess zur Lésung eines Problems (einer Klasse von
Problemstellungen) hat folgende Eigenschaften:

1. Der Prozess besitzt eine endliche Beschreibung.

2. Er besteht aus Einzelschritten, die mechanisch in endlicher Zeit
ausfiihrbar sind, d.h. jeder solche Schritt kann z.B. nur von
endlich vielen Daten abhangen.

3. Er ist deterministisch, d.h. der jeweils nachste Schritt ist im-
mer eindeutig bestimmt (falls er iiberhaupt existiert) kein Raten
oder auswiahlen.

4. Lasst die Problemstellung eine Antwort zu, so liefert der Prozess
die korrekte Antwort und terminiert nach Ausfiihrung endlich
viele Einzelschritte.

Lasst die Problemstellung keine Antwort zu, so liefert der Pro-
zess die Antwort ,,7" oder er terminiert nicht.

b) Ein Algorithmus ist eine endliche Beschreibung eines effektiven
Prozesses (Reprisentation).

c) Eine Funktion f : A — B heiBt effektiv berechenbar, falls
es einen effektiven Prozess gibt, der fir € A (Instanz der
Problemstellung).

1. Stoppt mit Antwort f(x), falls x € dom(f).

2. Stoppt nicht, falls x & dom(f)(f(x) 7).
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3 Kalkiile

Erzeugung (Generierung) von Mengen, Relationen, Funktionen
Kalkiil besteht aus (Axiome, Regeln)
Erzeugung syntaktischer Objekte:

Sprachen, Formeln, Terme, ..., Bilder, Graphen (Warter iiber Alpha-
bet 32)

3.1 Definition

Regel: Vorschrift um Objekt s zu erzeugen (Konklusion der Regel)
sofern Objekte ITy, . . . , IL,, (n > 0) (Pramissen) bereits vorhanden.
Schreibweise: R :: M

(d.h.z.B: R € ((X*)" x X*) fiirein n € N).

n = 0: Regel ohne Pramissen ist Axiom.

(Axiome erlauben die Erzeugung ihrer Konklusion ohne Voraussetzun-
gen. Initialisierung des Generierungsprozesses).

n > 0: Echte Regel.
Kalkiil ist Menge von Regeln

K C | J@A"x 4)
n>0
A Objektmenge (z.B. X%, Menge von Bildern etc.)
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Beispiel 3.2 (Fort.)

a) Ableitbar sind €, ay, az, ..., an,...aa;, ..., dh. alle Wor-
ter aus .
b) Ableitbar aus m sind z.B.
mi me mi
Regelt. 1 2 2
miu mit mit
Regelt. 2 1 2
miuiu mitu mitie
3
Regelt. 2 2
MiUTULULU MUy mut
1
mutu
{mi, miu, miuiu, ..., mii, mui, ...}

Frage: Liegt mw in dieser Menge?

Beachte: Es konnen stets mehrere Regeln anwendbar sein.
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Ableitungen

3.2 Beispiel

U U *
g war' T wa u €
(unendlich viele Regeln - Regelschema -, u als Wortvariable auf-
gefasst).
2. mu-Kalkil: fir alle Worter X, Y € {i,u, m}”

Regeln:

1. ¥ ={ai1,...,an} Regelmenge:

Xt mY XY XuuY
{Xy;u’ mYY’' XuY XY }

Frage: kann man aus ms das Wort mu ableiten?

3.3 Definition

a) Sei K ein Kalkill. Eine Ableitung in K ist eine Folge
(@1, ¥2, ..., ®n) von Objekten, so dass firalles = 1,...,n
; die Konklusion einer Regel von K ist, deren Pramissen alle in
{1, ..., @i—1} enthalten sind.

b) Ein Objekt ¢ ist in K ableitbar, falls es eine Ableitung in K mit
letztem Objekt ¢ gibt.
Schreibweise: ; Pp.

c) Ein Objekt ¢ ist in K aus einer Menge M von Objekten ab-
leitbar, falls es eine Ableitung in K (M) mit letztem Objekt ¢
gibt, wobei K (M) die Erweiterung von K um die Axiome =
(k € M) ist. Schreibweise: M IF( .
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Darstellung von Ableitungen

Ableitungen konnen als Baume dargestellt werden.
Blatter: Pramissen, Wurzel: Konklusion.

I, A 1,
Regel:

K

Ableitung : Blitter: Konklusionen von Axiomen (Annahmen).
(@1, -+, %n) Innere Knoten: Regel.
Wurzel: ¢,,.

Ableitungsbdume ~- Fragen: Tiefe, Eindeutigkeit usw.

3.4 Lemma Kompaktheitssatz fiir Kalkiile
Sei M C A. Dann gilt:
M I)—( ¢ genau dann wenn es eine endliche Teilmenge F' C M gibt

mltFII—(go.

Diese Tatsache ist die Grundlage fiir die vielfiltige Verwendung von
Kalkiilen fiir die Fundierung vieler Begriffe und Methoden der Infor-
matik.
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Kalkiile definieren Hiillenoperatoren

Allgemeiner Hiillenoperator fiir Teilmengen einer Menge bildet Teil-
mengen in Teilmengen ab, z.B. Transitive Hiille, Folgerungshiille usw.

'k : P(A) — P(A) (Teilmengen von A werden in Teilmengen
abgebildet).

Mit T (M) ::{gaeA:MII—(ga}fUrMCA.

Wichtige Eigenschaften fiir Hiillenoperatoren:
Einbettung, Monotonie, Abgeschlossenheit.

Es gilt fiir 'k
Einbettung: fiir alle M : M C I'x(M).

Monotonie: M C M’ so T (M) C T' (M)
(M }I; @ so auch M’ }I; ®).

Abgeschlossenheit: T'i (' (M)) = T (M).
Der Ableitbarkeitsbegriff ist transitiv: aus M II; pund MU{p} 1'_(
v folgt M |- .

(Die Verwendung eines ableitbaren Objekts als Voraussetzung (Blatt)
in einer Ableitung kann stets eliminiert werden, d.h. Blatt wird ersetzt
durch Ableitungsbaum mit entsprechender Wurzel).
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Wortersetzungssysteme (Fort.)

Beachte co-viele Regeln, endlich viele Regelschemata.

Ableitbarkeit im Wortersetzungssystem (X, IT):

Fy gd -
z by gdw {fE}K(E’H)y

. n
Aquivalente Darstellung: Ableitbarkeit in Schritten 'ﬁ .

1
mlﬁygdwesgibtl s=rell,u,v € X" mit

r = ulv und y = urv

xlﬁygdwesgibtzo,...,zn € X" mit
1
T = 2o, Z; F Zit+1 (1 < TL), Zn =Y.

0
n:OIiefertmlﬁygdwa::y.
3.6 Lemma

xlﬁygdwesgibtnENmitxlﬁy
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Schrittweise Konstruktion von T'k(.)

.Konstruktive" Sicht der Menge der ableitbaren Objekte in K:
KCA xA(=[]JA"x A).
n>0
T'k(B) :=|J Bi mit By = B, Biy1 := B; UT'}(B;), wobei
i>0
I(B;) :={p € Alesgbtn >0,T,...,II, € B,
((H17 .. 7H7L)7 (P) € K}
+Einschritt-Ableitungen aus B;"
4 ist MaB fiir die , Tiefe" des Ableitungsbaums fiir ¢ € B,;.
Spezialfall: A = X*. Zeichenreihen.

Wortersetzungssysteme (Semi-Thue-Systeme 1914).

3.5 Definition

Ein Wortersetzungssystem ist ein Paar (X, IT) mit einem endli-
chen Alphabet 3 und einer endlichen Menge 1T von Produktionen iiber
2. Eine Produktion iiber X ist eine Zeichenreihe der Form

lu=r

(oft auch I — r ,Regel’) mit L # &,1,7 € 3",

Der durch (3, IT) definierte Kalkiil K (X, II) auf X" besteht aus

allen Regeln

ulv *
— luo=rellju,ve X
urv
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Beispiele
3.7 Beispiel
1. Wortersetzungssysteme > ={a,b}
aba ::= baab
i . uabav
Kalkiil-Regel: wbaabv

Dann ist

aba 'ﬁ baab nur endlich viele Worter ableitbar aus aba und
1 1 1
aaba F abaab F baabab - babaabb
- n-— o 1

1 1
F bbaababb |- - - -
i Il

unendlich viele Worter ableitbar.

1_baabba
ababa 1_1[
I abbaab
2. Grammatiken als Wortersetzungssysteme
leftside::=rightside (EBNF) Schreibweise
fiir Produktionen

Statement Expression: A:=B
Assignment ~ Au=C
MethodInvocation A =D

ClasslnstanceCreationExpression
: aus A ableitbar

3 Kalkiile 17



Beispiele (Forts.)

3.3.1T::S —¢, S — aSbb
Ableitbare ,Sprache’ L = {w € {a,b}" | S E w}

1 1 1

S F aSbb F aaSbbbbl --- F a"Sbh>"
I Il Il

T T T T

IS5 abb a’b? a"b?"

Offenbar gilt: L = {a™b*" : n € N}.

Wie zeigt man dies? Induktionsbeweise.
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Nachweis von Eigenschaften ableitbarer Objekte
(Forts.)

Wichtige Spezialfille:

e B = o, dann entfillt a).

e B endlich a) muss fiir endliche viele gepriift werden.
Beweismethode entspricht auch der Induktion nach Ableitungslénge.

3.9 Beispiel mu-Kalkiil.

Behauptung: Angenommen mi 'ﬁ w~ 3 f|wl;

(3 teilt nicht die é-Lange von w (Anzahl der i-s in w)).

a) Uberpriife die Behauptung fiir Wort mii : |mi|; = 1.

b) Regel:
Xi: mY XiiiY XuuY

Xiu' mYY' XuY XY
Ist fiir die Pramisse die Behauptung richtig, so auch fiir die Kon-

klusion.
Wegen 3 | |mu|; = 0 kann mu nicht aus mi abgeleitet werden.
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Nachweis von Eigenschaften ableitbarer Objekte

Induktionsprinzipien

Erinnerung: Induktionsprinzip in den natiirlichen Zahlen:
Sei A eine Aussage iiber natiirliche Zahlen: N

A soll fiir alle n € N richtig sein:
Methode:

Zeige: A trifft fiir 0 zu: Induktionsanfang.

Unter der Annahme, dass A fiir n gilt,

Zeige: A trifft auch fiir n 4+ 1 zu: Induktionsschritt.
Analog fiir 2*: Anfang:

Schritt: |u| =n ~ |lw|=n+1

3.8 Satz Strukturelle Induktion (Induktion tiber Aufbau)
Sei A Menge, K C |_J(A" x A) Kalkil, B C A.

n>0
Um eine Eigenschaft P fiir alle aus B in K ableitbaren Elemente
(d-h. aus T (B)) zu beweisen geniigt es folgendes nachzuweisen:

a) Alle Elemente in B haben die Eigenschaft P.

b) Haben TII;,...,II, € A die Eigenschaft P und ist
((4,...,I0,,),p) € K, dann hat auch ¢ die Eigenschaft
P.
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Erzeugung von Funktionen: Rekursion
3.10 Beispiel 1: S : NT x NT — NT (NT =N — {0}).

T falls x =y
S(z,y) =< Sz —y,y) fallsz >y
S(z,y —z) fallsy >z
Welche ,Funktion” soll von einer solchen ,Gleichung” definiert werden!
Semantik

Offenbar sollte z. B. S(5, 5) = 5 und wohl S(10,5) = S(5,5) =
5...

Frage ist S total? Ist .S “effektiv berechenbar?

Prinzip: Initiale Werte Axiome.

Definierte Funktionswerte fiihren zu neu definierten Werten.
Beispiel 2: ¢t : N — N mit

1 fallsm =1
t(n) =< t(n/2) falls n gerade
t(3n + 1) falls n ungerade

t(15) = t(46) = £(23) = £(70) = t(35) = t(106)
= t(53) = t(160) = t(80) = t(20) = t(10)
=1t(5) =t(16) =t(8) = t(4) =t(2) =t(1) =1
Gibt es totale Funktionen, die die Gleichung erfiillen?
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Erzeugung von Funktionen: Rekursion (Forts.)

Wie beim Hiillenoperator ist die von einer rekursiven Gleichung defi-
nierten Funktion als die ,kleinste* Funktion, die die Gleichung erfiillt
gemeint. Dabei ist fiir Funktionen f,g: A — B fCg

.f kleiner als g* durch

dom(f) C dom(g) und fiir alle x € dom(f) gilt f(z) =
g9(z).

D.h. sucht man die Lésung, muss man unter den Lésungen der Glei-
chungen die ,kleinste”, d.h. die am wenigsten definierte, bestimmen.

=0
Beispiel 3: Gleichung fiir f sei f(z) = { ¥

Wobei f : Z — Z.
Fange mit undefinierten Funktionen an fo = @ C Z X Z.

0 z=0
filz—2)+ %z z gerade #£ 0

fl(z):{o 2=0

Setze: fii1(2) = {

T sonst
0 2=0
fa(z) =<1 z=2
T sonst
3 Kalkiile 22

4 Semantik von Programmiersprachen

Spezifizieren - Implementieren - Verifizieren

Datenstrukturen sind Algebren: Signatur + Interpretation.
Programmierbarkeit iiber einer Algebra: A.

Programme € Programmiersprache: a.

Semantik: Denotational, Operational.

Partielle Korrektheit: A |= {p}a{y}.

Kalkiil von Hoare.

Bendtigt wird:

e Sprachen fiir Signaturen (Funktionen, Pradikate, Stelligkeit).

e Algebren zur Signatur (Interpretationen).

e Sprache zur Beschreibung von Eigenschaften.
Pradikatenlogik: =, A, V, —, <>, V, 3, =

e Sprache zur Beschreibung (Bezeichnung) der Programme.
while , do , end, if , then, else ...

e Zustdnde zur Beschreibung der Wirkung der Programme.
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0
f(z—2)+ 3z =z gerade

Erzeugung von Funktionen: Rekursion (Forts.)

0 z=0
0 2=0
1 5 1 z=2
Z:
fa(z) = fi(z) =93 z=4
(2) 3 .4 (2)
6 z2=6
T sonst
T sonst

Dannist f; C fiy1und f = U f: die gesuchte Funktion.

i>0
fi © fi+1: Induktion nach i: ¢ = O einfach.
Induktionsschritt: Sei ¢ > 0 und z € dom(f;). Ist z = 0 so Beh.
klar. Also ist 0 # z gerade und f;(z) = fi—i1(z — 2) + 32 =
fi(z = 2) + 32 = fiz1(2) nach Def. von f;, Ind. Annahme und
Def. von f7j+1.

dom(f) = 2N und f erfiillt die Rekursionsgleichung und ist die
kleinste (bzgl. C) Funktion die diese Gleichung erfiillt. Beweis!.

Zfﬁ)z z > 0 gerade

Die Funktion h(z) = !
sonst

erfiillt die Gleichung mit selben Definitionsbereich, d.h. f = h.
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4.1 Datenstrukturen/Algebren

4.1 Definition

Eine Signatur ist ein Paar (.S, ) mit einer endlichen Menge S von
Sortensymbolen (Typbezeichnern) und einer endlichen Menge >
von (Operationssymbol -) Deklarationen der Form

c:— 8§ fis1 X X8, — s p:iSsy X X S,
Mitn >0, s,81,...,8, € S.

e c heiBt Konstantensymbol.
e f heiBt Funktionssymbol der Stelligkeit .
e p heiBt Relationssymbol (Pridikatssymbol) der Stelligkeit n.

Keines der Zeichen ¢, f, p darf in verschiedenen Deklarationen vor-
kommen (kein ,overloading”).

Eine Variablenmenge V' iiber der Signatur (S, 3) besteht aus Va-
riablendeklarationen X : s mit einem Variablenbezeichner X
und einer Sorte s € S. Kein Variablenbezeichner darf in zwei ver-
schiedenen Variablendeklarationen vorkommen.

X :s €V X Variable vom Typ s.
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Interpretationen von Signaturen (S, ): Algebren

4.2 Definition Algebren (Relationalstrukturen)

Eine (S, X)-Algebra A ist eine Abbildung, die jeder Sorte s € S
eine nichtleere Menge s 4, jedem Konstantensymbol ¢ :— s in X eine
Konstante c4 € s, jedem Funktionssymbol f : 51X+ X8, — s

in 3 eine totale Funktion fg : s34 X -+ X Sp4 — sS4 und jedem
Relationssymbol p : s; X --- X s, in X eine Relation ps C
S14 X +++ X Spa zuordnet.

s 4 heiBt Grundbereich der Sorte s der Algebra A (s € S).
Mehrsortige Algebren. Schreibe

A= (sa(s € 5),calc € ), fa(f € ), palp € X))

4.3 Definition Zustdnde - Belegung von Variablen

Sei V eine endliche Variablenmenge iiber (.S, ) und A eine (S, X)-
Algebra. Ein Zustand z iiber A und V ist eine Funktion z, die jeder
Variablen X mit X : s in V einen Wert z(X) in der Menge s4
zuordnet. Z(A, V) sei die Menge der Zustinde iiber A und V.

Bezeichnungen: z : V' — A (genauer in | J g 54).

Fir X : sinV, a € sa sei z(X/a) der Zustand iiber A und V
der X den Wert a und allen Y # X den Wert 2(Y") zuordnet.

Entsprechend ist 2(X1/a1, . - ., X,/ ay,) (kurz 2(X /@)) auf paar-
weise verschiedenen Variablen X7, ..., X,, definiert.
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Beispiele: Algebren (Forts.)

o sety(A):
Fiir A eine (S, X)-Algebra d € S.
Intention: Sorte, die endliche Teilmengen der Menge d 4 beschreibt:
Signaturerweiterung von (S, ) um Sorte setq und Funktions-
symbole & :— sety und insert : setqy X d — sety
Interpretation A erweitert um
(s€td)sei () = alle endlichen Teilmengen von d 4
Dsety(A) = leere Menge
insertsetd(A)(M, a) := M U {a} fir M endlich und a €
da.

o setyq(Nat):
Variablenmenge V: X, Y : nat und X, Xo : setnq dann
sind z1 und z9 mit
z1(X) =0, z1(Y) =3, z21(X1) = 9,
2z1(X3) = {0,1,3} und
ZQ(X) = 1, ZQ(Y) = O, ZQ(Xl) = {0, 1,3},
29(X39) = & Zustinde.

Zl(X/l, Y/O, Xl/{O, 1, 3}, XQ/Q) = Z2
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Beispiele: Algebren

4.4 Beispiel

o N::
Signatur ({nat}, {0 :— nat, succ : nat — nat})
Interpretation:
nat — naty =N

0 Oy =0€N
succe sucey(z) =z +1
e Nat: + : nat X nat — nat
Signaturerweiterung * 1 nat X nat — nat
der Signatur von N um <: nat X nat
+rat(z,y) = x4y (+in N)
*Nat (T, Y) = z*y (xin N)

<nat (®,y) gdw z <y (< in N)

e Boolean:
Signatur
({b}, {true, false :— b, not : b — b,and,or : b X b — b})
Standard-Interpretation: z. B.
bBoolean - {W7 F}
truegoolean = W und falsegoorean = F'
OrBoolcan(Fa F) =F
orBoulean(x7 y) = W fiir (.’,U, y) # (F7 F)
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4.2 Sprache zur Beschreibung von Eigenschaften
in Algebren

Pradikatenlogik (erster Stufe) als Spezifikationssprache.
Terme als Bezeichner fiir Objekte einer (.S, X)-Algebra.
4.5 Definition Term(S, X, V)

Terme iiber einer Signatur und Variablenmenge V' mit jeweiligem Typ
sind induktiv wie folgt definiert:

e Ist X : s eine Variable in V, so ist X ein Term vom Typ s.

e Ist c:— sin X, soist ¢ ein Term vom Typ s.

e Ist f:s1 X+ X s, — sinX, t; ein Term iiber (S, %),V
vom Typ s; firi = 1,...,n,soist f(t1,...,t,) ein Term
iiber (S,X) und V vom Typ s.

Termkalkiil fir Term(S, X, V') Menge der Terme iiber (S, X)
und V' und Definition von T'yp : Term(S,3,V) — S

Y(X:SEV) Typ(X) =s

zglci—=seX) Typlc) =s

tl7~'-7t7L ) — g .
f(tla-”:tn) (Typ(tz)_szzf-slx X 8§, — S €
).

Typ(f(th ‘e 7tn)) = S.
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Beispiele

4.6 Beispiel Beachte: Der Termkalkiil ist eindeutig, d.h. jeder Term
wird eindeutig aus den Teiltermen aufgebaut. Somit ist auch T'yp eine
wohldefinierte Funktion auf T'erm.

a) Signatur von N Variablenmenge:: V' X : nat
0 X succ"(0) succ"(X) (n€N)

b) Signatur von Nat X,Y : nat

Terme sind:

(X 40), (X *Y), (X + succ(Y)), succ((X +Y))
eigentlich

+(X,0), #(X,Y), +(X, succ(Y)), suce(+(X,Y))
Beachte Infixnotation und Klammerungsregelung. Wird fiir die Opera-
tionssymbole Infix - Notation gewahlt, so sind duBere Klammern zu ver-
wenden um die Eindeutigkeit der Zerlegung eines Terms in Teiltermen
sicherzustellen. Zur besseren Lesbarkeit werden oft duBere Klammern
unterdriickt und Priorititen (Bindungsstérken) zwischen den Opera-
tionen vereinbart.

succX + 0 x Y steht fir +(suce(X), %(0,Y)).
Prioritat succ, *, +.

Keine Terme sind:

X+, xsuce(0), . ..
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Eindeutiger Kalkiil zur Erzeugung der Formeln

Form(S,%,V)
om (Typ(t;) = si,p: 81 X -+ X 8, € X)
¢ =7 (Typ(t1) = Typ(t2))
L oY
* =P (exd) (rein V.= =)
° % ~fiir alle-, 3;@ -es gibt- fiir X Variablenbezeichner.

4.8 Beispiel Nat

Y suce(Y) = X

(X + suce(Y)) = suce(X +Y)
VXVY (X +succ(Y)) = succ(X+Y) (,Gleichungsaxiom®)
(FY suce(Y) = X A (X < suce(X) AY =0))

> w =

5

Y kommt nur gebunden vor, X nur frei.
Alle Vorkommen von X und Y sind frei.
Alle Vorkommen von X und Y sind gebunden.(,Abgeschlossen")

e =

Alle Vorkommen von X sind frei.
Erstes Vorkommen von Y ist gebunden.
Zweites Vorkommen von Y ist frei.
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Die Sprache der Pradikatenlogik - Formeln

4.7 Definition Form(S, X,V)
(S, X2) Signatur, V' Variablenmenge iiber (S, 32).
Boolesche Formeln iiber (S, X), V sind definiert durch:

e p(ty,...,t,) ist atomare Boolesche-Formel fiir p : s; X
- X 8y, €EX,t; Termvom Typ s; (i = 1,...,n).
e 1 = to ist Gleichung fiir t1, to Terme iiber (S, X) und V vom
gleichen Typ.
e Sind ¢ und 1) Boolesche-Formeln iiber (S, X), V, so auch die

Folgenden:
=@  -nicht ¢-, (p — 1) - impliziert 1-,
(¢ A) - und o-, (¢ V) -p oder -

(p < 1) -¢ aquivalent 1)-
Pradikatenlogische Formeln iiber (S, X)),V

e Eine Boolesche-Formel ist eine PL-Formel.
e |Ist o Formel, so auch —¢.

Sind ¢, ¢ Formeln, so auch (¢ *x ) * € {A,V, —, <}
o ¢ Formel, X : s € V, so auch VX ¢, dX .

 ist der Wirkungsbereich vom Quantor VX bzw. 3X.

Ein Vorkommen einer Variablen X in einer Formel heiBt frei, sofern
es nicht im Wirkungsbereich eines Quantors VX oder 3X auftritt.
Andernfalls heiBt das Vorkommen gebunden.
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Abgeschlossene Formeln - Substitution

4.9 Definition Eine Formel heiBt abgeschlossen, falls sie keine frei-
en Vorkommen von Variablen enthalt.

Im Beispiel 4.8: 3. ist abgeschlossen (auch Satz oder Sentence).
4.10 Definition Substitution

Eine Substitution o iiber (S, X)), V ist eine typtreue Abbildung
der Menge der Variablenbezeichner in T'erm(S, X, V'), die nur an
endlich vielen Stellen von der Identitat verschieden ist.

Sie kann somit durch die Menge { X1/s1, ..., Xmn/sm} ({X/5}
als Vektor) beschrieben werden: Hierbei sind

e Xi,...,X,, Variablenbezeichner, paarweise verschieden.

® S1,...,8, sind X-Terme liber V.

e X, und s; sind verschieden und vom selben Typ.

Fortsetzung von o auf Term(S, X, V):
to fir t € Term(S, 3, V') ist definiert als:

o Xio=s, 1<i<m

e Yo=Y Y eV\{X,...,Xn}
e co=c
o f(t1,...,tn)o = f(tio,...,tn0)
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Substitution (Forts.)

4.11 Lemma
o ist wohldefiniert und total auf Term(S, X, V).

Beweis: einfache strukturelle Induktion.

4.12 Beispiel

and(X, Y){X/Y, Y /true} = and(Y, true) X#Y
(X 4 suce(Y)){X/succ(0),Y/suce(X)} =

(succ(0) 4 succ(suce(X)))

suce(X){X/suce(X +Y)} = suce(suce(X +Y))

Beachte:
1. to héngt nur von den Werten der in ¢t vorkommenden Variablen

ab.

2. o ist Homomorphismus der “Termalgebra” T'erm(S, >, V) in
sich selbst.

3. Enthélt ¢ keine Variablen (d.h. ¢ ist Grundterm), so to = t fiir
jede Substitution o.
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Bewertung von Termen - Zustande und
Substitutionen

4.15 Lemma

a) wvaly, . ist wohldefiniert und vala .(t) € Typ(t)a.

b) Ist 2’ ein weiterer Zustand iiber A und V' mit z2(X) = 2/(X)
fiir alle in ¢ vorkommenden Variablen X, so ist
vala,-(t) = valy (1)

D.h. der Wert von t héangt nur von den Werten der in ¢ vorkommen-
den Variablen ab. Enthilt der Term ¢ keine Variablen (Grundterm), so
hangt der Wert nicht vom Zustand z ab.

Beweis: Eindeutigkeit des Termkalkiils und rekursive Definition von
val mithilfe der Werte der Teilterme.

4.16 Lemma Substitutionslemma fiir Terme
A eine (S, X)-Algebra, V' Variablenmenge, z Zustand iiber A, V.

X eV, rteTerm(S,X2,V).

Sei a = valy . (r). Dann gilt
vala(t{X/r}) = vala .(x/q)(t)

Eine Substitution kann also bei der Termauswertung durch eine Zu-
standsmodifikation simuliert werden.
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Bewertung von Termen

Frage: Welche Werte haben Terme im Zustand z?

4.13 Definition Werte von Terme im Zustand z.
Sei (S, ) eine Signatur, V' eine Variablenmenge iiber (.S, X0),
A eine (S, X)-Algebra, z Zustand iiber A und V.

Fir t € Term(S, %, V) sei der Wert von t in Algebra A und
Zustand z, kurz vala . (t), induktiv wie folgt definiert:

o valy.(X)=2(X)firX eV
e valy.(c) =cafirce X
o vala . (f(ti,...,tn)) = fa(vala.(t1),...,vala.(t,))

4.14 Beispiel
z=(X/5,Y/3),dh 2(X)=5,2(Y) =3

valnat,- (X + suce(Y)) = 5 +nat valnar,-(suce(Y))
=5 +N(Lt (3 +N(Lt 1) =9

valy . (succ®(0)) = valy, .(succ’(0)) + 1
= waly . (succ®(0)) +1+1="---
=5
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Substitutionslemma fiir Terme (fort.)

Das Lemma lasst sich auf Simultansubstitution mehrerer Var X durch
Terme 7 verallgemeinern.

Beweis:

Strukturelle Induktion iiber Aufbau der Terme (Kalkiil).

t=:

1. X:
vala.(t{X/r}) =wvala.(r) = a(=vala.(r))
=wvala .(x/a)(X) = vala .(x/q)(t)
2. Y von X verschieden:
vala.(t{X/r}) =wvala.(Y)
=2(Y) = 2(X/a)(Y)
=valg(x/a)(Y) = vala . (x/a)(t)

3. ¢
vala.(t{X/r}) = ca = vala .(x/q)(t)
4. f(tl, e ,tn)i

vala.(H{X/r}) = vala.(f(t:{X/r}, ..., t{X/T}))
= fa(vala.(t{X/r},...,

vala (t,{X/1}))
= fa(vala (x/a)(t1)s - -y vala z(x/a)(tn))
= ’UCLlA)Z(X/a)(f(tl, C. ,tn))
= vala »(x/a)(t)
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4.3 Bewertung und Giiltigkeit von Formeln

4.17 Definition Giiltigkeit im Zustand
A (S, X)-Algebra, V' Variablenmenge, z Zustand iiber A, V.
Sei & € Form(S,%, V) Formel und X mit Typ(X) = s.

£ gilt in der Algebra A im Zustand z: Al &
(Schreibe A }=, & fiir A |=. &€ gilt nicht).

Wird induktiv definiert durch

A=, p(t, ..., tn) gdw (vala.(t1),...,vala.(t,)) € pa
(AW p(tr, ..o, tn) gdw (vala (t1), ..., vala:(tn)) &€ pa)
At =t gdw vala . (t1) = vala . (t2)

A~ gdw A [£. ¢

AR, (¢ AY) gdw A=, pund A =, ¢

A (pVe)  gdw A=, poder A =

Al (¢ — ) gdw A £, p oder A |=, ¢

AE. (p <) gdw (A =, p und A |=. 1) oder
(A J£. o und A . )

A, 3Xe gdw A |=.(x/q) @ fireina € s4

AE.VXe gdw A |=.(x/a) ¢ firallea € s4

Beachte: Fiir jede Formel £ gilt entweder A |=, & oder A =, &.

Insbesondere entweder A |= £ oder A |=, —&.

4.18 Definition Giiltigkeit
A = ¢ (pgiltin A oder ¢ ist giiltig in A) gdw A |=. ¢ fiir alle
Zustdnde z iiber A, V.
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Beispiele (Forts.)

Behauptung: Nein, dafiir
finde Zustand z mit

N, 3Y X =suce(Y) z.B.z(X)=0

bzw.

fir alle Zustinde z gilt N =, VY X = succ(Y).

Sei z(X) beliebig aber fest, dann liefert 2(Y") := 2(X) ein
,Gegenbeispiel”.

Beachte:

A | (VXp o -3X )

A | (3Xg o VX-p)

N E (3X X =suce(Y) < 3Z Z = succ(Y))
Anwendung von Substitutionen auf Formeln

N = VY3X X = suce(Y)

Die Ersetzung von Y durch einen beliebigen Term sollte eine Formel
liefern, die in IV gilt.

Vorsicht:

{Y/0} :: N =, 3X X = succ(0) (bel. 2)
{Y/X} :: N £, 3X X = suce(X) (bel. z)
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Beispiele

4.19 Beispiel In Boolean:
A [Ead(X,Y) =and(Y, X)

|= or(X, not(X)) = true

I= and(X, not(X)) = false

I= not(and(not(X ), not(Y))) = or(X,Y)
In jeder Struktur A, beliebige Formeln ¢, 1) iiber Signatur von A.
A E(eVy)

E (V) = (e =)

E (e AY) < (e — —9)
Gilt fiir Formeln ¢, 1: A = ¢ < 1), so heiBen sie
logisch dquivalent in A.

Eigenschaft: Jede Formel ¢ lasst sich effektiv in eine logisch dquiva-
lente Formel ¢, die nur die Operationen =, — enthalt, transformieren.

In N:
N EVY3X X = succ(Y)

Frage: Gilt auch

?
N EVX3IY X = succ(Y) oder
?
N = 3XVY X = suce(Y)?
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Anwendung von Substitutionen auf Formeln

Problem: Im Wirkungsbereich des Quantors 3X wird ein Term sub-
stituiert der X enthilt, d. h. freies Vorkommen von Y wird gebundenes
Vorkommen von X .

L6sung: Umbenennung gebundener Variablen.

4.20 Definition

Sei o = {X1/s1,...,Xm/Sm} eine Substitution.

Induktiv iiber die Struktur der Formel ¢ sei [¢]o wie folgt definiert:
[p(t1, ..., ty)]o =p(tio, ..., tyo)

[t1 = ta]o = ti0 = tyo

[—plo = [l

[(p * ¥)]o = ([plox[¥]o), » € {A,V, =, =}
[RX¢lo = QY[[¢{X/Y}o, Qe{V,3}

Wobei Y eine ,frische Variable ist d. h. Y kommt nicht in Q X, p, o

vor.

Dabei kommt eine Variable in Substitution o vor, falls sie in
{X1,..., X} oder {s1,..., S} vorkommt.

4.21 Beispiel

In N: [3X X = suce(Y)|{Y/X} Z ,neu’
= 3Z[Z = succ(Y){Y/X}
=3Z Z = succ(X)
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Anwendung von Substitutionen auf Formeln
(Forts.)

In Nat: Sei o : {X/(X +Y),Y/(Y + Z), Z/0}

@ YXVY (X + suce(Y)) = suce(X +Y)
[po =

@ VY (X 4 suce(Y)) = suce(X +Y)
[¢']o =

@" i (X + suce(Y)) = suce(X +Y)

[¢"]o =
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Substitutionslemma fiir Formeln (Forts.)

4.23 Folgerung

Fiir alle Algebren A, Zustinde z, Formeln ¢, Variablen X und Terme
t vom selben Typ gilt:

A . (VX — [pl{X/t})

Alsoist (VX ¢ — [p]{X/t}) ,universell’ giiltig, ,allgemein giiltig".
Beachte Literatur:

Andere Definitionen und Schreibweisen {iblich,

2.B. - erlaubte Substitutionen”, - 7 fiir [p]{ X /t} oder @?
4.24 Lemma Koinzidenzlemma fiir Formeln

Seien A, ¢,V gegeben. Sind z und 2’ Zustinde iiber V mit
2(X) = 2/(X) fiir alle freien Variablen X von ¢, dann gilt

A, gdw A=, @

Die Bewertung einer Formel (ob ¢ im Zustand z gilt oder nicht gilt)
hingt nur von den Werten der in ¢ frei vorkommenden Variablen ab.

Insbesondere gilt dies fiir abgeschlossene Formeln, fiir solche gilt ent-
weder A |= ¢ oder A |= —p.

Beachte dies muss nicht fiir Formeln mit freien Variablen gelten.
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Substitutionslemma fiir Formeln

4.22 Lemma

Sei A eine (S, X)-Algebra, ¢ eine Formel, X Variablen, ¢ Terme
vom selben Typ und z ein Zustand, der auf allen freien Variablen von
[p]{ X /t} definiert ist. Es sei @ = vala . ().
Dann ist z(X /@) auf allen freien Variablen von ¢ definiert und es
gilt

A [‘P]{X/F} gdw A |:2()?/5) ®
Beweis: Induktion iiber Aufbau von ¢

(Beachte z ist 0.B.d.A. auf allen Variablen der ¢; definiert und somit ist
z(X /@) auf allen Variablen der t; und der Variablen in X definiert.)

Fall p = VZ1), Y sei eine Variable, die in ¢, Z und {X/F} nicht
vorkommt. Dann

A s VZYH{X/T) gdw A = VY [[I{Z/ Y I{X/T}

gdw A =2y [[w]{Z/Y}]{X:/F} fiir alle b in Typ(Y) 4
(v)

gdw A =,y %72 [WHZ/Y} fiir alle b
(V)
gdw A =y 2/ zm ¥ fiir alle b
gdw A =, %/ayzm ¥ fiir alle b
gdw A =, z/q) YZY
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4.4 While - Programme

Zuweisung, Verzweigung, lteration sind wesentliche Konstrukte jeder
wuniversellen" Programmiersprache.

Programm:: Mittel zur Beschreibung eines effektiven Prozesses.
4.25 Definition Prog(S 3, V)

Sei (S, X2) eine Signatur, V' endliche Variablenmenge. Die Menge der
While-Programme iiber (S, X), V sei durch folgenden Kalkiil de-
finiert.

z € leeres Programm

X =1 X :seV,teTem(S, %, V),
Typ(t) = s Zuweisung

B, "

if B then 3 else 7 end: B Boolesche-Formel iiber (S, X), V
Test
while B g_o 3 end; B Boolesche-Formel iiber (S, X)), V/
Schleife
% (als Konkatenation von Zeichenreihen)

Komposition

Eine Anweisung ist entweder eine Zuweisung, ein Test oder eine
Schleife.

Beachte:

Jedes Programm ist entweder € oder fangt mit einer Anweisung an.
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Beispiele

Im Beispiel enthalten die Variablenmengen stets die Programmvaria-
blen.
4.26 Beispiel While-Programm « iiber Signatur von Nat.
a:Y :=0; Z:=0;
while Y = X do
Z :=succ(Z+ (Y +Y)); Y := succ(Y);
end;
While-Programme (3 und ~y iiber Signatur von N.
B:2:=X; Z :=0;
while =Y = Z’ do
Z = succ(Z); Z' := suce(Z');
end;
vy Z:=0; Z':=0;
while =Y = Z’ do
B{X/Z2,Y/X,Z')Z"}; Z':= succ(Z');
end;
Makros: Hierbei steht 3{X/Z,Y /X, Z'/Z"} fiir Programm wel-
ches durch Substitution der entsprechenden Variablen entsteht, d. h.

Z =2, 7" :=0;
while X = Z" do

Z = succ(Z); Z" := succ(Z");
end;
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Beispiele

Bei einer While-Schleife beschreibt [[—]] 4 den Ablauf.
z=z0 [[Bla 21 [Bla - za1 [Blla 2o =2
B gilt S gilt <o gilt B gilt nicht mehr
4.28 Beispiel Im Beispiel 4.26: z[[a]] narz’ und sei z(X) = 2:
anz(X)=2,2(Y)=0,2(Z2) =0
e Nat =, Y =X
Zl(X) = 27Z1(Y) = 1521(Z) =1
o Nat = °Y =X
ZQ(X) = 27 ZZ(Y) = 25 ZQ(Z) =4
o Nat &, 7Y =X
Z, = Z2
Allgemein gilt:
2(Z) = z2(X)?
Z'(X) = 2(X)
Z(Y) = 2(X)
a ,berechnet” mit Eingabe X in Z die Funktion f(x) = z2.
Analog (3 berechnet in Z die Funktion f(z,y) = = + y.
Analog ~y berechnet in Z die Funktion f(x,y) = x * y.
D.h. 44ty *nat sind iiber N, berechenbar* durch While-Programme.
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Denotationale Programmsemantik

4.27 Definition

Sei A eine (S, X)-Algebra, V' Variablenmenge, z, 2’ € Z(A,V)
(Zustande iiber A, V) und v ein Programm iiber (S, X) und V.
Induktiv tiber den Aufbau eines Programms wird definiert, was es heiBt,
dass der Zustand z durch Abarbeitung von c in den Zustand 2’ iiber-

fiihrt wird, notiert als z[[a]]az’, d.h. o bezeichnet eine Relation
[e]]la auf Z(A, V).
o 2[[e]|az’ gdw z = 2.
o z[X :=t]laz’ gdw 2’ = 2(X/vala.(t))
o z[[if B then (3 else v end; ]]4z" gdw
(A =, B und z[[8]]a2’) oder (A . B und z[[y]]az").
o z[while B do § end; ]J42' gdw
es gibt eine Zahl n € N und Zustinde zg, . . ., z,, mit
- 2= Zo,
- A=, Bund z[[B]laziy fir 0 <i < n
- A, B
- zp =2
o z[[afB]]az’ gdw es gibt einen Zustand z; mit z[[a]]az; und

z1[[BllaZ’.

Beachte: Die zweistellige Relation [[c]] 4 ist rechtseindeutig aber nicht
immer rechtsvollstandig, d. h. aus z[[a]] a2 und z[[@]] 42" folgt 2" =

" . . . ’ . /
z", aber nicht zu jedem o und z muss es ein 2’ geben mit z[[a]]a%".
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Interpretersemantik

4.29 Definition Sei A eine (.S, X)-Algebra und V' eine Variablen-
menge. Die Interpreterfunktion I 4 ist eine zweistellige totale Funktion,
die einem Programm « und Zustand z, das Programm o' und den
Zustand 2’ zuordnet, (d.h.I4 : (Prog, Z) — (Prog, Z)), die
sich nach Abarbeitung der ersten Anweisung von o im Zustand z als
Restprogramm und neuer Zustand ergeben. Sie wird induktiv wie folgt
definiert:

o Ia(e,2) = (g, 2).

o [A(X :=t; B,2) = (B, 2(X/vala.(t))).

(vB,z) falls A =, B

o [4(if B then yelseéend; 3,2) = {(w )
,2) sonst

o Ly(while B do v end; f, z) =
(ywhile Bdo v end; 3,z) fals A =, B
(B, z) sonst

14 ist wohldefiniert und total auf der Menge (Prog, Z).

Beachte in I 4(while B do ~ end; /3, z) ist ,Restprogramm" struk-
turell komplexer als Ausgangsprogramm (im Fall A |=, B).
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Beispiel (Fort.)

4.30 Beispiel Im Beispiel 4.26: While-Programm o« = 51,5255 iiber
Signatur von Nat.

2(X)=2,2(Y)=0,2(2) = 3:

Iteration von I 4.

I%(a, z) = I%(S182Ss, 2) = I4(S3, 2(Y/0, Z/0))

=15(Z := succ(Z + (Y +Y));
Y = succ(Y); S3,2(Y/0,Z/0))

= I5(Y := succ(Y); Ss,2(Y/0,Z/1))
= I;(S3,2(Y/1, Z/1))

=13(Z := succ(Z + (Y +Y));
Y = suce(Y); Ss,2(Y/1,Z/1))

= 14(Ss,2(Y/2,Z/4))

= (e,2(Y/2,2/4))

D.h. I%(a, 2) = (e, 2') mit 2’ wie gehabt.
Offenbar gilt z[[a]] 42’ fiir dieses Beispiel.
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Aquivalenz der Semantikbegriffe (Forts.)

e o = 3y 0.B.d.A. B, # & Angenommen z[[]] 42’, dann gibt
es einen Zustand z; mit z[[3]]z1 und 21 [[]]z’. Nach Induktions-
voraussetzung gibt es Zahlen ny, no, so dass

IV (B, 2) = (e,21) und I}2(y,21) = (g,2").

Woahle n1, ny minimal mit dieser Eigenschaft. Dann gilt mit
n = ni + na:

I, z) = 177"2(By, 2) = T(I,1(BY, 2))
=Ly, 21) = (&, 2)
Wo bendtigt man die Minimalitat von mn;7?

Sei umgekehrt z[[a]] 4z’ nicht giiltig. Entweder gilt dann z[[a]] 42"
fiir einen anderen Zustand, insbesondere auch Iy (a, 2) = (e, 2")
fiir ein 1 wie eben gezeigt, und also fiir kein n’ I} (o, 2) = (e, 2');
oder es gibt keinen Zustand z’, so dass z[[a]] 42’ gilt. Dann gibt es
entweder 2z mit z[[3]]z" aber keinen Zustand 2z’ mit z[[y]]z’ oder
keinen Zustand 2" mit z[[3]]z".

Die induktive Voraussetzung liefert im ersten Fall: I4(3,2) =
(g, 2") fiir ein n und fiir kein n/ kann 14 v in n’ auf den Zustand
2" zum leeren Programm abarbeiten. Dann kann aber auch kein n”
existieren, so dass I4 (B~ auf den Zustand z zum leeren Programm
abgearbeitet wird.

Analog im zweiten Fall.
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Aquivalenz der Semantikbegriffe

4.31 Lemma Sei A eine (S, X)-Algebra, V' eine Variablenmenge,
z, z' Zustinde iiber A und V und « ein Programm iiber (.S, X3) und
V. Dann gilt

z[[a]laz’ gdw 3n € N : I'i(a, 2) = (¢, 2)

Beweis: Induktion iiber Aufbau von c.

e « Zuweisung X :=t; , t Term mit Typ(X) = Typ(¥)
z[allaz’ egdw 2 = 2(X/vala.(t))
gdw I4(a,z) = (g,2') (d.h. n = 1 gewshlt)
e « Test if B then 3 else v end; analog.
e « Schleife while B do 3 end; und die Behauptung gelte fiir 3.
Es gelte z[[«]] 2", dann
»[[while B do 3 end; ]J42' gdw
es gibt eine Zahl m € N und Zustande z, . . ., z,, mit
- Z = 20,
- A=, Bund zi[[Bllazip fir 0 < i <m
- AW.,B
- Zm = 2’
Wahle minimale Zahlen n;(i = 0, ..., m—1) mit I}(8, 2;) =
(e, 2i41). Mit n := ng + ... + n,,_; folgt die Behauptung.
Umkehrung?.
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While-Berechenbare Funktionen

4.32 Definition

Sei A eine (S, 3)-Algebra. Eine Funktion f : 8% x - - - x 8" — s4
heiBt (while-) programmierbar (while-berechenbar) in A, falls es ei-
ne Variablenmenge V' iiber (S, X), die die paarweise verschiedenen
Variablen X; vom Typ s’ (Eingabevariablen) und Y vom Typ s (Aus-
gabevariable) enthilt, und ein Programm a iiber (.S, X) und V' gibt,
so dass fiir alle Zustande z € Z(A, V) gilt:

f2(X1), . 2(X0)) |

~~ es gibt ein 2’ € Z(A, V) mit

2lallaz’ und #/(Y) = F(2(X1), .., 2(X0)).

F2(X1)s s 2(Xa)) T

~ es gibt kein 2" € Z(A, V) mit z[[a]]a2".

4.33 Beispiel Beispiel 4.26 (Fort.)

Programm « berechnet die Funktion f(z) = 2 in Nat mit
Eingabevariable X Ausgabevariable Z

Programm (3 berechnet die Funktion f(z,y) = & +na:y in N mit
Eingabevariable X, Y Ausgabevariable Z

Programm ~ berechnet die Funktion f(z, y) = @ *ya y in N mit
Eingabevariable X, Y Ausgabevariable Z
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5 Programmverifikation: Pradikatenlogik und
Hoare Kalkiil

Spezifizieren - Implementieren - Verifizieren

Pradikatenlogik - While-Programme - Hoare-Kalkiil

5.1 Definition Sei (S, X) Signatur, V' Variablenmenge. Eine parti-
elle Korrektheitsaussage iiber (S, ) und V ist eine Zeichenreihe
der Form {p}a{1} mit a Programm und ¢ (Vorbedingung), v
(Nachbedingung) Formeln iiber (S, X) und V.

Eine partielle Korrektheitsaussage heiBt in einer (S, X) Algebra A
giiltig, falls fiir alle Zustinde z, 2’ € Z(A, V) gilt:

(A =z pund z[[aflaz’) ~ A = 9

Schreibweise: A |= {p}a{y}

5.2 Bemerkung

Beachte: Es wird somit zugesichert, dass das Programm «, wenn es in
einem Zustand, in dem ¢ gilt, gestartet wird, und wenn es terminiert,
einen Zustand in dem 1) gilt, berechnet. Gilt ¢ im Zustand z, aber
terminiert v vom Startzustand z aus nicht (d.h. es gibt gar kein 2’
mit z[[a]]42’), so wird nichts ausgesagt.

Terminierung kann durch totalen Korrektheitsaussagen erfasst
werden : [p]ax[1p]. Wir behandeln diese hier nicht.
Partielle Korrektheit ist eine logische Eigenschaft, hingegen hangt die
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Beispiele (Fort.)

5.3 Beispiel Programm « iiber N at von 4.26

(Z=Y Y}
while =Y = X do
Z :=succ(Z+ (Y +Y)); Y :=suce(Y);
end;
(Y =XAZ=X=xX}

« berechnet die Funktion f () = 2% in der Variablen Z.

Giiltigkeit der partiellen Korrektheitsaussage
{X =X}a{Z=X=*X}inNat
Abkiirzung fiir Formel, die fiir jeden Zustand giiltig ist: true, analog
false Formel, die fiir keinen Zustand giiltig ist.
Zeige: Nat = {true}a{Z = X * X}
Beweis: Sei z Zustand, der Variablen in o belegt (geniigt z(X)!)
Es gelte z[[a]] 2. Zu zeigen ist 2'(Z) = 2/(X)? in Nat.
e z[[Y :=0; Z := 0]]z1, dannist 21(Y) = 0,21(Z) = 0
und z1(Z) = 21 (V)2
o Ist z2(X) = 0, so fertig.
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Terminierung von Wohlordnungen ab. Siehe Loeckx, Sieber oder Sper-
schneider, Antoniou. Terminierungsbedingungen werden hauptsachlich
in Verbindung mit Schleifen verwendet.
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Beispiele (Fort.)

e Sonst
z1[[Z = suce(Z + (Y +Y)); Y := succ(Y)]z2
mit
ZQ(Y) = Zl(Y) —|— 1
= (21(Y) + 1)? = (V)
o Ist z(X) = 1, so fertig.
e Induktion nach z(X) liefert Behauptung, da z;(X) = z(X)
und beim Austreten aus der While-Schleife z,(Y) = 2/(Y) =
z(X).

Fiir die Programme (3 und ~y iiber N gilt entsprechend:

Nat = {true}p{Z =X +Y}

bzw.

Nat = {true}v{Z = X =Y}

Sind dies auch partielle Korrektheitsaussagen iiber der Signatur von
N und sind sie giiltig in N7

Gibt es eine Moglichkeit den Nachweis von Korrektheitsaussagen sys-

tematisch zu fiihren?
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Kalkiil zur Ableitung partieller
Korrektheitsaussagen

5.4 Definition Der Kalkiil von Hoare

@, 1, & seien Formeln iiber einer Signatur (.S, 33) und Variablenmen-
ge V', X Variablenbezeichner in V', t ein Term vom selben Typ, B
eine boolesche Formel und «, 3 Programme iiber (S, %), V.

Regeln des hoareschen Kalkiils (HC)

Regeln fiir das leere Programm:

(o — )

{wte{v}
Regeln fiir Zuweisungen:

e — [WI{X/t}
{e}X =1t {9}

Regeln fiir Testanweisungen:

{(e A B)}o{v}, {(e A B)}B{v}
{¢}if B then o else 3 end; {v}
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Kalkiil zur Ableitung partieller
Korrektheitsaussagen (3)

Abschwiachung der Vor- und Nachbedingungen

e — P, {Y}a{f}, € =1
{¢}a{n}

Dies kann simuliert werden mit HC(A) (iiber Regel fiir das leere Pro-
gramm und Regel fiir Anweisungsfolgen mit ae = eax = « fiir jedes
Programm «).

Bei der Anwendung der Schleifenregel ist eine geeignete Invariante zu
finden. Gibt es stets eine Formel, die als Invariante verwendet werden
kann ?

Bei der Anwendung der Anweisungsfolgenregel ist eine geeignete ,, Zwi-
schenformel” £ zu finden.

Schnittstelle zur Datenstruktur (Theorie von A): Uber Zuweisungsre-
gel und Regel fiir das leere Programm.
Schwierigkeiten bei der Programmverifikation: Der Nachweis von Ei-
genschaften der Datenstruktur ist fiir viele Datenstrukturen nicht ef-
fektiv durchzufiihren (z.B. fiir Nat).
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Kalkiil zur Ableitung partieller
Korrektheitsaussagen (2)

Regeln fiir Schleifen:

(¢ = O, {(EAB)}a{€}, (EAN-B) — )
{¢}while B do o end; {7}

& wird Schleifeninvariante genannt.

Regeln fiir Anweisungsfolgen:

{p}a{e}, {£}8{v}
{e}aB{y}

Fiir eine Algebra A ist HC(A) die Erweiterung von HC um die Menge
aller in A giiltigen pradikatenlogischen Formeln iiber die Signatur von
A als Axiome. Schreibwei > .

als Axiome. Schreibweise e {e}a{y}

5.5 Bemerkung Objekte sind hier PL-Formeln und partielle Korrekt-
heitsaussagen.
Ziel ist es giiltige Korrektheitsaussagen in einer Algebra A abzuleiten.
Dies wird durch Ableitungen in HC(A) realisiert. Alles was in HC(A)
abgeleitet werden kann, sollte in A giiltig sein.
Zuweisungsregel: Andere Formen z. B. als Axiom

klar aus Substitutionslemma

{lel{X/13}X =1 {o} Al=: [P{X/t} gdw A =.(x/a) @
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Notation fiir Ableitungen im hoareschen Kalkiil

5.6 Definition Programme mit Kommentaren

e Kommentar: { PL-Formel }
Erweiterung der Syntax von Programmen:

o {p}X =1t {¢}

o {¢}if Bthen {(pAB)}a{i} else {(¢A—=B)}B{} end; {¢}

o {¢}{¢}while Bdo {({AB)}a{l} end; {(EA-B)}H{¢}

o {pta{&}B{v}

Ein Programm ist syntaktisch korrekt kommentiert, wenn die
Kommentare im Programm diese Regeln erfiillen. Fiir die Herleitbar-
keit im Kalkiil  C'(A) benétigt man nur noch die Beweisverpflich-
tungen als Theoreme in A nachzuweisen.

Gezeigt werden miissen:

A= (g — ),

wenn {@}{v} oder {p}e{} im kommentierten Programmtext
vorkommt, bzw.

A= (v = [PI{X/t}),

wenn {@}X := t; {t¢} im kommentierten Programmtext vor-
kommt.
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Notation fiir Ableitungen im hoareschen Kalkiil
(Forts.)

Vollstandig kommentierte Programme:

Zwischen zwei Anweisungen stets Kommentar.

{¢}
Ay

s

A A e A
oLl L& I
SR S S S

Hilfsmittel beim Nachweis von

Hc}‘_(A) {e}Ar. .. A {v}

A'Il

{v}
Werden bei einem vollstindig kommentierten Programm alle Beweis-
verpflichtungen als giiltig in A nachgewiesen, so gilt

H&A) {e}A1 ... A {v}.

Beweis !
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Beispiel (Forts.)

Die Ableitbarkeit in HC(Nat) folgt nun aus den Nachweis der Be-
weisverpflichtungen:

(1)Nat = true—0=0

(2)Nat = Y=0— (Y =0A0=0)

B)Nat E (Y =0ANZ=0)—- (Y <XVY=X)A
Z=(Y*Y))

(ONat = (Y <XVY=X)AZ=Y *Y)A-Y = X)

— (Y < X Asuce(Z+ (Y +Y)) =
succ(Y) * succ(Y))

(5)Nat = (Y < X ANZ = suce(Y) * succ(Y)) —
(suce(Y) < X Vsuce(Y)=X)ANZ =
succ(Y) * succ(Y)

(6)Nat = (Y <XVY=X)AZ=YxY)A
Y =X) > Z=X%X
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Beispiel

5.7 Beispiel

Fort. Beispiel 4.26 kommentiertes Programm « fiir f(x) = x? iiber
Nat. Spezifikation Pre::{true} Post:{Z = (X * X)}.

{true}
Y = 0;
v =0
Z =0
CRE {Y =0ANZ =0}
¢ (Y <XVY=X)AZ=(Y*Y)}

while -Y = X do

EAB: {(Y<XVY=X)AZ=Y=*xYA-Y =X}

Z = suce(Z + (Y +Y));
{(Y < X ANZ = (suce(Y) * suce(Y))}

Y := suce(Y);

£ (Y <XVY =X)AZ=(Y*Y)}
end;

EAN-B: {(Y <XVY=X)ANZ=(Y=*Y))A

{2 =(Xx*Xx)}

Syntaktisch korrekt kommentiert, vollstandig.
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Korrektheit des hoareschen Kalkiils

5.8 Satz
Ist die partielle Korrektheitsaussage {¢}a {1} in HC(A) ableitbar,
soist {o}a{y} in A giltig.
D.h.
b (Plalv) = 4k {elalv)

Beweis: Strukturelle Induktion (oder Induktion iiber Lange der Ablei-
tung in HC(A)).

Regel fiir das leere Programm:

Vor: A |= (¢ — )

27, A = {p}elv}.

Seien z, 2’ Zustinde mit A |=. ¢ und z[[€]] a2’ Nach Definition der
Semantik gilt 2 = 2/, also wegen A |=,/ p und A =,/ (p — )
auch A =,/ 4.

Regel fiir Zuweisung:

Vor: A = ¢ — [4]{X/1}

2.Z. A E{e}X =t; {¢}.

Seien z, 2’ Zustinde mit A =, ¢ und z[[X := t]]az’. Nach Defi-
nition der Semantik gilt 2’ = z(X/a) mit a = vala ,(t). Wegen
A = [Y]{X/t} folgt A |=.(x/a) ¥ aus Substitutionslemma.
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Korrektheit des hoareschen Kalkiils (2)

Regel fiir Testanweisung:

Vor: A = {(¢ A B)}B{v} A= {(p A=B)Iv{v}
z.Z. A |= {p}if B then 3 else vy end; {1}

Seien z, 2’ Zustinde mit A |=, ¢ und z[[if B then (3 else -y end; ]]42".

Im Fall A |=, B folgt A |=. (¢ A B) und z[[B]laz’. Aus

AEA{(e A B)}B{y} folgt A = 9.
Analog Fall A =, —B.

Regel fiir Schleifen:

Vor A= (¢ —€), Ak {(€A B)}a{e} und
AE((EA=B) =)

27 A &= {p}while B do § end: (1)}

Sei A |=. ¢ und z[[while B do 3 end]]4z’. Nach Definition

von [[-]]a gibt es ¢ € N und Zustinde 2o, ..., 2 mit z = 2o,

A =, Bund z[[B]]laziy, 0 < 4 < t, A =2, —B und

7
Zt = Z.
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Abgeleitete Regeln - Vereinfachungen

5.9 Bemerkung Der Hoarsche Kalkiil bleibt korrekt wenn er um die
Regel fiir Zuweisungsfolgen erweitert wird:

(o = [ [WH{Xn/ta} - H{X1/ta}) _
(O} X =t s X =t (0] Typ(X;) = Typ(t:)
Dies folgt, da die Regel durch Anwenden der Regeln
(p = [ [WH{Xu/ta} - - {X1/t1})
{odXa i=to; {[- - [WHXn/tn} - - - { X2 /t2}}

{l - [WHXn/tn} - X /63X =t

{Xi/ti}
{[- - WHXn/tn} - - [{ X/}
fir (¢ = 2,...,n) und iteriertes Anwenden der Anweisungsfolgen-

regel simulieren l3sst.

Als Kommentar in den Programmtext iibertrage die Regel als

{¢}
X1 = tl;
XTL = tVL;
{¥}

Als Beweisverpflichtung muss gezeigt werden
AE (= [ WHXa/ta} - [{X1/t:})

Beachte dabei die Reihenfolge der Substitutionen.
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Korrektheit des hoareschen Kalkiils (3)

Daraus ergibt sich:

A‘:ZQ(P (z:ZO)vA‘:Z()& (daA|:(p—>£)
A=z (ENA B) (Bgiltin z0), A =2, £ (Invarianz von §)
Al (§AB)---

Al | (EAB)(Bgitin z,1) A =2, £ (Invarianz von &)
A [=., (§ AN ~B) B gilt nicht mehr

AR,y (daARE(EA-B)—79)
A = 1) Beh.

Regel fiir Anweisungsfolgen:

Vor: A |= {w}a{¢} A = {}8{v}

22 A = {prap{v)

Sei A =, o und z[[aB]]az’ fiir Zustinde z, 2.

Nach Definition von [[-]]4 gibt es Zustand z” mit z[[a]]az” und
2"[[B]laz’. Nach Vor. A |=,» € und auch A |=,s 9.
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Beispiele

5.10 Beispiel Programm, das den Wert der Variablen X, Y tauscht.
X,Y, X' Y', Z seien Variablen vom gleichen Typ.
{(X=X'AY =Y}
Z:=X; X:=Y;Y = Z,
{Yy =X'"AX=Y")}
z.Z.
AEX=X'AY=Y')—
([[(Y = X'AX =Y)Y/ZI{X/YI{Z/X} =
[(Z=X'"AX=Y{X/Y}{Z/X} =
(Z=X'AY = Y){Z/X} -
(X=X'AY =Y
d.h.z.Z.:

AEX=X'AY=Y)-» (X=X'AY =Y
was richtig ist.
Problemspezifikation:

e Festlegung der Signatur (S, 3).

e Festlegung der Algebra A.

e Festlegung der Vor- und Nachbedingung ¢, 1.
o Festlegung weiterer Hilfsinformation.

Finde Programm o mit A |= {p}a{v}.

5 Programmverifikation: Pradikatenlogik und Hoare Kalkiil 69



Beispiel: GGT-Berechnung

5.11 Beispiel Algebra N at mit Signatur-Erweiterung
. 0 m>n
— 1 nat X nat — nat mtn —yg m =
n — m sonst

(Ubung: Schreibe while-Programm iiber Signatur von Nat dafiir).
X|Y=3vV«X =Y, X<Y=(X=YVXKY)
als Abkiirzungen, dann gilt in Nat

GCT(X,Y)=2Z=
ZIXNZ|YAVV{(V|XAV|Y)—=V]|2Z)

p: {X>0,Y >0}
A:=X; B:=Y;
{£:{X >0,Y >0,GGT(X,Y) = GGT(A, B)}}

while A # B do (¢, A # B}
ifB< A
then {6, A+# B,B < A}
A:=A - B; {€}
else {¢,A# B,-B < A}
B := B — A; {&}
end; {&}
end; {¢{, A= B}

Y {A=GGT(X,Y)}
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Beispiel: Problemspezifikation

5.12 Beispiel Finde Programm iiber den natiirlichen Zahlen mit Di-
vision und Modulofunktion, das zu zwei Zahlen X, Y die Zahl XY
berechnet.

div : nat X nat — nat ganzzahlige Division

mod : nat X nat — nat Rest modulo ...

(Hilfsfunktionen: Ubung: Schreibe Programme iiber Nat fiir diese
Funktionen)

Vorbedingung: true (0 = 0) Eingabevariable: A, B : nat
Nachbedingung: Z = AP Ausgabevariable: Z : nat

(Hierbei steht Z = AP als Abkiirzung fiir PL-Formel iiber Signatur
von Nat, die AP beschreibt: A” steht fir A % --- * A B-mal
(B =0,s01,dh. auch 0° = 1))

Existenz einer solchen Formel wird vorausgesetzt!

Formeln um Eigenschaften zu beschreiben, insbesondere Folgen mit
bestimmten Eigenschaften ~~ Logik.

Verwendet werden im Programm nur

Y mod 2 und Ydiv 2
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Beispiel GGT-Berechnung (Forts.)

Die nachzuweisenden Beweisverpflichtungen in N at sind:

o (X>0AY >0)— [[€]{B/Y}{A/X}
d.h.
(X >0AY >0) = (X >0AY >0AGGT(X,Y) =
GGT(X,Y))
e ({NA#BAB<A) — [¢]{A/A - B}
d.h.
(X >0AY > 0AGGT(X,Y) = GGT(A,B) A B <
A) — (X > 0AY > 0AGGT(X,Y) = GGT(A—B, B))
o ENA#BA-B<A)— [E]{B/B— A}
d.h.
(X >0NY > 0AGGT(X,Y) = GGT(A,B) AN A <
B) — (X > 0AY > 0AGGT(X,Y) = GGT(A, B—A))
e ((ANA=DB)— A=GGT(X,Y)
d.h.
X >0AY > 0AGGT(A,B) = GGT(X,Y)A A =
B) — A =GGT(X,Y)

Diese sind , leicht” iiber N at als giiltig nachzuweisen.
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Programm
Programm « mit nat |= {0 = 0}a{Z = A"}

Verwendete Idee: X 2% = (X2)*
2Rl x 2k

{0 =0}

X =AY :=B; Z:=1;
{€:{XY xZ = AP}
while =Y = 0 do

{ }
if Ymod 2 =10
then
{ }
Y :=Ydiv2; X :=Xx*xX;
{ }
else
{ }
Y=Y -1, Z:=7Zx X,
{ }
end;
{ }
end; {X" «xZ = A",y =0}
{z = A"}
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Beweisverpflichtungen

Verbleibende Beweisverpflichtungen: in Nat.

e E0=0— A%x1= A"

o= (-Y =0AYmod2 =0A X" x2Z = AP) —
(X« X)Ydv2, 7z = A8

e = (Y =0A-Ymod2 =0AX"x2Z = AP) —
XY wZx X = A8

e E(X xZ=A°ANY =0)— Z=A"

Die Giiltigkeit dieser Formeln folgt aus ,Idee* und aus Bedeutung von

AB,

Frage: Kalkiil von Hoare ist korrekt. Ist er auch fiir jede Signatur und
Algebra A vollstandig? D. h. gilt

aus =4 {pla{y} folgt stets Hé_(A) {o}a{y} fir ¢, PL-

Formeln und v While-Programme.
Nein nur falls A ausdrucksstark (oder expressiv).
Frage:

1. Gegeben «, 9. Gibt es stets eine Formel ¢ mit A |= {@}a{y}?
~~ ,Schwichste Vorbedingung”

2. Gegeben ¢, . Gibt es stets eine Formel ¢ mit A = {p}a{y}?
~~ ,Starkste Nachbedingung”
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Eigenschaften von wip4 und spcy

5.14 Lemma

A sei eine Algebra, o ein Programm, ¢, 1) Formeln und z, 2z’ Zu-
stinde iiber der sich ergebenden Variablenmenge. Es gilt

e aus z € wipa(a, ) und z[[a]]l 4z’ folgt A =,/ 1,
o aus A = {p}a{y} und A =, ¢ folgt z € wipa(a, V),
e aus A =, ¢ und z[[a]]a2’ folgt 2’ € spca(p, ),
o aus A = {p}a{y} und 2’ € spca(p, a) folgt A =/ 9,
e wipa(a, 1)) seiin A durch eine Formel W, ,; definierbar. Dann
ilt
%4 = {Wap}ta{t} und fiir alle € folgt aus A = {{}a{y}
die Aussage A |= (§ — Wa,y)
(d. h. sie wird von jeder anderen Vorbedingung impliziert).
e spca(p, ) seiin A durch eine Formel S, , definierbar. Dann
ilt
i = {e}a{Se.a} und fir alle £ folgt aus A |= {p}a{}
die Aussage A = (Sg.0 — £).
(d. h. sie impliziert jede andere Nachbedingung).
o wipa(X :=t, 1) definierbar durch Wix.—» = [9]{X/t}.
o Spxm = AV (PHX/Y A X = t{X/Y}).
(Y & Var(X, t, ¢)) (Definiert spca(p, X := 1))
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Schwichste Vorbedingung
Starkste Nachbedingung

5.13 Definition

Sei A eine (.S, 3)-Algebra, « ein Programm und ¢ eine Formel iiber
(S, 2) und V die Menge der in o und ¢ auftretenden Variablen.

Die schwichste Vorbedingung wipa(«, ¢) von « und ¢ iiber
der Algebra A ist folgende Menge von Zusténden iiber A, V:

wipa(a, p) = {z : V2 (zl[a]laz’ = A £ )}

Die stérkste Nachbedingung spca(y, ) von ¢ und « iiber der
Algebra A ist folgende Menge von Zusténden iiber A, V:

spea(p, a) i= {z : 32'(A Fu o A 2[[a]laz)}
Sei Z C Z(A,V) eine Menge von Zustinden iiber einer Algebra

A und Variablenmenge V. Z heiBt in A definierbar, falls es eine
Formel ¢ mit freien Variablen in V und Z = {z : A |=. ¢} gibt.

Literatur: wilpa(ca, ¢) ,Schwichste liberale Vorbedingung'
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Beispiele

5.15 Beispiel Algebra Nat mit — : nat X nat — nat.

a) Seip : X >Y  X:=t t:X-Y
[p{X/t} :: X —Y > Y offenbar

Nat=E{X-Y>Y}X =X-Y; {X>Y}
b) IZ([pH{X/Z} N X = t{X/Z})

AZ(Z >YANX=Z-Y) (1<V—>tX>0)
Also ist
Nat E{X >Y}X:=X-Y; {X >0}

c) EA{true}X =X -Y; {3Z(tveANX =Z-Y)}

!
{(3zx =2Z-Y}
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Beispiele (Forts.)

d) EF{X=Y}X=X4Y;Y:=X+4Y; {3X =2Y}
semantisch klar!
Unter Anwendung von wlp
E{3X =2(X+Y)}Y :=X+Y; {3X =2Y}
E{3(X4+Y)=2(X4+Y+Y)}X:=X+4Y;
{3 X =2(X+Y)}
Dann ist
E{3(X4+Y)=2(X4+Y+Y)}X:=X+4Y;
Y:=X+4+Y; {3X =2Y}.

Es gilt:

Nat=X =Y -3(X+Y)=2(X+Y +Y).
Also gilt auch

Nat =E{X=Y}X =X+4Y;, YV :=X+Y;

{3X =2Y}.
Unter Anwendung von spc
E{X =Y}X = X+Y; {3Z2([X = Y{X/Z}AX =
(X +Y){X/Z})} dh.
E{X =Y}X:=X+4Y; {3Z(Z=YANX = Z+4Y)}
E{X=Y}X =X+Y; {X=Y+Y)}
E{X = Y+Y})Y = X+VY; {3V(X =Y +
YHY/VIANY =(X+Y){Y/V}}dh E{X =Y +
Y =X4+Y; {IV(X=V+VAY =X+V)}
Eva V(X =V+VAY =X4+V)—3X =2Y
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Ausdrucksstarke Algebren

5.16 Definition

Sei (S, X) eine Signatur. Eine (S, X)-Algebra A heiBt ausdrucks-
stark (expressiv), falls fiir jedes Programm « und jede Formel ¢ iiber
(S, X) die Zustandsmenge wipa(c, o) in A definierbar ist.

Bemerkung: Man kann diesen Begriff &quivalent iiber die Menge
spe(p, a) definieren.(Beweis: Ubung macht den Meister).

5.17 Satz
Uber einer ausdrucksstarken Algebra A ist HC(A) vollstandig.
Beweis: Es gelte A = {p}a{y}, d.h. fir z, 2" Zustinde folgt
aus A =, ¢ und z[[a]]a2’ stets A |=_/ 1.
Zei [ .

eige b {etaf{y}
Induktion iiber Aufbau von a: nur while Fall.

Sei A |= {¢}while B do 3 end; {1)}.
Sei & Formel, die wip4(while B do 3 end; ,)) in A definiert.
Dann gilt

e A = (¢ — &) aus Definition der schwichsten Vorbedingung
und A = {}while B do 5 end; {7}
Also gilt .
sogit b (=8
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Beispiele (Forts.)

e) Sei N iiber (nat,0 — nat, succ : nat — nat).
N als Grundbereich, O, succy die iiblichen.
Welche Teilmengen von N lassen sich durch Formeln iiber der Si-
gnatur von NN darstellen? (Formeln mit einer freien Variablen X).
X = succ™(0) stellt {n} dar.
X = succ"(X) stellt @ oder N (n = 0) dar.

succ™(0) = succ™(X) stellt @ oder {n — m} dar.
(m>n)

Endliche und co-endliche (Komplement endlich) Teilmengen von N.
Y : X = succ"(Y):

f) Sei A eine Algebra. z Zustand iiber A und V. Wann ist z defi-
nierbar?
Hinreichende Bedingung: V- = { X1, ..., X, : s}

z(Xl) =ag... Z(Xn) =ap A1,...,0y € SA

Angenommen es gibt Grundterme (Terme ohne Variablen) iiber
Signatur von A mit vala,.(t;) = a;.

Dann definiert (X; = t1 A -+ - A X,, = t,,) den Zustand z.
Offenbar lasst sich dann jede endliche Menge von Zustanden defi-
nieren und falls die Grundbereiche der Algebra endlich sind, lasst
sich jede Zustandsmenge durch eine Formel ¢ definieren.
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Ausdrucksstarke Algebren (Fort.)

o AE {€ABYBE} da
Sei A =, (€ A B) und z[[B]] a2’ fiir Zustinde z, 2.
Esist A |=_/ £ zu zeigen.

Zeige dazu 2’ € wip(while B do § end; , ).
Sei also z’[[while B do 3 end; ]jaz".

Wegen A =, B und z[[3]] 4%, gilt auch z[[while B do 3 end; ]]42".

Wegen A |=, £ gilt auch z € wipa(while B do 8 end; , 1))
also A =, 1. Also A =, €.

o A= ((€ AN—B) — 1) ergibt sich wie folgt:
Sei A =, (£ A —=B). Da die Schleife sofort abgebrochen wird,
gilt z[[while B do 3 end; ]jaz. Wegen A =, £ kann man
z € wipa(while B do 3 end; , v) folgern.
Mit der Definition von wip folgt A =, .

Mit der Induktionsvoraussetzung und der Schleifenregel erhilt man die

Ableitbarkeit in HC(A).

Ohne Beweis.

e Die Algebra Nat ist ausdrucksstark.
e Die Algebra N ist nicht ausdrucksstark.

e Jede Algebra A mit endlichen Grundbereichen ist ausdrucksstark.

Beweis fiir Interessierte: Seite 36-39 Sp/Ha oder Loeckx/Sieber.

5 Programmverifikation: Pradikatenlogik und Hoare Kalkiil 81



Erweiterungen der Programmiersprache

5.18 Bemerkung Die meisten Programmiersprachen bieten eine Viel-
zahl weiterer Programmkonstrukte an. Will man solche Erweiterungen
der Sprache der While-Programme zulassen, so muss eine geeigne-
te Syntax fiir diese Konstrukte gewihlt werden und entsprechende
Syntax-Regeln angegeben werden. Die denotationale Semantik bzw.
die Interpretersemantik muss fiir diese Konstrukte erweitert werden
und schlieBlich miissen die Regeln im Hoare-Kalkiil angegeben werden
um die Verifikationsaufgabe zu systematisieren.
Programmiersprachen bieten Moglichkeiten fiir Makros,(rekursive)
Prozeduren, rekursive Programme, Spriinge usw.. Sie ermoglichen und
unterstiitzen damit die strukturierte Programmentwicklung. Es stellt
sich die Frage, ob diese Konstrukte die Berechnungsmachtigkeit er-
weitern oder ob die Klasse der While-berechenbaren Funktionen sich
dadurch nicht verandert.

Konstrukte wie etwa ,repeat o until B end;" oder eine zihlergesteu-
erte Schleife lassen sich leicht mit Hilfe der while-Schleife simulieren,
d.h. sie sind eigentlich nur ,syntaktischer Zucker". Makros und nicht-
rekursive Prozeduren fallen auch in diese Kategorie.

An dieser Stelle sollen nur noch die rekursiven Prozeduren anhand
von Beispielen erldutert werden. Fiir eine genauere Untersuchung siehe
Sperschneider/Hammer. Prozeduren miissen vor ihrem Aufruf mit call
P(...) deklariert werden und ihre Wirkung spezifiziert werden.
D.h man benétigt Sonderzeichen: proc call in out
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Beispiele fiir Prozeduren

proc G (in X,Y : nat, out Z : nat)
{true} call G(X,Y, Z); {X =succ(Y)ANZ =Y}
begin
if =X = succ(Y) then call G(X, succ(Y), Z);
else Z :=Y;
end;
end.

proc PRED (in X : nat, out Z : nat)
{true} call PRED (X, Z); {(X =0AZ =0)V

suce(Z) = X}
begin
if X = 0then Z := 0; else call G(X,0, Z);
end;
end.

proc PRED'(in X : nat, out Z : nat)
{true} call PRED'(X,Z); {(X =0A Z =0)V
suce(Z) = X}

begin Y :=0; Z := 0;
while - X =Y do Z :=Y; Y := succ(Y); end;
end.
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Beispiele fiir Prozeduren

N mit Signatur 0 :— nat, succ : nat — nat

B Z:= X,
Z' = 0;
while -Y = Z’ do
Z = succ(Z);
Z' = succ(Z');
end;
Kopf: proc ADD;(in X,Y : nat,out Z : nat)
Komment:  {true}cal ADD(X,Y,Z); {Z = X+natY }
begin
Rumpf: 3
end.

N Z:=0; Z':=0;
while Y = Z’ do
call ADD,(Z, X, X');
Z = X';
Z' = succ(Z');
end;

Syntax des Prozeduraufrufs

call P(t1, ... tn, Ur,...,Un); wobei Typ(t;) = Typ(X;)
Ui, ..., U, kommen nicht in ¢t1, ..., t, vor: Nebenwirkungsfrei.
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Prozedurdeklarationen

Eine Prozedurumgebung iiber einer Signatur (.S, X) besteht aus
einer endlichen Menge €2 von Prozedurdeklarationen (Prozeduren) der

Form:

Kopf: proc P (in X, out Y)

Komment: {(p()?)} call P()z, }7), {¢()2, 37)}
begin

Rumpf: B
end.

Mit folgenden Eigenschaften:

e Die verwandten Prozedurnamen sind paarweise verschieden.

e proc P(in X, out 17) ist Prozedurkopf iiber (S, ).

e 3 ist ein rekursives Programm iiber (.S, 3) und zu jedem Pro-
zeduraufruf call Q(%, (j), in B gibt es eine Prozedur in Q2 mit
Namen @ und passendem Prozedurkopf.

e (3 verandert keine in-Parameter d. h. in 3 keine Anweisungen der
Form X; :=t : odercall Q(¥...X;...), dh X; ¢ {U}.

o var(p(X)) C {X} var(y(X,Y)) C{X}U{Y}.

e Keine ,globalen” Variablen in Prozeduren. Kommmentare werden
zur Spezifikation und Verifikation des Programmverhaltens verwen-
det, sie beeinflussen nicht die Abarbeitung. Sie sind auch Hilfsmittel
fiir die Wiederverwendung (suchen von Programmen mit bestimm-
ten Eigenschaften).

e Beweisverpflichtung: A = {o(X)}8{v(X,Y)}
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Prozeduraufrufregel-Beispiel

Der hoarsche Kalkiill HC'(€2) iiber €2 ergibt sich durch Hinzunahme
der folgenden neuen Regel

7 — [ X/}, (WH{X/E, YU} A30n) — o
{r} call P(£,0); {0}

Zu jeder Prozedur P, die in €2 deklariert ist.
HC(Q, A) sei HC() erweitert, um die in der Algebra A giiltigen
PL-Formeln. Eine Prozedurumgebung €2 heiBit iiber einer Algebra A
korrekt kommentiert, sofern fiir jede Prozedurdeklaration in €2 die par-
tielle Korrektheitsaussage {(X)}B{w(X,Y)} in HC(Q, A)
ableitbar ist.
Beispiel 91-Funktion von McCarthy iiber (Nat, -)
proc P91(in X : nat,out Y : nat)
{true} call POL(X, Y); {(X,Y)}
begin
if X > 100
then
Y (= X — 10;
else call P91(X + 11,U); call P91(U,Y);
end;
end.
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Beweisverpflichtungen

e X > 100 — ((X > 100 — (X — 10)
= (X —10)) A (X <100 — (X — 10) = 91)) ok.

e - X > 100 — true ok.
o ([W{X/X +11,Y/U} A3U-X > 100)

— (=X > 100 A [P]{X/X + 11, Y/UY) ok
o (X >100A [Y{X/X +11,Y/U}) — true ok.

o [W{X/U,Y/Y}AIUG=X > 100
AYHX/X +11,Y/U}) — 9[X, Y]

(U > 100 — Y = (U — 10)) A (U < 100 — Y = 91))
A(=X > 100A (X +11> 100 > U = X + 1) A

(X +11 <100 — U = 91))

— (X >100 —» Y = (X —10)) A (X <100 — Y = 91)

Fall: z(X) =
-100 -z(U) = 101 z(Y) = 2(U —10) =91
90< - <100 2(U)=2(X+1)<100 =z2(Y)=91
- <89 z(U) =91 z(Y) =91
~~ Behauptung
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Beispiel 91-Funktion

Mit Spezifikation ¢ (X, Y") ::
(X >100 =Y = (X —10)) A (X <100 - Y =91))
Behauptung;:

= t X,Y)}, d h. korrekt k tierte Prozedur.
et {true} B{v¥(X,Y)}, orrekt kommentierte Prozedur

Syntaktisch korrekte Kommentierung von (:

{true}
if X > 100

then
{X > 100}Y := X — 10; {¢(X,Y)}
else {—=X > 100}
call P91(X + 11,U);
{-X > 100 A [W{X/X +11,Y/U}}
call P91(U,Y);
{w(X,Y)}
end;

{$(X,Y)}
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6 Berechenbarkeit

Programmierbare/Berechenbare Funktionen

e |mperative Programmiersprache: while-Programme
e Funktionale Programmiersprache: pi-rekursive Ausdriicke
e Logische Programmiersprachen: Prolog . ..
Deklarativ vs. Prozedural
o Abstrakte Maschinen Modelle
Turing-Maschine, Register-Maschine;

o Techniken: Simulation von Berechnungen, Ubersetzung, Interpre-
tation

e Universelle Modelle: Compiler

Aufbau Kapitel 6:

e Primitiv rekursive Funktionen

e p-rekursive Funktionen (partiell rekursive Funktionen)
e Universalitat

e Rekursionstheorie

e Churchsche These

o Wortfunktionen
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6.1 Primitiv rekursive Funktionen P(N)

Funktionen: f : N* — N n > 1. Arithmetische Funktionen.

Verwende ,effektive’- Operatoren auf Funktionen, um aus Ausgangs-
funktionen + Operatoren neue Funktionen zu definieren.

Erinnerung: Gleichheit von Funktionen f : A — B, g: A — B

f E g gdw dom(f) C dom(g) A f(z) = g(=)
fir x € dom(f)

[ = g gdw dom(f) = dom(g) A f(x) = g(x)
fir x € dom(f) gdw (f E g A gL f).

6.1 Definition Komposition - Primitive Rekursion

a) Seien g : N® — N, hy,...,h, : N™ — N Funktionen
n,m > 1
f + N™ — N entsteht aus g und hq, . . ., h;,, durch Komposi-
tion, falls gilt

(@) L gdwhi(Z) L, ..., ha(Z) Lund g(h1(Z), ..., hn(Z)) |

und in diesem Fall ist
[(@) = g(ha(Z), - .., hn(Z))

Schreibe dafiir f=go(hi,...,hy)
Beachte Stelligkeiten der Funktionen.
Sind g, h1, . .., hy, total, so auch f.

Gilt die Umkehrung?
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Beispiele

e —+ Addition auf N%: Mit g(u, v) = w und h(u, v, w) = v+1
gitz +vy = R(g,h)

T fallsy =0
T +y =

(z+(y—1)+1 falsy #0
oder

T fallsy =0
T4y =

(x4+2)+1 falsy=2z+1

e - Multiplikation auf N%: Mit g(u, v) = 0 und h(u,v,w) =
v+uglte- -y=R(g,h)
0 fallsy =0
x-y =
(x-2)+z falsy=2+1
e Fakultdt fac auf N: Mit g(u) = 1 und h(u,v) = u-(v+1)
gilt fac(y) = R(g, h)
1
fac(y) =
fac(z) - (z+1) falsy=2z+1
e Welche Funktion f wird durch folgende Festlegung definiert. Sei

h(u, v) = {u u gerade

T sonst

_J0 fallsy =0
o= {h(f(z),z) fallsy = z + 1

fallsy =0
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Operatoren auf Funktionen

b) Seien g : N"t! N, h : N**2 — N Funktionen.
f : N"*! — N entsteht aus g und h durch primitive Rekur-
sion, falls gilt:
f(#,0) | gdw ¢g(&,0) | (Z € N") und in diesem Fall ist
f(&,0) = g(Z,0) und
F(Zy+1) ]| gdw f(Z,y) | und h(Z, f(Z,y),y) |
(£ € N™) und in diesem Fall ist
f(@y+1)=h(Z f(Z,v),y)
Schreibe dafiir f = R(g,h).
Beachte Stelligkeiten der Funktionen.

6.2 Bemerkung - Beispiele: Betrachtet man die Gleichung
Z,0 =0
F(7, 2) = g(ai7 ) ) z
h(Z, F(Z,y),y) z=y+1
soist f = R(g, h) die kleinste (bzgl. C) Funktion, die diese Glei-
chung erfiillt.

Sind g(+,0) : N* — Nund h : N**2 — N total, so ist auch f
total.

Gilt die Umkehrung?

Die primitive Rekursion folgt einem sehr strengen Schema und ent-
spricht der Berechnung des Funktionswerts f(Z,n + 1) aus dem
Funktionswert f(Z, n), wobei die Verankerung bei f (&, 0) erfolgt.
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Primitiv rekursive Ausdriicke

6.3 Definition

Syntax: Die Menge der primitiv rekursiven Ausdriicke sind die Zei-
chenreihen, die durch den folgenden Kalkiil erzeugt werden:

NULL sUCCT PROJ() izt
G Hy...Hy o o G, H
KOMP(G, Hy, .o H) 2 REK(C, H)

Semantik: Jeder primitiv rekursive Ausdruck 7 reprasentiert fiir
beliebige Stelligkeit n > 1 eine Funktion f7(r") : N* — N, die
induktiv tiber den Aufbau von 7 wie folgt definiert ist:

fZEVTL%LL(mla e 71:") =0
n ) = 1
fSUCC(m, , Tn) 1+ ] Grundfunktionen
o K falls 1 <i<n
fPROJ(i)(ml’ Sy Tn) = 0 sonst
(n) ( ) =
KOMP(G,Hq,....Hm) Tiyevns®n) =
50 U TS @)
1
f}{Emc,m = R(fén)’ §L+ )), d.h.
fl(:E)K(G',H)(wh cey@no1,0) = fén)(ml’ +++» @n-1,0) und
fl({gK(G,H)(wh ces a1,y + 1) =
fglJrl)(ml, ey D1, fng)K(G,H)(xl’ S Tt ), Y)
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Primitiv rekursive Funktionen

Die Menge aller Funktionen f : N* — N (n > 0), fir die f =
ffrn) mit einem primitiv rekursiven Ausdruck 7 gilt, heiBt die Menge
der primitiv rekursiven Funktionen.

Bezeichnung P (N)

6.4 Beispiel Folgende Funktionen sind primitiv rekursiv.

e Konstante Funktionen beliebiger Stelligkeit:

a €N (") :N*" - N ct(l")(xl, .o, ZTp) = a (total)
Zeige cfl") = ffT") fiir geeignetes 7r:
a =0 soklar, wihle 7 = NULL

_ (n) — (n) i

a=1 fromr SUCC,NULL)(x) SUCC(fNULL )
=1

Ind. Schritt:
a=m sei ffrz)(f) =a

_ (n) = _ o
a=m+1fionpsvecm.)(®) = ch(fm (@)

= m +

d.h. m, = KOMP(SUCC,KOMP(SUCC,...KOMP(SUCC,NULL) ...))
a-mal KOMP(SUCC, ...)
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Primitiv rekursive Funktionen (Fort.)

Die Menge der primitiv rekursiven Funktionen P (N) ist also charakte-
risiert als die kleinste Menge von Funktionen f : N* — N (n > 0)
die die Grundfunktionen enthalt und abgeschlossen ist gegeniiber Kom-
position und primitiver Rekursion.

In der Literatur findet man oft die Betrachtung von Funktionen
f : N* — N™ (n,m > 0). Diese lassen sich iiber die Paral-
lelausfiihrung f := (g, h) von g : N — N* h : N” — N’ die
erklart ist durch

N = N (g, h)(2) = (g(x), h(x))
aus den obigen Funktionen gewinnen.

Offenbar sind die primitiv rekursiven Ausdriicke sehr einfache Program-
me. Sie sind aufgebaut aus NULL, SUCC, PROJ (i) und den
variadischen Operator KO M P und den bindren Operator RE K.
Die Interpretation der atomaren Ausdriicke durch die Grundfunktionen
und der Operatoren durch die offensichtlich ,effektiven” Operationen
Komposition und primitive Rekursion machen deutlich, dass diese Pro-
gramme effektive Berechnungen darstellen. Jedes Programm erlaubt es
fiir jedes n > 0O eine Funktion der Stelligkeit n zu berechnen. D. h.
ein Programm berechnet unendlich viele Funktionen.

Beachte: Ein primitiv rekursiver Ausdruck stellt stets fiir jedes n
eine Funktion dar. Diese kénnen recht unterschiedlich sein. Siehe z. B.

n . . (2
fPR()J(i)' Welche Funktion ist fREK(NULLprOJ@))?
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Beispiel (Forts.)

e Die Vorgdnger Funktion auf N pred : N — N ist primitiv
rekursiv:
pred(0) =0
pred(y + 1) =y (total)
pred(0) = fNULL(O)
pred(y + 1) = prom) (pred(y),y) =y,

d.h. mit PRED REK(NULL, PROJ(2)) gilt

red = £ (1)
p PRED — JREK(NULL,PROJ(2))

6.5 Lemma

Die Menge der primitiv rekursiven Funktionen ist abgeschlossen ge-
geniiber Komposition und primitiver Rekursion.

Sind g : N — N, hy,...,hy : N — N € P(N), so auch
go(hi,...,hy): N" =N e P(N).

Sind g : N™*!' — N, h : N"*? — N € P(N), so auch R(g, h).

Beweis: Seien G und Hy, ..., H,, primitiv rekursive Ausdriicke
fir gund hy, ..., hy,. Dannist KOMP(G, Hy,...,Hp,) en
primitiv rekursiver Ausdruck fiir g o (h1, ..., hp).

Analog ist REK (G, H) primitiv rekursiver Ausdruck fiir R(g, h),
falls G, H primitiv rekursive Ausdrucke fiir g bzw. h sind.
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Nachweis von Eigenschaften primitiv rekursiver
Ausdriicke oder primitiv rekursiver Funktionen

Erneut: Induktion iiber Aufbau der primitiv rekursiven Ausdriicke
(strukturelle Induktion) bzw. fiir die Menge P(N) die sogenannte
Induktion iiber den Aufbau: Zeige die Eigenschaft gilt fiir die
Grundfunktionen und die Eigenschaft bleibt erhalten bei Kompositi-
on und primitiver Rekursion.

6.6 Lemma

Jede primitiv rekursive Funktion ist total.

6.7 Beispiel Weitere primitiv rekursive Funktionen

add : N* — N add(z,y) = x + y primitiv rekursiv

add(xv O) = f(P21){OJ(1>(x7 O)

3

add(z,y +1) = [Scc(Fonosm (@ add(@,y), v))
ADD :: REK(PROJ(1), KOMP(SUCC, PROJ(2))
ist ein primitiv rekursiver Ausdruck fiir add, d.h. add = fAQDD.
Die Multiplikation mult : N> — N mit mult(z,y) = « - y ist
primitiv rekursiv:
mult(xz,0) = fNULL(ac 0)
mult(z,y +1) = add(fPROJ 1)(m, mult(z,y),y),

P (@ mult(z, 9), )
dh. REK(NULL, KOMP(ADD,PROJ(1), PROJ(2)))

reprasentiert folglich mult.
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Beispiele und Vereinfachungen

Die Funktion sgn : N — N mit

Sgn(m)_{o z=0

1 sonst
59”(0) = f ULL(O)
sgn(y +1) = fKOMP(SUCC,NULL)($gn(y)’ Y)
dh REK(NULL, KOMP(SUCC, NULL)) reprasentiert
sgn.
Analog die Funktion sgn : N — N mit

sg—n(oc)—{1 v=0

0 sonst

Vereinfachungen: Auflockerung des strengen Schemas der primiti-
ven Rekursion.

e Variablen permutieren, mehrfache Verwendung, oder Nicht-
Verwendung von Variablen.

e \Weitere Abschlusseigenschaften.

e Verwendung bereits als primitiv rekursiv nachgewiesener Funktio-
nen.
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Weitere Abschlusseigenschaften

e Insbesondere ist die Funktion |z — y| : N* — N, mit
le —yl = (z—y) + (y —2)

primitiv rekursiv.

e Einfache Fallunterscheidung. Oft werden Funktionen nur in be-
stimmten Bereichen benétigt. Sei etwa h : N2 — N primitiv
rekursiv, dann ist auch die Funktion

h(x,y) fallsxz >y
Pa.y) = "V

0 sonst
Esist F'(z,y) = sgn(z — y) - h(z,y)
Spater werden wir allgemeinere Formen der Fallunterscheidung

primitiv rekursiv.

kennenlernen.

6.10 Lemma Abschluss von P (N) gegeniiber Iteration.
Sei f : N — N primitiv rekursiv, dann ist auch g : N?* — N mit
g(x,t) = f'(x) primitiv rekursiv.
Beweis: Es ist
9(z,0) ==
g(z,t+1) = f(g(x, 1))

Frage: Lasst sich jede ,Rekursionsgleichung” durch primitive Rekursion
simulieren?
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Vereinfachungen

6.8 Lemma
Sei g : N™ — N primitiv rekursiv, m > n und seien 1 < i; <
n,..., 1 < 4, < n Indizes. Dann ist auch die Funktion h :
N" — N mit

h(zy, ..., xn) = g(Xig, - -+ Tip,)
primitiv rekursiv.
Beweis: Es gilt

h(xl, e ,xn) =
g(prOJ(Zl)(ml, e X))y, f},"lgoJ(im)(xl, )

6.9 Beispiel Es geniigt in Zukunft, den Nachweis der primitiven Re-
kursion einer Funktion auf der Basis einer Rekursionsgleichung wie bei
den folgenden Funktionen zu fiihren.

o Nicht negative Differenz: — : N2 — N
z—0 =z
z— (y+1)=pred(z —y)
e Fakultit fac: N — N
fac(0) =1(= fl(;éMP(SU(’C,NULL)(O))
fa0(y + 1) = fac(y) - (y+ 1)

(= fKOMP(MULT(PRo J(1),KOMP(SUCC,PRO.J(2))) (fac(y), v))
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Andere Rekursionsformate

e Das folgende Format ist erlaubt:
f(0,y) = g(y)
flz+1,y) = hiz, f(z,9),y)
Mit primitiv rekursiven Funktionen g, h. Dann ist f auch primitiv
rekursiv (Argumente vertauscht).
e Hingegen ist die alternative Definition der Iteration:
g(z,0) = =z
gz, t+1) = g(f(x),1t)
nicht vom Format einer primitiven Rekursion, da der Parameter
f () statt x in der Rekursion verwandt wird.
Wir werden gleich zeigen, dass auch dieses Format erlaubt ist.
o Allerdings ist die Ackermannfunktion A : N? — N, die durch
folgende Rekursionsgleichung definiert wird

A0, y) = y+1
A(x +1,0) = A(z,1)
Alz+1,y+1) = Az, Alz+1,y))

keine primitiv rekursive Funktion (Beweis spater).

A st eine totale Funktion, die sehr schnell wichst. Uberzeugen Sie
sich!
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Andere Rekursionsformate (Fort.)

6.11 Lemma

Seieng : N — N, h : N®* =N w:N—N primitiv rekursiv und
f : N> — N durch die Gleichungen

f(=,0) = g(z) .
definiert.

flz,y+1) = hz, f(w(=),y),y)

Dann ist auch f primitiv rekursiv.
Beweis:

-y falls t >
Sei F(t, 2, y) — {f@v (2),y) fallst >y
0 sonst

Es gilt F'(t,z,0) = f(w'(z),0) = g(w'(x)) und
firt >y+1
F(t,z,y+1) = f(wtiyil(x),y'i_l)
= h(w'™""(z), flw(w ™ (2)),y), )
= h(w'™"(z), f(w'¥(2),y), y)
= h’(wtiyil(x), F(t,z,y),y)

Firt <y + 1 gilt
F(t,z,y+1) =0

F'ist also primitiv rekursiv.
Wegen f(x,y) = F(y,x,y) ist auch f primitiv rekursiv.
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Primitiv rekursive Relationen

6.13 Definition

Eine Relation R C N" heiBt primitiv rekursiv, falls ihre charak-
teristische Funktion xr € P(N).

Erinnerung fir & € N" gilt:

(@) 1 fallsZ e R
x) =
X 0 fallsZ ¢ R

6.14 Beispiel

Primitiv rekursive Relationen sind:
e Die Gleichheitsrelation: = C N x N
x=(z,y) =1— [z —y|

o Kleinerrelation: < C N x N
x<(w,y) = sgn(y — x)

e Kleinergleichrelation: < C N x N

x<(z,y) = x=(z,y) + x<(z,y)
e Analog GréBerrelation und GréBergleichrelation.
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Fallunterscheidung

6.12 Lemma Abschluss gegeniiber Fallunterscheidung

Seien g; : N — N, h; : N — N mit h; totale Funktionen fiir
i =1,...,7, so dass es zu jedem & € N" es genau ein ¢ gibt mit
h;(Z) = 0. Die Fallunterscheidung mit den Funktionen g;, h; ist die
Funktion

f:FU(g“hl i:1,...,k),mit

g1(%) falls hy(F) =0
f(&@) =

Offenbar gilt:
f(@) =5gn(hi(Z)) - g1(Z) + - - - + 5gn(he(Z)) - gr(Z),
d.h. sind g;, h; € P(N), soist auch f € P(N).

Die Fallunterscheidung wird meistens mit k& = 2 angewendet. Sei h
gegeben und hq(x) = h(x), ha(x) = sgn(h(z)). Dann gilt

_Jo@  m@=0 _ [a@) h)=0
f(z) = {gz(m) ha(xz) =0 {gQ(m) sonst
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Abschlusseigenschaften primitiv rekursiver
Relationen

Erinnerung:
Seien R, S C N" Relationen.

Dann

e =R Komplement von R N*"— R
e R A S Durchschnitt von R und S RNS
e RV S Vereinigung von R und S RUS

6.15 Lemma
Sind R, S C N" primitiv rekursiv, so auch =R, RA S, RV S.
Beweis: Es ist

X-r =1—XRr Xrrs = XR-Xsund RV S = =(~RA-S).

Frage: Gilt Xpvs = Xr + Xs?
Insbesondere sind #, <, >, > primitiv rekursiv.
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Reduzierbarkeit

6.16 Lemma
Seien S C N", h; : N" — N (1 < 4 < n) primitiv rekursiv. Dann
ist auch die Relation R C N"* mit

RZ gdw Shyi(Z)- - hp(Z)

primitiv rekursiv.

R ist auf S primitiv rekursiv reduzierbar, falls es primitiv rekur-
sive Funktionen h; : N™ — N (1 < 4 < n) gibt mit obiger
Eigenschaft.

Beweis:

Xr(Z) = xs(h1(Z), ..., hp(X))
= x50 (h1,...,h,)(Z)
6.17 Beispiel Sei R C N* mit
Raxy gdw x ist ganzzahliger Anteil der Quadratwurzel von y.

Dann ist R primitiv rekursiv
Rxy gdw z-z2 <yA(z+1)-(z+1)>y
Wende Lemma an mit
Suvw gdw u < v Aw > v

h1(:L',y) =TT, hQ(:C:y) = y>h3($7y) = (:U—I—l) : ($+1)
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Weitere Abschlusseigenschaften von P(N)

6.20 Definition

1. Die beschrankte Summation und beschrankte Multiplika-
tion mit der Funktion ¢ : N"*! — N sind erklirt durch

fih: Nt . N
f@y) = D> g@=2) @y =][]9@ 2

z2<y z2<y

2. Die beschrinkte Minimierung mit der Funktion g : N**1 —
N ist erklirt durch die Funktion f : N"*1 — N mit

u u <y, g(Z u) =0und g(Z,z) > 0firz <u
f(@Z,y) =40 g(Z,2)>0firallez <y

T esgibtu < ymit g(ZF,u)T, g(F,2) > 0firz < u

Bezeichnung f(Z, y) = p.<y[g(Z, z) = 0]
3. Die beschrinkte Minimierung mit einer Relation R C N"*!
ist erklirt durch die Funktion f : N"™! — N mit

kleinstes z mit z < y A RZz falls z existiert

f(a?,y)Z{
Yy

sonst

Schreibe f(Z,y) = pz < y.RZz f ist total.
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Fallunterscheidung mit primitiv rekursiven

Relationen
6.18 Lemma
R; C N"1 < 4 < m sind paarweise disjunkte primitiv rekursive Re-
lationen und A1, . .., hy,y1 n-stellige Funktionen mit h; € P(N)
i=1,...,m+ 1

Dann gilt fir f : N* — N mit
hi(x) falls R %

@ =N @)  falls Ry7
hmy1(Z)  sonst
f e P().
Beweis:
f(&@) = xr (%) - ha(Z) + -+ + XRm(2) - A (T)+
(I = (X v vER(T)) * hms1 (F)

6.19 Beispiel Maximum und Minimum von (n)-zwei Zahlen

z fallsz >y
max(x, y) =
y sonst
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Beispiele

6.21 Beispiel
1. Mit g(y) = y + 1 ergibt sich

fly) = Zg(z) _ (y+1)é(y+2)
hy) = JJoe(2) = facly +1)

Mit g(z, y) = x ergibt sich

fay) = Y@z =z-(y+1)

z2<y

h(:c,y) = Hg(xvz) = g™

2<y

2. Sei f(z,y) = po<ylg(z, z) = 0].
Wir betrachten zwei Funktionen g:

0 >
g(z,y) =z —y liefert f(z,y) = { Y
z <y
z-y z+y>0 0 >0
T,y) = liefert T,y) =
9(z,y) {T conet [z, y) {T 0
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3. Beschriankte Minimierung mit einer Relation

o f(x) = ganzzahliger Anteil der Quadratwurzel von x
=py <w(y-y<zAy+1)-(y+1) >z
put<z(t+1)-y>ax falsy >0

0 sonst

° mmody:{

o xdivy =
z— (xdivy) -y fallsy >0

0 sonst

6.22 Lemma P (N) ist abgeschlossen beziiglich beschrinkter Sum-
mation, beschrankter Multiplikation und den beschrinkten Minimie-
rungen.

Beweis

1. Sei g € P(N); zu zeigen ist f, h € P(N), wobei

flxy) = D g(=z,2)
z2<y
hz,y) = [lalx 2)
2<y
Es gilt
f(x,0) = g(z,0) flz,y+1) = f(z.y)+g(@y+1)
h(z,0) = g(=,0) h(z,y+1) = h(z,y)- g(=,y+1)
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Der Beweis zur beschrankten Minimierung soll noch an folgendem
Beispiel verdeutlicht werden. Sei

2
gz, y) =z —y

Die folgende Tabelle verdeutlicht die Berechnung von f(5, y)

Y | g(5,9) fo(5,y) f(5,9)
0 5 1 0
1 4 1 0
2 1 1 0
3 0 0 3
4 0 0 3

3. Ist R primitiv rekursiv und f durch beschriankte Minimierung aus
R wie eben definiert, so ist f € P(N). Es gilt ndmlich
f(&,0)=0

i} f@y) falls REf(7,y)
f(&y+1) =
y+1 sonst
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also

f = R(g,h1) mit hi(z,y,2) =y +g(z,z+1)
h = R(g, hs) mit ha(z,y,2) =y -g(z,z+1)

Es gilt g;, hi € P(N), also f, h € P(N)

2. Seig € P(N) und f(z,y) = p.<ylg(z, z) = 0]. Fiir den
Nachweis, dass f € P(N) gilt, muss f in der funktionalen Pro-
grammiersprache zu P (N) programmiert werden. Die Idee hierzu
spiegelt die natiirliche Berechnung von f(z, y) wider: Wir bilden
die Funktion

[ 1 g(z,u) > 0fiiralleu < z
fo(w, 2) = { 0 sonst
und summieren die Werte fo(x, z) fir z = 0,1,...,y auf.
Setze also

fo(z, z) = sgn H g(z,u)

u<z
dann gilt fo € P(N) nach 1. und eine kurze Uberlegung zeigt

> fo(z,2) folw,y) =0
f(x,y) = zzy
0 sg—n(fo(:r,y)) =0

Also gilt f € P(N) nach 1. und Lemma 6.12.
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Beschrankte Quantifizierung

6.23 Definition

Sei R C N"*!. Definiere Relationen T C N"*! und S C N+
durch beschrédnkte All-/Existenz-Quantifizierung durch

SZb gdw es gibt y < b mit RZy (Schreibe y < b. RTy)
TZb gdw fiir alle y < b gilt RFy (Schreibe Vy < b. RZy)
6.24 Lemma

Die primitiv rekursiven Relationen sind abgeschlossen gegeniiber be-
schrankter Quantifizierung.

Beweis: Sei STb gdw Jy < b.RZy

Danngilt xs(&,0) = xr(Z,0)

xs(@, b+ 1) = max(xr(Z,b+1),xs(Z,b))
Wegen T'Tb gdw =3y < b.—RZy folgt die Behauptung.
6.25 Beispiel

Die Teilbarkeitsrelation | ist primitiv rekursiv.

e r|ygdw I <yt-z=y
Rrxyzgdw z-x =y
Dannist z | y gdw Sayy gdw 3t < y.Rxyt gdw
dt<yt-x=y

e {p : pist Primzahl} ist primitiv rekursiv.
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Primitiv rekursive Codier- und
Decodierfunktionen

Paarungsfunktionen, Codierung von Zahlenfolgen
6.26 Definition

Die Cauchysche Paarungsfunktion (-,-) : N* — N wird defi-
niert durch

(,y) =((z+y)(z+y+1)div2) +y

Sie ist primitiv rekursiv und bijektiv.

(CL‘,y) (O,O) (1,0) (071) (270) (171) (072)

(z,y) 0 1 2 3 4 5...
Abzihlen auf geeigneten Diagonalen: « + y konstant.
(2, y) kommt auf der Diagonalen  + y + 1 vor.

e 1z + y komplett gefiillte Diagonalen: 1 4+2+ -+ -+ (z +y) =
(x+y)(xz+y+1)div2

e In der Diagonalen, in der (z, y) steht, kommen noch y viele Punk-
te vor dem Punkt (z, ).

Also ist (-, -) : N> — N bijektiv
Definiere folgende Umkehrfunktionen first, rest: N — N mit
(first(z), rest(z)) = z und

first({(z,y)) = =
rest((z,y)) =y
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Wertverlaufsrekursion

Beachte: Die Folgenkodierung ist eindeutig bis auf Nullen am rechten
Folgenende, d.h. es gilt [z, ..., zs] = [0y ..., Tn, 0,...,0].
Die Elemente x( bis x, mit x,, # 0 konnen eindeutig bestimmt
werden.

6.29 Lemma Wertverlaufsrekursion

Sind g : N"*' — Nund h : N*™? — N primitiv rekursiv, dann
auch f : N™™' — N mit

e f(£,0) =g(%,0)

o f(Zy+1)=h(Z[f(Zy),. . ., f(Z0)],y)

Hier greift die Rekursion auf beliebig viele Vorgangerwerte zuriick.
Beweis:

Die Hilfsfunktion F/(Z,y) = [f(Z,y), ..., f(Z,0)] ist primitiv
rekursiv, da

* F(%,0) = (9(,0),0)

o F(Z,y+1) = (h(Z,F(Z,y),y), F(Zy))

und somit ist
(&, y) = get(F(Z,y),0) = first(F (&, y))

primitiv rekursiv.
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Paarungsfunktionen Codierung von Zahlenfolgen

6.27 Lemma Die Funktionen (-,-) : N> — N und first, rest:
N — N sind primitiv rekursiv.

Beweis:

Nach Def. von (z,y) = z, folgt z < z und y < z.

Dann
first(2) = pz < 2.3y < z.(z,y) = 2

rest(z) = py < z.3z < z.{z,y) = 2
Nach Lemma 6.24 und Lemma 6.22 sind first und rest primitiv rekursiv.
Codierung endlicher Zahlenfolgen
6.28 Definition Sei xg,...,x, Zahlenfolge. Die Codierung
[zo, ..., z,] € N wird induktiv iiber n definiert durch
e [] = 0 (Codierung der leeren Folge)
[ ]

[.’,U(), ey mn] = <J}0, [wlv e ,.’,U"]>
Die Folgenzugriffsfunktion get : N2 — N sei definiert durch

e get(z,0) = first(z)
e get(z,i+ 1) = get(rest(z),1)

Die Folgenzugriffsfunktion liegt in P (N).
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Beispiel

6.30 Beispiel

1. Sei f definiert durch
o f(z,0)=1
o f(x,y+1)=f(z,ydiv2)+1
Dann ist f € P(N): Wihle im obigen Lemma h(x,u,y) =
succ(get(u, y div 2)).
2. Folgenverkettung = : N> — N
(nicht Multiplikation von Zahlen!)

[LE(), ceey xn] * [y07 ceey ym] = [%07 e Ty Yoy e ey y'm]
wobei z,, # 0 (falls n > 0).

Behauptung: x* ist primitiv rekursiv.
Beweis: Betrachte

Oxv=w
(u+1) *v = (first(u + 1), rest(u + 1) * v)

wegen rest(u + 1) < wu folgt die Behauptung durch Wertver-
laufsrekursion (hier wird die Voraussetzung x,, # O benétigt).
Es gilt namlich:

= (0= 2 0FD S o 20
\T/
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Beispiel (Fort.)

[Zoy .- .y zn] = (Toy [T1, ..., T]) =
—
u+1,2n#0
(o + [x1. .- zn]) (o + [21 ... 2] + 1)
+[I1, . vxn]
2
>1
D.h.
o first(u + 1) = wo < u (Listenlinge > 2)
o rest(tu+1)=[z1,...,25] < u

Wir werden diese Funktionen noch bendtigen, und zwar bei der
Arithmetisierung der While-Programme. Programme sind Folgen
von Anweisungen. Wir werden Anweisungen durch Zahlen codie-
ren und dementsprechend Programme durch die Codierungen der
Zahlenfolgen darstellen. Um die Interpreterfunktion zu simulieren
bendtigen wir die Folgenzugriffsfunktion und die Folgenverkettung.
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Simultane Rekursion (Forts.)

Da F(Z,0) = [g1(Z,0), ..., gm(Z,0)]

und

F(f7y + 1) = [h’l(fv F(f7y)ay)7 R hm(fv F(f7y)a y)]
und fiir festes m die Funktion [k1, ..., kn,] : N — N primitiv
rekursiv ist fir k; : N — N, k; € P(N).

Aus fi(Z,y) = get(F(Z,y),4) ¢ = 1,..., m folgt die Behaup-
tung.

6.33 Beispiel

Sei paar : N — N? die Umkehrung der Cauchyschen Paarungsfunk-
tion. Es gilt
paar(0) = (0,0) und

paar(n+1) = {(y +1,0) falls paar(n) = (0,y)

Zeige: paar(n) = (first(n), rest(n)).
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(x — 1,y + 1) sonst, wobei paar(n) = (z,y)

Simultane Rekursion

6.31 Definition

Eine Funktion f = (f1, ..., fm) : N — N heiBt primitiv rekur-
siv, falls jede Komponentenfunktion f; : N* — N4 =1,...,m
primitiv rekursiv ist.

6.32 Lemma Simultane Rekursion

Sind g : N*™1 — N™ und h : N"™™F1 . N™ primitiv rekursiv,
dann ist auch die Funktion f : N"*1 — N™ mit

o f(Z,0) = g(Z,0)
o f(Z,y+1)=h( f(Z,v),y)

(= ist als Gleichheit von Vektoren zu lesen).

Beweis:
Die Hilfsfunktion

F(fyy) = [fl(f7 y)» .. -7fm(f7 y)]

ist primitiv rekursiv.
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Sind alle totalen , berechenbaren” Funktionen
primitiv rekursiv?

e Numeriere effektiv alle primitiv rekursiven Ausdriicke, z. B. lexiko-
graphische Anordnung der Warter iiber dem Alphabet

{NULL,SUCC, PROJ, KOMP, REK, (,),0,...,9,,}

e Sei 7; der i-te primitiv rekursive Ausdruck in dieser Nummerierung
(Lange + Lexikographisch).
o Definiere Diagonalfunktion d : N — N durch

d(n) = f(n) +1

Dann ist d total und ,effektiv berechenbar".

6.34 Satz Diagonalschluss fiir primitiv rekursive Funktionen

Die Funktion d ist nicht primitiv rekursiv.

Beweis:

Ware d primitiv rekursiv, dann gibe es einen primitiv rekursiven Aus-
druck 7, so dass d = f%). Dann aber

FO(n) = d(n) = f(n) + 14
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Eigenschaften der Ackermann Funktion

Az, y) > y.

A(z,y1) > A(zx, y2), falls y1 > y2 (Monotonie).
Az +1,y) > A(z,y + 1).

Az + 2,y) > A(z, 2y).

A ist total. (wie zeigt man dies!)

A ist effektiv berechenbar.

IS S o

proc AKM(in z,y : nat,out z : nat)
{true}call AK M (x,y, z){z = A(z,y)}

begin
ifr =0
then z := y + 1;
else
ify=20
then call AK M (pred(x), 1, z);
else
call AK M (x, pred(y), z1);
call AK M (pred(x), z1, z);
end;
end;
end.

Die Prozedur ,sollte" korrekt kommentiert sein! (Nachweis!) iber
(Nat, ..., A).
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Universelle Funktionen fiir P(N)

6.35 Folgerung Aufzihlung der einstelligen Funktionen in P (N)
Es gibt keine universelle primitiv rekursive Funktion f : N> — N
fir P(N), d.h. eine Funktion f € P(N) mit der Eigenschaft

Vg € P(N)3Ji € N: f(i,-) = g(-) (¢ heiBt Index fiir g).

Beweis: Sei f : N*> — N universelle Funktion fiir P (N).

Sei d'(z) = f(z,z) + 1.

Angenommen f € P(N). Dann d’ € P(N) und es gibt i € N mit
d'(z) = f(i,x) firz € N.

Insbesondere f(i,4) = d'(i) = f(i,4) + 1 4

Gesucht: Konkrete Funktionen, die nicht primitiv rekursiv sind.

6.36 Beispiel Ackermann Funktion

e A(0,y)=y+1
o A(x+1,0) = A(x,1)
e Alx+1,y+1)= Az, A(z+ 1,y))

A ist eine totale Funktion.

A ist ,eine Art" universelle Funktion fiir P (IN).

6.1 Primitiv rekursive Funktionen P (N) 123

Eigenschaften der Ackermann Funktion (Forts.)

7. Fiir jede primitiv rekursive Funktion f : N" — N gibt es ein
r € N, so dass

(@) < A(r,max{z1,...,z,})

Beweis: Induktion iiber Aufbau von P (N).

e Grundfunktionen: wahle r = 0

0

z1+1 < A0, max{zi,...,z,}) = max{zi,...,z,} +1

X
e Sei f=go(hy,...,hy)undy = max{zi,...,z,}.
wobei fiir g durch r, h; durch s; beschrankt sei, d. h.
9(Z) < A(r,y), hi(Z) < A(si, y).

f(&) =go(hy,...,h) (&) = g(hi(Z), ..., him(T)) =
< A(r,max{hi(Z),..., hn(Z)})

(2)
S A(T7 maX{A(Sh y)7 e >A(Sm7 y)})
@ A(r, A(max{si,...,Sm},v))

(2)(3)
< A(max{si,...,Sm,r}, A(max{s1, ..., Sm, 7}
+1,9))
= A(max{s1,...,$m, "t +1,y+1)
3)
< A(max{si,...,Sm, "} + 2,y)
Wihle max{si, ..., Sm, 7} + 2 als Konstante fiir f.
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Eigenschaften der Ackermann Funktion
(Forts.)

e Sei f = R(g, h).
g sei durch 7, h durch s beschrénkt.
Hilfsbehauptung;:
f(&, 2) < A(max{r,s} + 1,y + z) mit
y = max{xi,..., Ty}
Beweis: Induktion iiber z. (einfach).
Setze p := max{r, s} + 1. Dann

(2) (4)
A(p,y+2) < A(p, 2max{y, 2}) < A(p+2, max{y, z})
p + 2 kann als Konstante fiir f gewahlt werden.

8. Die Ackermannfunktion ist nicht primitiv rekursiv, d. h.

A& P(N).
Beweis:
Angenommen A € P(N). Dannist f mit f(z,y) = A(z,y)+1
primitiv rekursiv. Es gibt (wegen 7.) ein » € N mit
f(z,y) = Az, y) + 1 < A(r, max{z, y}).
Insbesondere fiir x =y = r

flryr) = A(r,r) +1 < A(r, 1) 4
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Minimierung

6.37 Definition Minimierungsoperator
Sei f : N""! — N eine Funktion n > 1.
g : N — N entsteht aus f durch Minimierung, falls gilt

g9(Z) | gdw 3y (f(Z,y) L A f(Z,y) =0A
Vz (z <y — (f(&2) | AN f(Z2) >0)))

In diesem Fall ist g(&) als das eindeutig bestimmte y definiert.

Schreibe: g(Z) = py. f(Z,y) =0,
(kleinste y, so dass f (&, y) null ist)

6.38 Beispiel
e +:NXxN-—N
g(x) = py.(x +y =0) = {

e x : NXxN—N
g(z) =py.(zxy=0)=0

0 =0

T sonst

Beachte:
Die Minimierung wird auf Funktionen mit Stelligkeit > 2 angewendet.

Offenbar ist P(N) nicht abgeschlossen gegen Minimierung
(siche py.x +y = 0).
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6.2 p-Rekursive Funktionen R, (N)
(partiell rekursive Funktionen)

e Primitiv rekursive Funktionen P (N)
Die bisher betrachteten Operationen auf Funktionen bilden totale
Funktionen wieder in totalen Funktionen ab.
z.B. Komposition, primitive Rekursion, Fallunterscheidung, be-
schrankte Minimierung, Wertverlaufsrekursion.

e Diagonalisierung liefert fiir jede effektiv aufzihlbare Menge von
totalen Funktionen eine Diagonalfunktion d, die total, effektiv und
nicht in der Menge liegt.

Will man alle effektiv berechenbaren Funktionen charakterisieren,
so bendtigt man partielle Funktionen.

Welche Operationen fiihren zu partiellen Funktionen?
Vergleichbar dazu: While Konstrukt der Programmiersprache.
Idee: Unbeschriankte Minimierung: Suchen nach ,erster Nullstelle".

Hat eine Funktion keine Nullstelle, so ist eine solche Suche nicht er-
folgreich sein und fiihrt somit zur Partialitat.
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p-rekursive Ausdriicke und Funktionen:
Die Klasse R,(N)

6.39 Definition Erweiterung der Ausdriicke

e Syntax: p-rekursive Ausdriicke entstehen durch Hinzunahme
der Regel
G
MIN(G)
zum Kalkil der primitiv rekursiven Ausdriicke.

e Semantik: Jeder pi-rekursive Ausdruck 7 reprasentiert fiir belie-

bige Stelligkeit n > 1 eine Funktion ffr") : N® — N durch:
f};I)N(G)(ml, cey ) = ,uy.f(G"H)(xl, ey Ty, y) = 0,
falls # = MIN(G).
Sonst bleibt f_r(r") wie im primitiv rekursiven Fall unter Beobach-
tung, dass nun partielle Funktionen vorkommen diirfen, d.h. ist
beim rekursiven Auswerten eine Teilfunktion an der betrachteten
Stelle nicht definiert, so ist auch die gesamte Funktion an der be-
trachteten Stelle nicht definiert.

e Eine Funktion f : N" — N heiBt p-rekursiv (oder partiell
rekursiv), falls f = f7(r") fiir einen p-rekursiven Ausdruck 7 gilt.

Sei R,(N) die Menge der partiell rekursiven Funktionen.
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Beispiel
6.40 Beispiel
Seim = REK(SUCC, MIN(PRO.J(1))).
Bestimme f7(rz) :N? - N.
P (z,0) = 0 oo(z,0) =a 4+ 1
@y +1) = Anerosay @ 2@ ), v)
= 1z fonos (@ 2 (@,9),y,2) = 0

0 z=0
T sonst
r+1 falsy =0
ff(rz)(ff,y) =10 false =0Ay >0
T sonst
6.41 Satz

Die Klasse der pi-rekursiven Funktionen enthilt die Grundfunktionen
und ist abgeschlossen gegeniiber Komposition, primitiver Rekursion
und Minimierung. Sie ist die kleinste Klasse von Funktionen mit dieser
Eigenschaft.

Es gilt P(N) € R,(N).
Beweisprinzip fiir Eigenschaften p-rekursiver Funktionen:
e FEigenschaft E gilt fiir die Grundfunktionen.

e E bleibt erhalten bei Komposition, primitiver Rekursion, Minimie-
rung.
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Fallunterscheidung mit entscheidbaren Relationen

6.45 Lemma Fallunterscheidung

Seien Ry, ..., R,, paarweise disjunkte entscheidbare Relationen und
hi, ..., hmy1 p-rekursive Funktionen auf N™. Dann ist die Funktion
f:N" — N mit

hl(f) falls le
=4
1@ h(Z)  falls Ry @

hm+1(Z)  sonst

p-rekursiv.

m

Sind die Funktionen h; auf R; definiert und ist h,,, 41 auf N™\ U R;

1
definiert, so ist f total.

Beweis:
Der Beweis geht nicht wie im primitiv rekursiven Fall!

Damals:
f(@) = xR (%) - hi(Z) + - - + XBpm (2) - A () +

(1 - (XRlv---va(f)) . hm+1(ff)
Diese Gleichung gilt mit partiellen Funktionen h; nicht!
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Entscheidbare Mengen
Abschlusseigenschaften

6.42 Definition

Eine Relation R C N™ heiBt (rekursiv-) entscheidbar, falls ihre
charakteristische Funktion x g : N® — N p-rekursiv ist, d. h.

xr € Rp(N)
Beachte: Jede primitiv rekursive Relation ist entscheidbar.

Es gelten fiir die p-rekursiven Funktionen und entscheidbaren Relatio-
nen zum primitiv rekursiven Fall analoge Abschlusseigenschaften.

Insbesondere:
6.43 Lemma Reduzierbarkeit

Ist S C N" entscheidbar und sind f1, ..., f, : N — N totale
p-rekursive Funktionen (z.B. wenn die f; primitiv rekursiv sind).

Dann ist auch R C N mit
RZ gdw Sfi(Z)... fo(Z) entscheidbar.

6.44 Beispiel
Sei f eine totale u-rekursive Funktion, dann ist ihr Graph entscheidbar.
Beweis:
R(Z,y) gdw (Z,y) € graph(f)
gdw f(Z) =y
Lemma mit f1(Z,y) = f(Z), fo(Z,y) =y, S = =.
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Fallunterscheidung (Fort.)- Weitere
Abschlusseigenschaften

Definiere p-rekursive Hilfsfunktionen H; fir 1 < ¢ < m + 1 auf

N+ durch

H;(%,0) =0 Hi(Z,y + 1) = hi(Z)

Dann gilt H; € Rp(N) und

f(&) = Hi(Z, XRl(f)) + -+ Hoyo(Z, xrp (%)) +
H777/+1(a—‘:7 1- (XRl +o 4+ XRm)(f))

(Beachte H, (&, y) ist fiir y > O definiert gdw h;(Z) definiert ist).

6.46 Lemma

e Die entscheidbaren Relationen sind abgeschlossen gegen —, A, V
und beschrinkte Quantifizierung.

e Die Klasse R ,(N) ist abgeschlossen gegen beschrinkte und unbe-
schrankte Minimierung mit Relationen. Ist R C N1
bar, so ist die Funktion

entscheid-

[(Z,b) = py < b.RIy

und
9(Z) = py.Rzy
p-rekursiv.
(Das kleinste y mit RZy, falls es ein solches gibt, sonst 7).
Beachte dabei f ist stets total.
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Programmierbarkeit der p-rekursiven Funktionen

e Grundfunktionen:

(n)

ANULL ist das Programm  Yyuyrr := O;
ag’[}cc ist das Programm  Ysycoc 1= succ(XéUcc);
glI)ZOJ(i) ist das Programm  Ypro ) := X'I‘;ROJ@ i <n
Yprosu =0 1>n
e Sei F = KOMP(G, Hy,...,Hy,).
Dann ist och) das Programm:
{true} XHl = XF; ag’f {Yu, = ;Z)(XF)}
Kty = Xr; o), (Vi = [0 (Xr)}
)?G = (YHI’ ce ,YHm); ag'”
Yo = & Yuy, - Y}

Yp = Yg;

(Ve = 13V (Re), o i (Xe))}

6.3 Universalitat der pe-rekursiven Funktionen
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6.3 Universalitdt der p-rekursiven Funktionen

Ziel:
Aquivalenz der pi-rekursiven und der durch while-Programme bere-
chenbaren Funktionen.

6.47 Satz

Jede p-rekursive Funktion ist durch ein while-Programm iiber N pro-
grammierbar.

Beweis: Simulationstechnik Durch Induktion iiber Aufbau der p-
rekursiven Ausdriicken zeige, dass jede partiell rekursive Funktion
durch ein while-Programm berechenbar ist.

Somit sind die Grundfunktionen programmierbar. Komposition, primi-
tive Rekursion, Minimierung von programmierbaren Funktionen liefern
programmierbare Funktionen.

Voraussetzung: Werden mehrere Programme benétigt, so Verwendung
unterschiedlicher Variablen (ggf. Umbenennung von Variablen).

7 p-rekursiver Ausdruck, n > 1.

Induktive Konstruktion eines While-Programms a;"), das die Funk-
tion f") mit Eingabevariable X, = (XM, ..., X)) und der
Ausgabevariable Y. berechnet.
Verwende dabei als Abkiirzung
X =1 fir X':=¢t' ..., X" ="
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Programmierbarkeit der p-rekursiven
Funktionen

e Sei F = REK (G, H). Dann ist agl) das Programm:

1 :=0;
Xo = (Xpooo s Xpo D) o) {Ya = g(X,0)}
Yy = Yg; {Yu =g(X,0)}
while -1 = X}*! do

Xy = (X}, ..., Xp, Y, I); aff™?

(Y = h(...)}

I := succ(l);
end;
Yp := Yu;

e Sei I = MIN(G). Dann ist oz(;’) das Programm

1 :=0;
)?G = (XF,I); ong—l)
while -Ys = 0 do

I := suce(l);

Xo = (X’p,]); Oc(G"H)

{Yo = g(X,0)}

{Ye = 9(X, 1)}

end;
Yr = I;
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Universalitat der p-rekursiven Funktionen

D. h. alle partiell-rekursiven Funktionen sind while-berechenbar.

Dies gilt fiir jede praktisch anwendbare Programmiersprache, die
0, succ enthdlt und Zuweisung, Fallanweisung und Whileanwei-
sungen zuldsst. Insbesondere gilt die Behauptung auch fir N =
(N, 0, succ).
Wie zeigt man die Umkehrung: Simulation der Berechnung eines
while-Programms durch eine pi-rekursive Funktion.
I4(cx, z): Interpreterfunktion, als primitiv-rekursive Funktion
Iteration
Minimierung.
da Semantik z[[a]] 4z’ gdw 3n € N I}(a, z) = (g, 7))
Problem: Die pi-rekursiven Funktionen sind arithmetische Funktio-
nen, also muss man eine Arithmetisierung aller Konstrukte die bei den
While-Programmen vorkommen durchfiihren.

Codierung syntaktischer Objekte, die in der Definition der
Interpreterfunktion vorkommen

code : syn_obj — N

Vereinbarungen:

e Variablen sind aus Menge Var = {Vj, V4, ... } zu wihlen
e Terme enthalten nur Var, 0, succ (d.h. Programme iiber V).

e Boolesche Formeln nur mit A, =
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Codierungsfunktion code (Forts.)

Beachte:

e [-] ist die Codierung von endlichen Zahlenfolgen mit Folgenzugriffs-
funktion
x; fir[zg,...,z,] =2 (1< n
get(z,i): i [ 0 9 n] ( >~ )
0  sonst
get ist primitiv rekursiv.

Abkiirzung: z[i] fir get(z, ).
e code(z) ist wohldefiniert, wegen der Invarianz der Folgencodie-
rung in Bezug auf Nullen am rechten Folgenende.

e Codierung ist nicht injektiv:
Termcodes, Formelcodes und Programmcodes kdnnen gleich sein.
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Codierungsfunktion code

6.48 Definition Codierungsfunktion code : syn_obj — N
Induktiv iiber Aufbau der syn_obj, definiert durch:

e code(e) =0
e code(0) = [1]
e code(V;) = [2,1]
e code(succ(t)) = [3, code(t)]
e code(s =t) = [4, code(s), code(t)]
e code(—B) = [5, code(B))]
code(B A C) = [6, code(B), code(C)]
e code(V;:=t; ) = [7,14, code(t)]
e code(if B then 3 else v end; ) =
[8, code(B), code(3), code(~)]
e code(while B do 3 end; ) = [9, code(B), code(f3)]
e code(A;...A,) = [code(Ay),...,code(A,)]
(Anweisungen A;,n > 2)
e z:V — NZustandmit VC {Vp,..., Vi, } so
code(z) = [zo, ..., Tm)
mit x; = z(V;), falls V; € V, sonst z; = 0.
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Codierungsfunktion code Beispiel

6.49 Beispiel

Sei o das Programm:

Vo i= V5
Vs 1= 0;
while =V5 = V35 do

Vo = suce(Vp);

Vs := succ(V3);
end;
code(a) = [code(A1), code(As), code(As)]

= (code(A1), (code(Asz), (code(As),0)))
code(Ar) = [7,0,[2,1]] = [7,0,7] = 97895
code(As) = [7,3,1] = 182
code(As) = [9, code(—=Va = V3), code(Vy := suce(Vp);
—_—
Vs 1= succVs))]

[5, code(_V2 =V3)]

[5, 14, [2,2], [2, 3]]]
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Primitiv rekursive Simulation der Primitiv rekursive Simulation der Auswertung
Termauswertung B-Ausdriicke

e Definiere Auswertungsfunktion Boolescher Formeln

- . N2
® Definiere Termauswertungsfunktion 7 : N* — N, so dass B N? — N, so dass fiir alle B-Formeln B und Zustinde 2 gilt

fiir alle Terme t und Zustande z gilt

(%) 7(code(t), code(z)) = valn . (t) () B(code(B), code(z)) = {1 fals N |=. B

0 sonst
7 ist somit auf den Codes von Termen und Zustdnden eindeutig

o ¢ Definiere 3 durch Fallunterscheidung + Wertverlaufsrekursion.
definiert. (Dies geniigt!)

Definiere 7 durch Fallunterscheidung wie folgt x=(T(z[1],9), 7(z[2],y)) falls z[0] = 4
1—B(z[1],y) falls z[0] = 5
0 falls £[0] = 1 (konst 0) B(z,y) =
( - y[z[1]] falls £[0] = 2 (var) B(z[1], y) - B(=[2], y) falls z[0] = 6
Y= 7(z[1],y) + 1 falls z[0] = 3 (succ) 2001 sonst
2001 sonst Offenbar ist 3 € P(N) und 3 erfiillt ().

Offenbar ist = € P(N) (Fallunterscheidung primitiv rekursiver
Relation) und 7 erfiillt (x).
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Primitiv rekursive Simulation der Interpreterfunktion (Forts.)
Speicheranderungen + Interpreterfunktion

i({p, y)) wird durch Fallunterscheidung definiert:
o Definiere Fantion fiir Speicherdnderungen (bei Zuweisun- i((p,y)) =
gen): o : N? — N, so dass fiir alle Zustinde z, Variablen V; und
Werte a € N gilt:

(p,y) fallsp =0
(o o %) o(code(z),i,a) = code(z(Vi/a)) (rest(p), o(y, first(p)[1], falls first(p)[0] = 7
Definiere o rekursiv iiber 7 durch T(first(p)[2], v)))
o(z,0,a) = (a, rest(x)) (first(p)[2] * rest(p), y) falls first(p)[0] = 8
o(x,i+ 1,a) = (first(z), o(rest(z), ¢, a)) und B(first(p)[1],y) =1
Offenbar ist o € P(N) und erfiillt (x * ). {first(p)[3] * rest(p), v) falls first(p)[0] = 8
e Definiere Funktion zur Simulation der Interpreterfunktion und S(first(p)[1], y) = 0
Iy, i : N — N, so dass fiir alle Programme « und o’ und (first(p)[2] * p, y) falls first(p)[0] = 9
Zustinde z und 2’ gilt: und B(first(p)[1],y) =1
(% % %) In(a,z) = (o, 2)) gdw (rest(p), y) falls first(p)[0] = 9
i({code(c), code(z))) = (code(a’), code(z')) und B(first(p)[1],y) =0
¢ muss fiir Codierungen der Form (p, y) richtig arbeiten. (2001 sonst
Beachte es gilt Offenbar ist ¢ € P(N) und erfiillt (* * s%3x).

p = (first(p), rest(p)) (Paarungsfunktion) und fir p > 0 die
erste Anweisung des von p codierten Programms den Code first(p)
und das Restprogramm den Code rest(p) haben.
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Simulation der Speicherinitialisierung und
Ausgabefunktion

e Speicherinitialisierung fiir Programm mit Code p,
inp™ : N"t1 & N.
Initialisierung bei Eingabe von m-Zahlen x4, ..., x, in den Va-
riablen Vi, ..., V,,. V} dient als Ausgabevariable.

inp<n)(p7 L1y .- 71:77.) = <p7 [07 L1y 71:77.])

e Ausgabe des berechneten Wertes fiir Programm mit Code p,
out : N — N

out({(p, z)) = (0]
e inp™ und out sind in P(N).

Wir haben nun alle Bestandteile zusammen um die Simulation der
while-berechenbaren Funktion durch die partiell rekursiven Funktionen
nachzuweisen. Die Interpreterfunktion ist so lange zu iterieren, bis als
Restprogramm das leere Programm (mit Codezahl 0) entsteht. Die-
se Iterationszahl kann als Zeitkomplexititsfunktion betrachtet werden.
Sie misst namlich die Anzahl der ausgefiihrten Anweisungen sowie die
Anzahl der ausgewerteten B-Formeln.
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Aquivalenz while-berechenbaren und p-rekursiven
Funktionen

6.51 Satz

Ist f : N — N mit n > 1 durch ein while-Programm in N
berechenbar, dann ist f p-rekursiv.

Beweis: o.b.d.A. Eingabevariable V7, ..., V,,, Ausgabe V;.

Alle anderen benutzten Variablen mit O initialisiert (d. h. Codezahl fiir
Zustand der Vj, ..., V), belegt ist auch Codezahl fiir Zustand der
Vo, ooy Vi, Vur1, - .., Vi belegt, wobei V41, ...,V mit O
belegt werden).

Sei « ein solches Programm, « berechne f : N — N, dann gilt
f(@1, .. @) = o™ (code(a), z1, . .., zn)

Da ¢™ € R,(N) gilt auch f € R,(N).

These: Die Klasse der berechenbaren Funktionen ist R, (N).

6.52 Folgerung Jede Funktion f € R, lasst sich mittels maxi-
mal einmaliger Anwendung der Minimierung angewandt auf eine totale
Funktion definieren.

Beweis: f(x1,...,z,) = @™ (code(ay), @1, . .., x,), wobei
f vom Programm oy mit Eingabevariablen V7, ..., V}, und Ausgabe
Vi berechnet wird.

Beachte: Zu f € R, f : N* — N gibt es ein p € N, so dass
flzy, ... ) = cpé”)(azl, ..., @y,). pist Index fiir f.
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Laufzeitfunktionen
Universelle Funktionen

6.50 Definition Zeitkomplexitdtsfunktion

Sei p Code eines Programms mit Eingabevariablen V7, ... V. Die
Laufzeit (Anzahl der Rechenschritte) bei Eingabe a1, . . . , @, sei de-
finiert durch folgende ji-rekursive Funktion &™) : N1 — N mit

CID(")(p, Ty enn, Tp) = Mt.ﬁrst(i”(inp(")(p, T1y...,Zp)) =0

P heiBt Zeitkomplexitatsfunktion.

Simulation der Berechnung des Programms mit Codezahl p bei Ein-
gabe =1, . .., x, durch p-rekursive Funktion (™ : N1 — N.

80<n)(p, L1y .., x) = out(i¢(7L><p’z1""’M)(inp(")(p, Ty, .., x)))

<p<")(p, T1,...,%n) | gdw Programm mit Code p terminiert
bei Eingabe 1, ..., z,.

go(")(p, Z1,...,&y) ist dann die Ausgabe (in Vj) vom Programm

mit Codezahl p bei Eingabe x1, ..., 2z, in Vi,..., V.

~> Universeller Rechner fiir While-Programme

Schreibweisen: @;m(a:l, ey xy) fur 4,0(")(;07 Ty evny Tp)

bzw. ‘I’;)")(xl, ooy y) fir <I>(”>(p, Ty vnyTp)-

(n) weglassen, falls n = 1.

Offenbar gilt @™, (™ € R, (N).
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Universelle p-rekursive Funktionen

Es gibt Funktionen f : N> — N mit f € Rp(N), so dass es
fiir jede p-rekursive Funktion g : N — N einen Index ¢ gibt, mit

f(iv—) =4g.

Beachte: Es gibt stets co-viele i fiir festes g. (wihlez.B. f = go(l))

Das Ergebnis fiir While-Programme l3sst sich leicht auf rekursive Pro-
gramme iibertragen.

code(call . ..)
Fiir die erweiterte Interpreterfunktion I, lasst sich wiederum eine pri-
mitiv rekursive Simulation i leicht angeben. Man erhlt entsprechend:

Jt Ih(a, 2) = (e,2) & 3 z‘é((code(a), code(z))) =
(0, code(2"))
Insbesondere gilt:

Rekursive While-Programme kénnen nicht mehr berechnen als While-
Programme.

Beide Klassen sind R,,(N).( Fiir die Algebra V)
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6.4 Grundziige der Rekursionstheorie

Folgerungen aus der Existenz universeller Funktionen
™ ;N1 L N
So(n) . Nn+1 N

Zeitkomplexitatsfunktion
Universelle Funktion

6.53 Lemma Eigenschaften von ®(™ bzw. ™:

®™ und (™ haben denselben Definitionsbereich.

Die Relationen Beschrinkte Laufzeit BLZ C N"*?

BLZ = {(p,Z,b) € N"*2 . & (p, Z) < b}

und Beschrénkte Berechenbarkeit BBER C N"*?
BBER =

{(p, %, b,y) € N""*: & (p, &) <A™ (p, &) =y}
sind primitiv rekursiv.

Beweis:

Definitionsbereiche gleich folgt aus Definition von &™) bzw. (™).
Relationen primitiv rekursiv, da

BLZ = 3t < b. first(i'(inp™ (p, ©))) = 0

rel(p,&,t) primitiv-rekursiv

bzw.
BBER = 3t <b.
(first(i' (inp™ (p, ©))) = 0 A out(i' (inp™ (p, Z))) = v)

rel(p,&,t,y) primitiv-rekursiv
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Folgerungen - Programmtransformatoren

Beachte:

Bei obiger Situation gilt auch fiir beliebige n € N und [ mit 1 <
I < m die Aussage

M (p, 2, 5) = " (s50(p, §), T, )
fiir alle Z € N*.
6.55 Lemma

Es gibt eine primitiv rekursive Funktion compose : N> — N, so
dass fiir alle p, ¢ € N gilt

Pcompose(p,q) (J}) = SDP(QOQ (.’1?))

Beweis:

Die Funktion f(z, p, q) = ¢p(@q(x)) ist p-rekursiv. Sei a Index
zu einem f berechnenden Programm. D. h.

©®(z,p,q) = fga;,p, q) fir (z,y,q) € N?
_ 1
B (‘082,1(114)#)(33)

D.h. compose(p, q) = s2,1(a, p, q) ist primitiv rekursiv.

L3sst sich auf andere Operationen iibertragen:

Primitive Rekursion, Beschrankte Minimierung, Minimierung, Wertver-
laufsrekursion.
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Folgerungen

6.54 Satz s-m-n Theorem

Zusammenhang zwischen universellen Funktionen. Zu jedem Paar

m,n € N mitn > 1 gibt es eine primitiv rekursive Funktion

Smon N+l N, so dass fir alle p € N, & € N* und § € N™

gilt:
P (p, 7, 7) = @ (S0, ), F) =@ ()

sm,n(p.7,
Beweis:

In Anhingigkeit von ¢ ist der Programmcode p so abzuindern, dass
die Werte %/ nicht iiber die Eingabe eingelesen, sondern im Programm
zugewiesen werden. Hierbei ist zu beachten, dass die Eingabezahlen
durch geeignete Terme dargestellt werden.

Ist p = code(a) muss sy, ,(p, ¥) der Code zum Programm

Vot = succ’(0); .. .5 Vigm = succ’™(0); « sein.
Sei
Sma(PsY) = [[Tsn+ 1, h(y)], -, [T, +m, h(ym)]] * p

Mit * die Folgenverkettungsfunktion von Beispiel 6.30 und h : N —
N wobei

h(0) = [1] (code von 0), h(y+1) =[3,h(y)],
d.h. h(y) = code(succ?(0))
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Rekursiv aufzdhlbare Relationen

Wir haben bisher Relationen betrachtet, die entweder primitiv rekursiv
oder rekursiv entscheidbar waren. Eine weitere Klasse von Relationen
sind die effektiv aufzihlbaren Relationen.

6.56 Definition

Eine Relation R C N" heiBt rekursiv aufzidhlbar, wenn es eine
berechenbare (pu-rekursive) Funktion f mit Definitionsbereich R gibt,
d.h.

R C N" rekursiv aufzihlbar gdw 3f € R,(N) : dom(f) = R
also (f(Z) | gdw RZ (z € N"))

6.57 Lemma

R C N" ist entscheidbar gdw R und — R rekursiv aufzihlbar.
Beweis:

Sei R entscheidbar. Dann ist auch = R entscheidbar.

R ist Definitionsbereich der Funktion

(&) = {1 falls R%

T sonst

f € Rp(N) (Beachte dabei T (x) =7 alle z ist in R,(N)).
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R.a. Relationen - Charakterisierungen

Seien R und — R rekursiv aufzihlbar und a bzw. b Programmindizes
von Funktionen, die als Definitionsbereich R und — R haben.

Sei
F(@) = pt.(@{(@) < tv (@) < t)
f € R,(N) und total, da jedes Z entweder in R = dom (™)

oderin "R = dom((pgn)) liegt.
Weiterhin ist  R# gdw ®("(Z) < f(&) entscheidbar.

6.58 Lemma R.a. Relationen und entscheidbare Relationen
R C N" ist rekursiv aufzihlbar gdw es gibt eine entscheidbare Re-
lation S C N+ mit RZ gdw Jy STy.

Beweis:

e Sei R rekursiv aufzihlbar. Sei a Index mit R = dom(p{™).
Dann gilt

RZ gdw (%) | gdw 3y (7)) <y

Die Relation SZy gdw ®,(&) < y ist entscheidbar (sogar pri-
mitiv rekursiv entscheidbar).

o Gelte R¥ gdw Jy SZy mit S entscheidbar. Dann ist f(Z) =
wy.SZy berechenbar und hat als Definitionsbereich genau R.

(Lemma gilt auch, wenn entscheidbar durch primitiv rekursiv ersetzt

wird.)
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Folgerungen - Weitere Charakterisierungen

6.60 Lemma

Sei f eine totale Funktion. Dann gilt f € R,(N) gdw graph(f)
ist entscheidbar.

Beweis:

Sei f total, berechenbar. Dann ist die Menge {(Z, y) : f(Z) = y}
entscheidbar, d.h. graph(f) ist entscheidbar (siehe auch Beispiel
6.44).

Ist graph(f) entscheidbar, so ist auch graph(f) rekursiv aufzahl-
bar und somit f berechenbar.

Einfacher: f(&) = puy. Xgraph(s)(z,y) = 1.

6.61 Lemma Effektive Aufzdhlungen r.a. Relationen

R C N" ist rekursiv aufzihlbar gdw R = & oder es gibt totale
berechenbare Funktionen fi, ..., f, : N — N mit

R={(fi(d), ..., fald)) : i € N},

Man kann also R mit Hilfe der Funktionen f; ,effektiv* aufzihlen.

Ist n = 1, soist R = 4m(f1), d.h. R ist Bild einer totalen
berechenbaren Funktion.
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Zusammenhange

6.59 Lemma

f + N® — N ist berechenbar gdw der Graph von f rekursiv auf-
zdhlbar ist. D. h.

graph(f) = {(&,y) € N : f(Z) | Af(Z) = y} rekursiv

aufzahlbar.
Beweis:

o Sei f = ™). Dann gilt fiir alle Z, y.

(Z,9) € graph(f) gdw 3b(@\(Z) < b A o["(@) = y)

szyb entscheidbar nach 6.53

also rekursiv aufzahlbar nach Lemma 6.58.

o Sei graph( f) rekursiv aufzihlbar: graph(f) = dom(npgjnﬂ)),

dann gilt
F(@) = first(uy. (@) (Z, first(y)) < rest(y)))

Dafiir betrachte man y = (z, t) als Codierung eines Paares (z,t).
Ist (Z,2) € graph(f), so gibt es ein ¢ mit ‘192""'”(5, z) =1
und der p-Operator liefert y mit y = (2, t). Fiir f(&) =1 gibt es
kein solches y.
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Weitere Charakterisierungen (Fort.)

Beweis:

Sei R C N" rekursiv aufzihlbar, R # @. Sei R = dom(go((z")),
b € R fest. Definiere Funktionen f; ¢ =1, ..., n durch

x[i] falls @™ (z[1],. .., z[n]) < z[0]

filz) =
b; sonst

Durchlduft « alle natiirlichen Zahlen, so werden alle méglichen Para-

meter fiir & durchlaufen. Die Relation ®(™ (z[1], . .., z[n]) <

2[0] ist nach Lemma 6.53 primitiv rekursiv. Somit sind die f; primitiv

rekursiv, also total, und liefern alle Werte von R.

Umgekehrt ist R = @, so ist R rekursiv aufzdhlbar als De-
finitionsbereich der nirgends definierten Funktion. Sei also R =

{(f1(@), ..., fn(3)) : © € N} fi € Rp(N) totale Funktionen,

dann liefert
RZ gdw Ji(xzy = fi(i) A - Axp = fuli))

R ist rekursiv aufzdhlbar nach Lemma 6.58.
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Abschlusseigenschaften r.a. Relationen

6.62 Lemma Abschlusseigenschaften

Die r.a. Relationen sind

a) Abgeschlossen gegen existentielle Quantifizierung
R C N"™' i > 1 sei rekursiv aufzshlbar. Dann auch S mit

S¥ gdw JyRZy

b) Abgeschlossen gegen Vereinigung und Durchschnitt
Sind R, S C N" rekursiv aufzihlbar. Dann sind auch R U S,
R N S rekursiv aufzihlbar.

Beweis:

a) Sei R rekursiv aufzihlbar. Also R@ gdw JzT'dz fiir eine ent-
scheidbare Relation 7. Dann ist ST gdw
JyRTy gdw JyIzTZyz gdw b T'Zfirst(b)rest(b)

b) Sei RZ gdw Jy TZy und ST gdw Jy VZy mit T, V ent-
scheidbare Relationen. Dann gilt
(R A S)Z gdw
JyIz (T'Zy A VZz) gdw Ju (T'Zfirst(u) A VZrest(u))
und
(RV S)Z gdw
Jy3z (TZy VvV VZz) gdw Ju (TZfirst(u) A VIrest(u))
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Weitere Funktionsdefinitionen

6.63 Lemma Funktiondefinition auf r.a. Relationen
Sei g : N — N berechenbar, R C N" rekursiv aufzdhlbar. Dann

ist auch
N g(¥) falls RT
7@ :{ )
T sonst
berechenbar.
Beweis: Es gilt f(Z) = sgn(succ(h(Z))) - g(&), sofern
dom(h) = R.

Da R rekursiv aufzahlbar ist, gibt es ein A € R, (N) mit dom(h) =
R, also auch f € R,(N).

Fiihrt jede Definition einer Funktion durch Fallunterscheidung mit
paarweise disjunkten r.a. Relationen wieder zu berechenbaren Funk-
tionen?

Sind die r.a. Relationen eine echte Obermenge der entscheidbaren Re-
lationen. Gibt es r.a. Relationen die nicht rekursiv entscheidbar sind?
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Zusammenfassung
Charakterisierungen der r.a Relationen

Sei R C N", dann sind dquivalent:

o R C N" ist rekursiv aufzihlbar.

R = dom(f) firein f € R,(N).
e R=0V R=1im(f1,..., fn) fir fi € R(N).
e R=0V R=1im(f1,..., fn) fir fi € P(N).

e Rendlich V R = im(f1,..., fn) fir fi € R(N) mit f;

injektiv.
e RX¥ gdw dy STy fiir eine entscheidbare Relation S.

e RX¥ gdw dy STy fiir eine primitiv rekursive Relation S.

R ist entscheidbar gdw R und — R sind rekursiv aufzahlbar.

Rekursiv aufzdhlbare Relationen sind abgeschlossen gegen U, N, 3.

Was mit = und V ?
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Unentscheidbare Relationen

Wichtige Probleme

e Das allgemeine Halteproblem: K, C N>
Ko = {(aa :17) € N2 : Qoa(x) l}

e Das spezielle Halteproblem (Selbstanwendungsproblem):
KCN
K = {a € N: ga(a) |}
e Sei f: N — Nmit f € R(N), d.h. total.
Spez(f) = {a € N: ¢, = f} Menge der ,Indizes von f*
e Aquiv C N? Aquivalenz von Indizes
Aquiv = {(a,b) € N? : ¢, = @3}

Beachte: K und K sind rekursiv aufzihlbar. Wie stehen diese Pro-
bleme in Beziehung?

Erinnerung: R C N", S C N'. S kann auf R rekursiv reduziert
werden (schreibe S <, R), falls es totale berechenbare Funktionen
fiso ooy fu i N — N gibt, so dass gilt

Sz gdw RfL(T) - - - fu(Z)

Wir hatten gezeigt: Ist R entscheidbar, so auch S.
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Eigenschaften der Many-one Reduzierbarkeit

6.64 Lemma Es gilt

o <,, ist reflexiv und transitiv.

o Ist S <,, R, R entscheidbar, so ist S entscheidbar.

o Ist S <,, R, R rekursiv aufzihlbar, so ist S rekursiv aufzahlbar.
e S <, R soist S <, °R.

Beweis:

Sei R = dom(f), dannist S = dom(f o (f1,..., fn)).
Die anderen Eigenschaften sind leicht zu beweisen.

6.65 Lemma

Es gilt
e K <,, Ky @ K <,, spez(f) e Spez(succ) <,, Aquiv

Beweis:
eEsista € K gdw (a,a) € Ko (f1, fo ldentitit auf N).
e Sei f : N — N total berechenbar. Definiere

f(z) fallsp e K
T sonst

P(z,p) = {

1) ist berechenbar, also gibt es ein a € N mit ga((f) = 1.
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Folgerungen

6.67 Folgerung Es gilt

o Ky, Spez(f)(f € R) und Aquiv sind unentscheidbar.
e K, K sind nicht rekursiv aufzihlbar.

e Die rekursiv aufzdhlbaren Relationen sind nicht abgeschlossen ge-
geniiber Komplementbildung und Allquantifizierung.

e Die entscheidbaren Relationen sind nicht abgeschlossen gegeniiber
existentielle- und Allquantifizierung.

6.68 Lemma
Sei R rekursiv aufzahlbar. Dann gilt R <,,, Kj.

Beweis: Sei R C N" rekursiv aufzdhlbar. R = dom(«p&m) fiir ein
a € N.
Es gilt
FER gdw oM(@) |
gdw @5, (aagan) (T1) |
gdw (sp—11(a, o, ..., xn), x1) € Ko
Seien fi(z1,...,2n) = sp—1,1(a,z2,...,2y) und
folx1, ..., xy) = x1. f1, fo € P(N), also R <,,, K.

Die Relation K ist also die ,schwerste” r.a. Relation.
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Rekursiv aufzahlbare Relationen, die nicht
entscheidbar sind

Nach Definition von ) gilt

peEK = ¢l (x,p) = f(x)

pg K= ¢ (z,p)1

Nach s-m-n Theorem gibt es primitiv rekursive Funktion
9(p) = s11(a,p) : & (@, D) = @y (@).

e Dannist p € K gdw g(p) € Spez(f).

e Sei a € N mit ¢, = succ :
b € Spez(succ) gdw (a,b) € Agquiv.

6.66 Satz
K = {a € N: ¢q(a) |} ist nicht entscheidbar.

Beweis: Angenommen K wire entscheidbar. Wende Diagonalisie-
rungsargument an: Sei f : N — N mit

Flx) = {pr(m) +1 falsx € K

0 sonst

f € Ry(N) und f ist total. Es gibt einen Index p € N fiir f, d.h.
f = ¢p. Insbesondere f(p) = @p(p). Dies ist ein Widerspruch, da

o Istp € K,s0 pp(p) | und f(p) = @p(p) + 14
o Istp & K,s0 pu(p) Tund f(p) =04

6.4 Grundziige der Rekursionstheorie 163

Volistandige rekursiv aufzahlbare Relationen

6.69 Definition

Eine Relation S C N" heiBt vollstindig bzgl. <,,, falls S rekursiv
aufzahlbar ist, und fiir jede andere rekursiv aufzihlbare Relation R C
N™ (m 2 1)1 R S'm S gllt

S ist eine ,schwerste" rekursiv aufzihlbare Relation.

6.70 Satz Existenz vollstindiger, r.a. Relationen.

K ist vollstandig fiir die rekursiv aufzéhlbaren Relationen.

6.71 Lemma

Ist S vollstandig fiir rekursive aufzéhlbare Relationen und gilt S <,,
R fiir R rekursiv aufzéhlbar, dann ist auch R vollstandig.

Beweis:

Sei T rekursiv aufzihlbar, dannist T <,, S <,, R.D.h. T <,, R.
6.72 Folgerung K ist auch vollstandig.

Anwendung des s-m-n-Theorems. Zu zeigen:

Ko=1{(a,2) € N : gu(2) |} < K = {a: gala) |}
Betrachte Rzax gdw Koax. Dann ist R rekursiv aufzahlbar, d.h.
R = dom(tpég)). Das s-m-n-Theorem liefert:

e (2,0, 2) | gAW Doy 1 (ba)(2) |
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Vollsténdige rekursiv aufzdhlbare Relationen
Die Satze von Rice

Dann gilt mit 2z = s21(b, a, )

¢a(@) | gdw ¢ (s21(b,a,2),a,2) |
gdW <p32>1(b,a,z)(82,1(b7 a, w)) l
gdw Ksa1(b,a,x)

Da h(a,x) = s2,1(b, a,x) primitiv rekursiv ist, gilt die Behaup-
tung Ko <,, K.

Methoden fiir den Nachweis von Unentscheidbarkeit und
nicht rekursive Aufzahlbarkeit.

6.73 Satz (Rice) Entscheidbare Indexmengen

Sei S C R;l)(N) Menge einstelliger Funktionen. Dann ist die Index-
menge der Funktionen in S, die Menge S, = {a € N: ¢, € S},

genau dann entscheidbar, wenn S = & oder S = 'Rg)(N).
Also ist eine Indexmenge R C N entscheidbar gdw R = @ oder N.

Beweis:

Ist S = & oder S = ’RLD(N), so ist S, = & oder S, = N und
somit entscheidbar.

Sei S # @, # R;})(N). Angenommen S, ist entscheidbar.
O.b.d.A. T ¢& S (sonst statt .S, wahle —.S),).
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Die S&tze von Rice (Fort.)

6.75 Satz (Rice-Shapiro) Rekursiv aufzdhlbare Indexmengen
Sei S C RS)(N). Ist die Menge S, = {a € N : ¢, € S}
rekursiv aufzahlbar, dann folgt fir f € RE})(N):

- f € S gdw es gibt eine endliche Restriktion g von f in S.

Insbesondere sind spez(f) (f total berechenbar) und somit auch
Aquiv nicht rekursiv aufzihlbar.

Es gibt keine effektive Aufzihlung aller while-Programme, die nur pri-
mitiv rekursive oder nur totale pi-rekursive-Funktionen berechnen.

Beweis:
Sei S|, rekursiv aufzahlbar und f € ’R(pl)(N).

e Sei g endliche Restriktion von f und g € S.
Angenommen f & S. Betrachte die Funktion:

fly) falls Kz
g(y) sonst

F(l‘,y):{

Behauptung: F' ist berechenbar. Da

. _ g(y) falls y € dom(g)
Fw) {sgn<succm<x>>>-f<y> sonst.
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Die Satze von RICE (Fort.)

Nach Vor. gibt es eine Funktion f € S.
Definiere

f(y) falls Kz
F(z,y) =

T sonst
F ist berechenbar, also gibt es ein a € N mit F(z,y) =
<p((L2>(y,ac) = <p£11>1(az)(y). Die Funktion g(z) = s1,1(a,x)
ist primitiv rekursiv und es gilt

€ K= pyu) = f€Sgdwg(z) € Sy
g€ K= @y =1¢&S gdwg(x) €S,
Es gilt somit x € K gdw g(z) € S, d.h. K <,, S, ¢

Nichttriviale Indexmengen sind also nicht rekursiv entscheidbar. Sind
sie liberhaupt rekursiv aufzahlbar?

6.74 Definition

f : N — N heift endliche Restriktion von g : N — N, falls
dom(f) endlichist und f C g, d.h.

dom(f) endlich und f () |= (g(z) | A f(z) = g(x))
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Beweisfortsetzung

Sei a € Nmit F(z,y) = ¢ (y,2) = 95 1 (a)(¥)
€K =F(z,:)=f

€ K= F(z,-)=g

dh o & K gdw s1,1(a,x) € Sy, dh. S, ist nicht r.a. 4

e Sei umgekehrt f € S. Angenommen es gebe keine endliche Re-
striktion von f in S.

Betrachte die Funktion:

T sonst

Flz,y) = {f(y) falls ~®,(z) <y

F ist berechenbar.

Sei a € Nmit F(z,y) = ¢{7(y,2) = sy (0 (V).
Es gilt:

e r € K = F(x,-) ist eine endlichen Restriktion von f:
Da ¢ (z) |, d.h. ®,(x) = to und fiir

y <to F(z,y)=f(y)

y>to F(z,y)1

erx ¢ K= F(x,:) = f,da =®,(z) < y giltig.

z & K gdw s11(a,z) € Sy, d.h. S, ist nicht r.a. 4
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Nicht rekursiv aufzihlbare Mengen

6.76 Folgerung Der Satz erlaubt uns zu zeigen, dass gewisse Index-
mengen nicht r.a. sind.

Ist namlich A eine Indexmenge partiell rekursiver Funktionen und
p € A fiir die gilt:

a) Es gibt ein ¢ € = A mit ¢, C ¢4 oder

b) Es gibt kein Index einer endliche Restriktion von ¢, in A.

Insbesondere sind folgende Mengen A; nicht rekursiv aufzahlbar:

Ay ={z€N|p,=1,dh dom(p,;) =2}

Ay = {xz € N| dom(p,) endlich}

Ay = {xz € N|im(p,) endlich}

As = {xz € N|dom(p,) = N,d h. ¢, total}

Ay = {z € N|im(p;) = N,d. h. ¢, surjektiv}
—A; ={x € N|a & dom(p,) afest,d.h. ¢,(a) |}
—As ={x €N]|a€im(p;) afest,d. h. Jyp,(y) = a}

Wende Satz 6.75 an.

Beachte = Ag, = A5, —Ag sind rekursiv aufzihlbar.
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Anwendungen

b) Sei G € R{?(N) und a Index von G, d.h.
Gz, y) = oD (2, 9) =  @u 160 (@).

Sei f(y) = s1,1(a,y). Nach a) gibt es ¢ € N mit

qu(ac) = QDf(q)(af) = Qosl_’l(a,q)(a:) = G(xa q)

6.78 Folgerung Existenz spezieller Programme!

@ Es gibt ein while-Programm, das fiir jede Eingabe seine eigene Co-
dezahl ausgibt.

Sei G(z,y) = f;flj@)(a:, y) = y. Dann liefert RS ¢ € N mit
pq(®) = G(z,9) = g

e Es gibt eine primitiv rekursive Funktion f mit f : N — N, so dass

Va € N. dom(pp) = {2°}.

JImplizite Definition von Programmen"

Sei h(z,y) = pz.(x2 (W) =1) = {

T sonst

h € Ry dh h(z,y) = 0P (y,2) = @uy (0 ().
Wihle f(z) = s1,1(a, z).

e FPS liefert sogar Existenz von py € N mit

Ppy = Pfpg)r d-h- dom(«ppo) = dom(@f@o)) = {p%}
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Existenz von Programmen (berechenbare
Funktionen) mit bestimmten Eigenschaften

6.77 Satz Fixpunktsatz - Rekursionssatz

a) FPS. Zu jedem f € RI(N) (totale pu-rekursive Funktion) gibt
eseinp € Nmit ) = @p.
D.h. die ,,Programme" p und f(p) berechnen die gleiche Funktion.
Es muss nicht f(p) = p gelten.

b) RS. Zu jeder Funktion G € R(2)(N), G:N? SN, gibt es ein
g € Nmit p, = G(-, q).
D.h. p4(z) = G(z, q) fir alle z € N.

Beweis:

a) Betrachte die Funktion F(z,y) = ‘pf(ﬂ,l(?m/))(w)
F € R®(N). Sei ¢ Index von F, d.h.
F(;U, y) = (,0((12>(LU, y) = Psq 1(q,y)(w)
Ss—m—n ?

Setze p = s1,1(g, q). Dann gilt
1) (@) = (51 1aa)(®) = F(2,0) = @51 4 (q,0(®)
= ¢p().
Beachte: wahlt man fir f(y) = s1,1(y, y), so gibt es ein p mit
Ps1,1(pp) = P
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6.5 Die Churchsche These

Maschinennahe Programme: Register- und Turing-Maschinen.

Bisher: R, (N)=While-programmierbar iiber V.
=While-rekursiv programmierbar iiber V.

Wichtige Ergebnisse

Existenz universeller berechenbarer-Funktionen:

o . N**! — N Zeitkomplexitatsfunktion.

o M (p, &) = pt.first(i' (inp™ (p, @))) = 0
inp™ i, first € P(N)

N7L+l

o™ — N universelle Funktion fiir n-stellige Funktionen.

o ¢, 7) = out(i® "0 (inp™ (p, 7))
Kleenesche Normalform fiir fi-rekursive Funktionen.
o ™ (™ ¢ R (N) (d.h. berechenbar)
e VfERUI(N) FpeN: f=¢l
Jede berechenbare Funktion hat einen ,Index".
Satze: ,Programmtransformationen”
s-m-n Theorem: 3s,, ,, € Pm+1<p;+m(f, Y) = “P:’m‘n(p,g)(f)
Fixpunktsatz: Vf ¢ RO(N) 3p € N Crp) = Pp
Rekursionstheorem: VG € R]([?)(N) Ip €N ¢, =G(-,p)

Die Satze von Rice: Entscheidbarkeit und r.a. von Indexmengen.
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Klassifizierung von Funktionen und Relationen

f:N*"—=N
R(N Ry(N
PN ®) /(1) Funkt(N)
© 7 A
Pol / » y +
R C N" Relationen:
rekursiv bel.Relationen
prim-rek. Entsch.  jufzshibar K
] Entsch. -K,
endlich R,-R R,-R K
#P | K, Spez(f)
° 7 4 Aquiv
3 #
v
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Register-Maschinen Semantik

Vn an €N Speicher
beschreibt Zustand
Kontrolle 2(V;) = z;
i=0,...,n
P V3 x3€N
0,...,L+15> Befehlszihler V;, z9€ N
Akkumulator Vi x €N
Operand Voo z0€ N
Register
Erweiterung: RAM Registermaschine
Interpretersemantik:
Ip(lyz):{0,...,L+1} x Z2 —-{0,...,L+1} x Z
Startzustand: (0, z), Eingaben 2(V;) = x; € N
Ip(l, Z) =
(I+1,2(Vi/2(Vi) + 1)) L:Vi:=s(Vi)eP
(I+1,2(Vi/2(V;) = 1)) 1:Vi:=p(V;) eP
(Iy, 2) 1 :if V; = 0 then goto [; else goto [, € P
Az(V;) =0
(I, 2) l: if V; = 0 then goto [; else goto I, € P
Nz(Vi) #0
(1, 2) I = L + 1 oder [ kein Label in P (Stopp)
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Churchsche These

Die Klasse der effektiv berechenbaren Funktionen ist genau die Klasse
der p-rekursiven Funktionen. Jede Formalisierung von berechenbaren
Funktionen liefert die gleiche Klasse.

Wir werden einige dieser Formalisierungen kurz vorstellen.

6.79 Definition Register-Maschinen (goto-Programme iiber V)

Goto-Programme iiber der Variablenmenge V' = {V4, ..., V,,}
sind markierte Befehlsfolgen der Form

P:: 0: By
1: B1
L : By,
Mit Befehlen B;,: € {0, ..., L} einer der Formen

oV, := s(V;) oV, := p(V;) eif V; = O then goto [, else goto I,
mit V; € V,11,ls € {0,..., L+ 1} (Marken).

Die intendierte Semantik von s, p ist die Nachfolger- bzw. die Vor-
gangerfunktion auf N.
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Register-Maschinen berechenbare Funktionen

Programm P stoppt aus Startzustand z gdw keine Befehlsausfiihrung
mehr moglich.

Ein- Ausgabevereinbarungen fiir die Berechnung von Funktionen

f:N - N: ‘P berechnet f gdw

i) Die Rechnung stoppt aus Anfangszustand
z2(Vi) =z, 1 =1,...,1, 2(V;) = 0 sonst gdw
(z1,...,x) € dom(f).

i) Gilt (z1,...,x;) € dom(f), y = f(x1,...,x), so stoppt
P in einem Zustand 2’ mit 2'(Vp) = y. Also gilt:

Jt € N:15(0,2) = (L+ 1,2

6.80 Beispiel Einfache RM bzw. goto-Programme
Sei S festes Register mit Inhalt 0, d.h. 2(V;) =0
a) Register ,leeren”
V<0 0:V:=plV)
1 :if V = 0O then goto 2 else goto 0

b) Z < Z + 1, Z < Z — 1 sind leicht anzugeben.
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Einfache RM bzw. goto-Programme

c) ,Inhalt umspeichern”

Z <Y 0:Z<«<=0
copy Y nach Z 1:if Y = 0 then goto 5 else goto 2
Hilfsregister U 2:Y :=p(Y)
initialisiert mit O 3:U:=s(U)
unbedingter Sprung: 4 : if Vs = 0O then goto 1 else goto 1
goto 1 (Abkiirzung)
5 :if U = 0 then goto 10 else goto 6
6:U :=p(U)
7:Z:=s5(2)
8:Y :=5(Y)
9 :goto 5

6.81 Lemma

e Jede p-rekursive Funktion ist goto-berechenbar.
e Jede goto-berechenbare Funktion ist pi-rekursiv.

Beweisidee:

e Zeige die Grundfunktionen sind goto-berechenbar.
f=go(hi,....hnm), f=R(g,h) f=pg

Lassen sich durch Goto-Programme berechnen, falls g, h1, ..., hm, h
goto-berechenbar.

e Zeige die Funktion Ip lasst sich durch eine primitiv rekursive Funk-
tion simulieren. Dann lteration und Minimierung.
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Turingmaschinen (Forts.)

6.82 Definition

Eine Turingmaschine T ist ein 6 -Tupel T' = (Q, X, T, §, qo, F)
mit folgenden Bestandteilen:

e ( ist endliche Zustandsmenge.

3 Eingabealphabet mit 0 ¢ X. Eingabezeichen.

I" Bandalphabet mit 3 C I"' und O € I'. Bandzeichen.
qo ist der Startzustand.

F C @ Menge der Endzustédnde.

0: QXTI — QxT x{L,R, S} (oft als total verlangt)
geniigt dom(8) = (Q\F) x I'. Ubergangsfunktion.
Wird oft als Tafel oder Tabelle angegeben.

Ein Bandzustand von T ist ein Tripel (q, z, 3) mit ¢ € Q (ak-
tueller Zustand), € Z (aktuelle Kopfposition), 3 : Z — I totale
Funktion (aktueller Bandinhalt) mit 8(y) = O fiir alle bis auf endlich
viele y € Z.
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Turingmaschinen (nach A. Turing)

> = {b1,..., b} Alphabet, Leersymbol 0 &€ 3,a € X
Band Arbeitsfeld
a
Qo Steuereinheit
@ Q:{q())qla"'}
q2

endliche Zustandsmenge

Zu jedem Zeitpunkt sind nur endlich viele Felder nicht mit [J belegt.
Es gibt somit stets zusammenhangenden Block endlicher Lange, der
das A-Feld enthilt und auBerhalb davon nur Leerzeichen vorkommen.

Erlaubte Operationen:

In Abhangigkeit vom Zustand und Inhalt des A-Felds schreibe Zeichen
ins A-Feld, bewege Lese-Schreibkopf um ein Feld nach links (L), rechts
(R) oder bleibe darauf (,S), dndere Zustand.

Beschreibung durch ,Ubergangsfunktion’
0:Q XD - QxTI x{L,R,S}, wobei Q endliche Zustands-
menge und I" Bandalphabet sind.
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Turingmaschinen (Forts.)

T iiberfiihrt den Bandzustand (q,z,3) in den Bandzustand
(¢',x', 3') (Folgezustand), falls

e (g, B(2)) = (¢, B'(x), M)

o 3'(y) = B(y) firalley # x Folgezustand
x—1 falls M = L

ex'=qx+1 fas M =R
T falls M = S

Eine Rechnung von T ist eine endliche Folge von Bandzusténden
(204 .-, 2n), so dass T fiir alle 0 < 4 < n den Zustand z; in
Z;i41 Uberfiihrt.

Eine Rechnung heiBt haltend, falls z,, = (¢, z,3) A q € F.

6.83 Beispiel

Y ={1,2},I'=2u {0}, Q ={q0, q1, ¢}, F = {q2}

s| O 1 2

q | (q,0,R) (q1,0,R) (q1,0,R)
a1 | (¢2,8,8) (qi,0,R) (q1,0,R)
g2 | (¢2,0,9) (gq2,1,8) (g2,2,95)

Andere Beschreibungen von § méglich: z.B.
Fiinftupel {¢b¢' ¥ M :q€ Q,be T}
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Beispiele von Turingmaschinen

Beispiel Rechnung:

2-101234567
12 2

q0
q2
q1
Anfangszustand zo = (qo, 0, 3) wobei (3(2) =1

B(3) =2
B(5) =2
sonst [

zZ1 = (qO: 17 /8)

Z2 = (q()a 2, 6)

z3 = (q1,3, 1) mit $1(3) =2 = B3(5) sonst [J
z4 = (q1,4, B2) mit B3(5) = 0 sonst (]

z5 = (q2,4, B2) O ¢ haltend oder ,Haltezustand"
z6 = (q2,4, B2) ,Endzustand’

Wirkung: TM sucht rechts vom A-Feld w € X als Block und l6scht
es. Bleibt auf Leerzeichen hinter w stehen, falls w € X7 existiert.
Stoppt nicht, falls auf AFeld und rechts davon lauter [J-Zeichen sind.
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Turing-berechenbare Funktionen (Forts.)

$ x viele Striche $ - - $ x,, viele Striche $
q0
T
-------- f(x1, ..., zy,) viele Striche kein Strich -+ -
q€eF
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Turing-berechenbare Funktionen

Unére Codierung von Zahlen n — ||| .. . |
——

6.84 Definition

Eine Funktion f : N — N heiBt Turing-berechenbar, falls es
eine TM 7" mit Eingabealphabet {|, $} gibt, so dass der Bandzustand
(q07 Oa /8) mit

e B(i) =0firi <Oundi >z +a0+ - +x,+n
e 3(0)=pB(x1+1)=p0p(x1+224+2)=--- =
Blx1i+ - +a,+n)=3

e (3(i) = | fiir alle anderen %

genau dann zu einer haltenden Rechnung ergénzt werden kann, wenn
f(xy,...,x,) | und, ist in diesem Fall (g,4,3") der Zustand,
in dem die Rechnung halt, dann ist die Anzahl der Striche \ die
in 8'(i + 1), 8'(i + 2), ... unmittelbar aufeinanderfolgen, gleich

f(x1, ..., my).
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Beispiele
6.85 Beispiel
1. Vorgénger und Nachfolger: v(z) =n — 1, s(n) =n+1
v $ n-Striche § ~ $ n = 1-Striche $
q0
qeEF
6(q0,8) =(q,0,R) X ={|,$}
6(q17|) = (q37$7s) r :{|7$7D}

6((]1, $) = (q27 $7 L) Q = {qU: q1, q2, qd}
6(q2,0) =1(g3,8,5) F ={g}

s $ n-Striche § ~ $ n + 1-Striche §
q90

qeEF
6(q07$) = (qﬂv‘rL) Dy :{|7$}

6((]0,[') = (Q17$7S) r :{|7$7D}

Q = {q07 (I1}
Fo=A{aq}
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Beispiele (2)

2. Suche rechts vom A-Feld erstes Vorkommen von $, bleibe dort
stehen.

nicht $ $ ~ nicht $ $

q0

q€EF
5(q0,b) = (q1,b,R) beTl
0(q1,b) = (q1,b,R) beTl\$

5(Q1>$) = (qQ7$>S)
SL$. Analog SR$

3. Verschiebe Block $m-Striche$ um ein Feld nach links

012 ---n+2 .- 0 n+1
$ n Striche $  Zeichen~ $ n Striche $§  Zeichen

q0
qgeF
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Simulation von RM-Programme durch TM

6.86 Lemma
e Jede RM (goto)-berechenbare Funktion lasst sich durch eine TM
berechnen. Also ist jede p-rekursiv Funktion TM-berechenbar.
o Jede Turing-berechenbare Funktion ist pi-rekursiv.
Beweisidee:
Simuliere Berechnung des goto-Programms iiber Vi, ..., Vi, f :
N — N. Speichere Zustand z : V' — N als

$$ x,-Striche $ xo-Striche $---$ x,-Striche $§ $---8

m + 2 $-Zeichen
z(Va) = xs
qo0

Ein-Befehl wird durch mehrere TM-Schritte simuliert.

Die Zusténde entsprechen Marken im Goto-Programm.

Vi = s(V)

e Verschiebe die Blocke vor V; jeweils um ein Feld nach links wie
oben.

e Wende s TM an.

e SLS$ i-mal.
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Beispiele (2) (Forts.)

E:{|,$} q0b$Rq1 bEF
r=xu{d} g1 bb R g
Q:{q07"'7q5} qQ||Lq3
F={qg} @ $OL q

ab|Rq

b3 Rgs

qgsbb S qs

VL. Analog VR (verschiebe nach rechts).

5(‘127 $) = ((I47 Da L)
g3 merkt sich |
q4 merkt sich $

Strategie:

90 0
q1
q3 q2
q4 q1
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Simulation von TM durch u rekursive Funktionen

Simulation der Uberfiihrungsfunktion einer Turing-Maschine durch ei-
ne primitiv-rekursive Funktion 27 : N — N, die auf geeignet codierten
Bandzustanden arbeitet (q, z, 3).

Dann wie iiblich.

Wir haben somit weitere Charakterisierungen der p-rekursiven Funk-
tionen, die die Churchsche These untermauern.

Man kann fiir P(N) (primitiv-rekursiven Funktionen) ebenfalls eine
Charakterisierung mit Hilfe einfacher Programmiersprachen finden.

z.B. For-Programme iiber N
Anweisungsfolgen:

Anweisung: Zuweisung, Test oder For-Schleife der Form:

for I = 0 to J do o end;

I,J € V « For-Programm iiber V', das keine Zuweisung der Form
I := t oder J := t mit Term t enthilt (Schleife wird genau z(J)
mal ausgefiihrt, dabei wird stets « ausgefiihrt und I um 1 erhdht).
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6.6 Berechenbarkeit auf Zeichenreihen
Wortfunktionen

Wortfunktionen: f : (X*)" — X~
Wortrelationen R C (X*)" SprachenR C ¥*
Bisher: Funktionen, Relationen auf N: pi-rekursive Funktionen.

Turing-Maschinen und While-Programme sind fiir beliebige Alphabete
bzw. beliebige Strukturen definiert.

Verallgemeinerung der Ergebnisse der Rekursionstheorie, insbesondere
tiber Entscheidbarkeit und Nichtentscheidbarkeit auf Wortfunktionen
und Relationen.

1. Méglichkeit: Codierung von ~* in N. Einfache effektive Codie-
rungen: z.B. Folgencodierungsfunktion oder Interpretation als Zahl
(bindre-, dezimale-Darstellung).

[T )y

— r -1
K R f(n) =k (f(R(0)))
f:N N
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Berechenbarkeit auf Zeichenreihen (3)

Komposition: f o (g1, ..., gn) wie bisher.
Primitive Rekursion: f = Ryx(g, h1, ..., h,), falls
o f(u,e) =g(i,e)

L4 f(aa quj’U) = h1(ﬁ7 .f(ﬁ7 ’U), 'U)

Minimierung: f (@) = pie,v - g(4,v) = €
f(@) = w llex-minimal mit g(@,w) = &, sofern ein solches
existiert.

4. Méglichkeit: RM (Goto-Programme): z(V;) € ¥*
Befehle:

e X := s(a, X) Wirkung wie succ, in 2*
e X := p(X) Wirkung wie pred in 3"
e if X = ¢ then goto [, else goto I

e Test (Anfangsbuchstabe ist a € X):
if AB(X) = a then goto [; else goto [
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Berechenbarkeit auf Zeichenreihen (2)

Definition f € R,(X) gdw f € R,(N).
Zeige: Unabhingig von der gewahlten effektiven Codierung.
2. Méglichkeit: ¥ = {a1,...,a,} (n > 1)
While-Programme:
Betrachte die Algebra
String = (X7, €, succqay, - - . , SUCCqy,, pred) mit
o succe(u) =au (a €X)
e pred(au) =u pred(e) =¢
Ordnungen auf ¥*: <;;., Linge-Lexikographisch,
d.h. u <jer v gdw |u| < |v| oder
Jul = o] A <ies ©
Wobei <j., lex. Ordnung, die von lin. Ordnung auf X induziert wird
(z.B.a1 < az < ag--- < ap).
Beachte: | - | : ©* — X% |u| = allu‘ und X<iiex sind while-
berechenbar.

3. Méglichkeit: p-rekursive Funktionen iiber *: a € &
o 000 (@) = e f$ee,(B) = awi (@ = (wi, ..., w,))

° f};RoJ@ wie bisher.
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Berechenbarkeit auf Zeichenreihen (4)

5. Méoglichkeit: Turing-Maschinen:
T= (Q7E7F :_) EU{D}757q07F g F)

u a v

u,v € X*

q Block w @ v € T*

auBerhalb nur [J-Zeichen

Konfiguration: w gav € T - Q - T'" (I'" = T*\{e})

Zwei Konfigurationen heiBen dquivalent, falls sie sich nur durch Bls-
cke von [J-Zeichen davor und danach unterscheiden.
Anfangskonfigurationen: ¢y [J w we X"

w

q0
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Berechenbarkeit auf Zeichenreihen (5)

Folgekonfigurationen

Kk’ ist Folgekonfiguration von k : k I; k', falls gilt

k d(q,a) K
vgav (¢,ad,S) wuq aw
vgav (¢,a,R) wadq¢dv wver"
uqa (¢,a',R) wa q0O
ubgav (q,a,L) wuwqgbadv bel
qav (¢,a', L) ¢ Od v

Eine Rechnung einer TM T st Folge von Konfigurationen
(koy .« -y kn) mit k; }; kixr1. Sie ist haltend, falls k,, eine End-

konfiguration ist, d.h. k,, = u q v mit ¢ € F'. Schreibe kg IiT kn
Eine Berechnung einer TM T ist eine Rechnung wobei k eine An-
fangskonfiguration (ko = ¢o 0 w)w € X™ ist.
TM-berechenbare Funktionen: f : (X*)" — X" ist TM-
berechenbar, falls es eine TM T" gibt die f berechnet, d.h.

a) T stoppt fiir Anfangskonfiguration kg = qo D1 Oz O - - - Da, O

gdw (x1,...,z,) € dom(f)
b) Gilt (z1,...,2n) € dom(f) und y = f(x1,...,Zn), s0

hat T" beim Stopp die Konfiguration ' g Oy O - - - O, Oy [,

fiir geeignete ¢, 7 € N.
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Turing-Maschinen als Akzeptoren von Sprachen
und als entscheidende Automaten

6.88 Definition Akzeptierende und erkennende TM
Sei T = (Qazar :_) EU{D}557q07F)

e T akzeptiert die Sprache L C X" gdw fiir

w e X gOwhrkrrugumtg € Fgdw w € L,
d.h. es gibt haltende Berechnung aus qo 0 w gdw w € L,
L = L(T).

e T entscheidet die Sprache L. C X* gdw fiir jede Eingabe
w € X hit T: qo 0w b7 uqgvmitqg € F und
w € L,soq=gq, w & L,soq=qn
wobei gy, g, € I spezielle ,Ja"-, ,Nein"- Zustdnde sind.

6.89 Lemma

e [ C X7 ist entscheidbar gdw es gibt eine TM T, die L ent-
scheidet.

e I C X ist rekursiv aufzihlbar gdw es gibt eine TM T, die L
akzeptiert, d.h. L = L(T).

Beachte: Andere Konventionen sind mdéglich. Andere TM: Mehrband
TM, 6 unvollstindig, Band einseitig unendlich, mehrspurig, nicht de-
terministisch.
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Berechenbarkeit auf Zeichenreihen (6)

6.87 Satz
f (X% — X7, dann sind dquivalent

o f e R,X), d.h fist p-rekursiv.

e f ist while-programmierbar iiber String.
e f ist RM-(goto)-berechenbar.

e f ist TM-berechenbar.

Existenz universeller Funktionen, universeller Programme und univer-
seller Maschinen wie bisher.

o Relationen: Entscheidbarkeit, rek-Aufzahlbarkeit

RC(Z)"
w & R
weE R
o R rekursiv-aufzihlbar gdw R = dom(f), f € R,(XZ).

e Halteproblem: Ky = {(7,w) | T mit Anfangskonfiguration
go O w hilt, d.h. Berechnung mit Endkonfiguration}

e R entscheidbar gdw xr € Rp(2), xr(W) = {6
ai

Ist nicht entscheidbar.
Bisherige Ergebnisse lassen sich iibertragen.

Insbesondere: Reduzierbarkeit <,,,.
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Beispiele

Turing-Programme

e Turing Befehl hat die Form

B =0p Op € TU{R, L,stopp}

B=gq g € Q unbedingter Sprung

B=a,q a € I', q € Q bedingter Sprung nach ¢,
falls a in A-Feld

e Turing Programm ist endliche Folge markierter Befehle
Q={q,q1, -, qn}, @ #qfiri #j

TP::qo : Bo B; Turing-Befehl
q1: By
qn : Bn

e Semantik eines T-Programms durch Angabe der TM
T = (QI727F76> quF)' acl, Ql = Q U {qn+1}

5(gi,a) = (qiy1,a’,S) Bi=d €T
= (g¢i+1,a,M) B;=M € {L, R}
=(qit1,a,8) Bi=ad,q a#d
= (q,a, S) B, =a,q
= (gn+1,a,S) B; = stoppoderi =n+1

F={qn1}
e Eigenschaft:Jede TM kann durch ein dquivalentes T-Programm
beschrieben werden.
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Beispiele

Suche Links von AF das erste Vorkommen von [J ... Rechts ...

SLO: L SRO: R
0, Fin 0, Fin
SL O SR O
Fin : Stopp Fin : Stopp

TM, die die Menge der Palindrome iiber {a, b} entscheidet
L={we{a,b}":w=wm}

q: R qp: U
O: gy SR O
a:qq L
b:aqp O:qy

b:q
a :dn

qq: O qg: O
SR U SLO
L q0
O:qy
a:q
b:agn

Diese Turing Programm hilt fiir jede Eingabe w € X und entschei-
det die Menge der Palindrome.
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Das Ableitbarkeitsproblem

6.90 Definition Sei (3, IT) ein Wortersetzungssystem.

Das Ableitbarkeitsproblem Abl C X" x X fiir (X, II) ist ge-
geben durch
Abl x y gdw T lﬁ Y

(fir x,y € X¥) d.h. ,y lasst sich aus & mit Hilfe der Produktionen
aus IT ableiten”.

6.91 Satz Unentscheidbarkeit des Ableitbarkeitsproblems

Das Ableitbarkeitsproblem fiir beliebige Wortersetzungssysteme ist
nicht entscheidbar.

Beweis:
Reduziere das Halteproblem fiir TM auf das Ableitbarkeitsproblem. Die
Konstruktion TM T' — simulierendes Wortersetzungssystem Il ist
effektiv. Fiir ¢ € I fiige noch die Produktionen
aq:=gq,qa:=q,fira € A\{#} und # q # ::= q hinzu.
Dann gilt: T" halt mit Eingabe w
gdwEIu,vEF*,qEFmithEle;uqv
gdwﬂu,vGF*,qumit#qODw#Hl— #uquv #

T
gdWHqEFmit#ng\w#nl— q.

T

Also ist das Halteproblem auf das Ableitbarkeitsproblem reduzierbar.
Speziellere Ergebnisse (z.B. spezielles Wort ableitbar) sind méglich.
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Simulation von TM-Berechnungen durch
Wortersetzungssystemen (X, IT)

IT ist Menge von Produktionen [ ::= r, mit [ € AT re A*

Kalkiil: gffﬂ% fir l :i=r €Il u,v € A",
Sei

T = (Q7E7Fa5aq07F) und A = QUFU{#}
Produktionen Ilt:

Fiir jedes 6(q,a) = (¢',a’, S) : qga:=q a €Il

Fiir jedes 6(q,a) = (¢’,a’, R) und b € T:
gab:u=a ¢ belly
qa# =ad ¢ OH# €Il

Fiir jedes 6(q,a) = (¢, a’, L) und b € T
bga:=¢q ba €Il
#qa:=H#q¢ 0d €Iy

Offenbar gilt:

k=wuquv ? u ¢ v =K', d.h. k' ist Folgekonfiguration von k

1
gdw  #Huqui b F#Fu'q o' #,
T
d.h. Rechnungen der TM T" konnen in I17 simuliert werden.

#qUDw#HF #uqu#H# gdw qODw?uqv
T
firw e X%, u,v eI, g€ Q.
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Das Postsche Korrespondenzproblem (PCP)

6.92 Definition

Das Postsche Korrespondenzproblem (PCP) besteht aus allen Listen
von Wortpaaren

L= (x1~y,....,¢zx~yr) k2>1

mit nichtleeren Wértern x;, y; € X*(1 < ¢ < k) zu denen es eine
Indexfolge 41, ...,4, € {1,...,k} mit n > 1 gibt, so dass

() Tiy  Tiyy = Yip - Yin gilt.
Schreibe: PCP(L). Die Folge (21, . . ., 45) ist Losung, falls () gilt.

Einschrankungen: z.B. 47 = 1 spezielle PCP (SPCP).
Beachte Parameter: 3, k, i, y; € 7,1 < i < k
Lésung: Liste natiirlicher Zahlen aus {1, ..., k}.

Beachte: Zu gegebener Liste 71, . . . , 2, ist es einfach zu iiberpriifen,
ob sie eine Ldsung ist.
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Beispiel Beispiel (Forts.)

6.93 Beispiel ¥ = {0, 1} ¢ £;=(001~0,01~011,01~101,10~001)
Es gilt PCP(L4) aber = SPCP(Ly).

® £;=(0~000,0100~01,001~1) k=3 Losung etwas langer: mit 2 beginnen, mit 3 enden, 1 muss ver-

Losungen konnen nur mit 77 = 1 oder 71 = 2 beginnen.
1. Lésung: 433 = 1,59 =3:0 001 =000 1.

wendet werden.

2. Losung: i; = 2,40 = 1,43 = 1, iy = 3. 0110010110 keine Forts.
ToX1T1T3 010000001 011001011011001
Y2Y1Y1Y3 010000001 01100110100100101100110---
d.h. PCP(Ly), SPCP(L1) 0110011010010010110011001101001
e Lo =(1~111,10111~10,10~0) k=3
Losung: 2,1, 1, 3 (muss mit 1 oder 2 beginnen).
ToX1T1X3 101111;& ll keine
Yoy1y1ys 101111110 111111--- Lésung
d.h. PCP(L5), = SPCP(L5)
e £L3=(01~010,100~00,010~100)
Behauptung: — PCP(L3):: Lésung muss mit 1 beginnen und
mit 2 enden. t € {1,2,3}" ¢ = 1¢'2.
01010010--- t' muss mit 3 beginnen
010100100---
Keine Fortsetzung 100
moglich, da kein y mit 1 endet ---00
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Unentscheidbarkeit von PCP

6.94 Satz Das PCP ist unentscheidbar. 7 Die ChomSky_H'erarChle

Beweisidee: Reduziere Ableitbarkeitsproblem fiir WES auf PCP. Formale Sprachen, Grammatiken, Automaten

Y Alphabet, L. C X formale Sprachen.
e Sei v = (X, IT) ein Wortersetzungssystem ohne &-Regeln.

AbL, (u,v) gdw u - v e Terme iiber Signatur (S, Sigma)
y\u,v) g -

) ) e Formeln
o Konstruktion: Aus v, u, v ~» Ly, mit u E v gdw PCP(Ly). e While Programme
Sei v = (3,1I), IT = A{Ui n=wli=1,...,n} e Partielle Korrektheitsformeln
¥ = {a,...,a,}. ¥ = {a1,...,a,} Kopie von ¥ und e Ausdriicke (primitiv rekursiv, p-rekursiv)

r=xusu{++1[I

e u,v € X Definiere £, , iiber I" durch Wie beschreibt man Sprachen ?

e Durch Grammatiken G = (N, T,1II, Z) (spezielle Kalkiile)

Xl o b ) ’A’ AR 7‘7A 7"'7A7'7 PR ’n«’A ""’A’Il
[ Z+ 2] —t —i; azl az azl az vzl vz v; vz N, T disjunkte Alphabete, IT Produktionen iiber N U T

V. 2 - . . N N Z € N Startsymbol. Von G erzeugte Sprache:

o [ vl an,e e, 00,A0,e QT T, U Uy TG — T . 7 L dh
NR: 1 2 345 ... 1m n (@) ={weT : Z L w}dh

1 1 1
l:4+7',m:4—0—7'+1,n:4+27’+2n Z}_'U)l'_’}_wn:w 7121
Behauptung: PCP(L,,,) gdw u v (o.bdA u # v). oo
n Problem: Wie entscheidet man w € L(G)?
(1 (1) (1)
,,c“ulﬁvetwau:wolﬁwl}i-~-Ewk:v k>0 e Durch Automaten A = (Q, N, T, 11,4, F)

Q@ endliche Zustandsmenge, IT Produktionen iiber N U T', die

Esgibtt; € J* j=1,...,kmit 3 k
. d X . IS N - Ubergang zwischen Konfigurationen beschreiben, 4 Initialkontext,
J-gerade v (ff) B [wo + qulj_wz oot qf)jfl—'—wj F Finalkonfigurationen. Von A akzeptierte Sprache:
J-ungerade X (t;) = [wo + Witws + -+ Wi + W i

Y (t;) = [wo + wi+ws + - - - +wj—y Problem: Wie entscheidet man w € L(A)?
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7.1 Grammatiken

7.1 Definition Allgemeine Grammatiken

Eine Grammatik ist ein 4 Tupel

G = (N,T, 1, Z)

Mit N endliche Menge Nichtterminalsymbole,

T endliche Menge Terminalsymbole, N 0T = &,

IT endliche Menge von Produktionen | — r mit [,r € (N U
T)*, wobei [ mindestens ein Zeichen aus N enthilt und Z € N
Startsymbol ist.

Die von G erzeugte Sprache ist die Menge

D.h. es gibt eine Ableitung {Z, w1, . . .
1 1

L(G):{wET*:ZEw}

,wy, = w} fir w mit

1 1 n

ZEFw Ews k- Fw,dh ZF wim Wortersetzungssystem
I II II II II

(N UT,II), fireinn > 1.

Zwei GG1, Go Grammatiken sind dquivalent, falls
L(G1) = L(G2).
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d)

Beispiele (Fort.)

Beispiel einer Ableitung:

Z Ii T,S’lli (JI,TASIIi abTBAS Ii abBAS }i abBaS li
abaBS + ababS + abab

Behauptung: L(G) = {ww : w € T}

Fir w = w(a, b), sei 0 = w(A, B) das entsprechende Wort
in den GroBbuchstaben. Weiterhin sei p die Spiegelungsfunktion.
D Z E wT p(w)S TI;E wp(w)S IE wwS F ww

»C" Normierte Ableitungen: Erst T-Regeln bis T — ¢
ZETS 'ﬁ wTp(w)S F wp(w)S IE ww

GroB — klein, Vertauschregeln, mit AS — aS, BS — bS

N ={Z, A, B}, T = {a, b}
II::Z —¢e|aAbZ |bBaZ, A — e|aAbA,

B — ¢ | bBaB
Behauptung: L(G) = {w € T" : |w|, = |w|p}
Z 'H a € (NUT), |w|l, = |wl|y klar aus Regeln, also
L(G) S{w € T" [ [w]a = |w]s}
2" Ableitung angeben + Induktion |w|, = |w]s.

Eine andere Méglichkeit: IT' : Z — ¢ | aZb | bZa | ZZ,
dann L(G") = L(G). Also sind G und G’ dquivalent.
Frage: Einfachste Grammatik, die eine Sprache L erzeugt?
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Beispiele

7.2 Beispiel Schreibweisen

a)

<)

G=(N,T,11,Z), N ={Z,Z,}, T = {a, b}
II::Z—aZi,Z1 — bZ | a 3 Produktionen.
Behauptung: L(G) = {ab"a : n € N}

Beweis: , D" Gebe Ableitung an.
C'L(Z1,G)={weT" :Z; 'ﬁ w} = {b"a : n € N}

Induktion nach ¢ : Z; Ié w, w € T*
it=1ww=a

i—i+1 Z bz - ba
G=(N,T,11,Z), N ={Z}, T = {a, b}
II::Z —aZb|e

Behauptung: L(G) = {a"b" : n € N}

Seia e V =(NUT), agT", Z % a,s0o a0 = a"Zb".
Induktion nach n.

Dann ,,C" klar, , D" Angabe einer Ableitung.
N={ZT,5 A,B}, T ={a,b}
M::Z—TS,T—aTA|bTB|e, S—c¢

Aa — aA, Ab — bA, AS — aS
Ba — aB, Bb— bB, BS —bS
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e)

Beispiele (Forts.)

N={Z,B,C}, T ={a,b,c}
IlI::Z—aZBC |aBC, CB — BC,
aB — ab,bB — bb,
bC — be, cC — cc
Behauptung: L(G) = {a"b"c" : n > 1}

n—1 1
2 Z ok d"'S(BO)N

"B noo
S—aBC a ( C) I
a®B"C™ ; ek ; ab" e

,C" Jede Ableitung lésst sich ,normieren”, erst alle Anwendungen
von Z-Regeln (d.h. keine CB — BC' Anwendung), dann die
restlichen Regeln.

1
Z & a"ZW(B,0) F
an+1bn+lcn+1
mit [W(B,C)|s = [W(B,C)|c =n

a""'BCW(B,C) F

Aus aW (B, C) mit |[W(B, C)|p = |W (B, C)|¢ lasst sich

nur ab”c" ableiten (als terminales Wort).
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7.2 Chomsky Hierarchie

7.3 Definition Klassifikation nach Form der Produktionen
Sei G = (N, T, 11, Z) Grammatik.

0) G ist vom Typ 0, falls keine Einschrankungen.

1) G ist vom Typ 1 (kontext-sensitiv), falls | — r € II,
sol =xAy, r=zzymitz,y € (NUT)", mit
AEN, z€ (NUT)" (d.h || < |r]).
Ausnahme: Z — ¢ (& - Regel) erlaubt, falls Z in keiner rechten
Seite einer Produktion vorkommt.

2) G ist vom Typ 2 (kontext-frei), falls! — r € I, so | = A,
r=zmt A€ N,z€ (NUT)"

3) G ist vom Typ 3 (rechts-linear), falls | — r € II, so
l=A,r =aBlale, A,B€ N,aeT.

Eine Sprache L C T™ heiBt vom Typ i, falls es eine Grammatik G
vom Typ i gibt mit L = L(G).

Im Beispiel 7.2: a) Typ 3, b) Typ 2, ¢) Typ 0, d) Typ 2, e) Typ O.

Beachte: G rechts-linear, so G kontext-frei, G kontext-frei ohne
e-Regeln, so G kontext-sensitiv.
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Normierungen - Abschlusseigenschaften

Beweisidee:

SeiU; ={X : X - e €Il}und
qu+1:UiU{X:X—>Oz€H,O£€Ui*}.

Offenbar U; € N, U; C U;41. D.h. es gibt k mit Uy, = U1

und somit Uy = Uy, firv =0,1,2,3 ...

Behauptung: X E e gdw X € Uy (Beweis: Ubung).
Insbesondere: ¢ € L(G) gdw Z € Uy.

Definiere: G; = (N, T, 11, Z) mit

X — o €1l gdw es gibt X — « € II,a’ # & entsteht
durch Streichen von Buchstaben in Uy, (kein Streichen erlaubt).

7.5 Lemma Abschlusseigenschaften von LC;

L; ist abgeschlossen bzgl. U, o, * fir i = 0,1, 2, 3.

Beweis:

LioLy={uv:u € Li,v € Lo}

L'={ui...up:n€Nu €L} = JL" (L' ={e}
n>0

Sei Lj erzeugt von G = (N;, T;,11;, Z;). G vom Typ ¢

(Z = 0717273)1j = 172
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Normierungen fiir Grammatiken

7.4 Bemerkung Normierte Grammatiken - Eigenschaften

e Es gibt stets eine dquivalente Grammatik vom gleichen Typ, fiir
die das Startsymbol in keiner rechten Seite einer Produktion vor-
kommt.

Hl =1TuU {Z1 — Z}
Fir Typ3 {Z1 — «:fir Z — o € 11}

e Fiir eine kontext-freie Grammatik G und Woérter z, y, z, u, v €
(NUT)" gilt
T 'ﬁ Y SO ULV E uyv (gilt sogar fiir beliebige G)

Ty :_[FL z, s0 gibt es 21,29 € (N UT)" mit 2 = 2122 und
<n <n

x }H z1, Y }H z2 (Ind. nach n).

e Fiir jede kontext-freie Grammatik GG gibt es eine e-freie kontext-
freie Grammatik Gy mit L(G1) = L(G) — {e}.
Ist ¢ € L(G), dann gibt es eine kontext-freie Grammatik G’ mit
L(G") = L(G), wobei die einzige Regel in G, die € als rechte
Seite hat, Z' — ¢ ist. Hierbei ist Z' Startsymbol von G, und
Z' kommt in keiner rechten Seite einer Regel vor.
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Abschlusseigenschaften

0.B.d.A. auf linken Seiten von Produktionen kommen keine terminalen
Buchstaben vor. (Fiir a € T Platzhalter A, € N, ersetze Vorkom-
men von a in linker Seite durch A,. Hinzunahme von Produktionen
A, — a). NN Ny, =a.

a) UG =
(NMMUN U{Z} Th U T, I UIL, U{Z — Z, | Z2})
Fir Typ 3): Z — « fir Z3 — « € I1; oder Zy — « € Ils.
Gist vom Typiund L(G) = L(G1) U L(G3).

b) o: G = (NJUN,U{Z}, T\UTy, ILUTLU{Z — Z1Z5})
G ist vom Typifiri = 0,1, 2.
Behauptung: L(G) = L(G,) o L(G2).

1
D Z 'ﬁ VAV 'ﬁ uZs b uv firu € L(G1),v € L(G2).

,,g“ Z '1% Z1ZQ 'ﬁ X und X S (T1 @] TQ)*.
Dann Z7 F Xjund Z5 F X5, X = X1 Xo.
a5 g
Da linke Seiten nur aus nichtterminalen Buchstaben und
N1 N Ny = &, d.h. keine Vermischungen.
Fiir Typ 3 - Grammatiken:
IT| entstehe aus IT; durch Ersetzen von jeder Produktion X —
ale durch X — aZs bzw. X — a fir Zo — o € Il.
G = (N1 U Ny, Th U Ty, IT' U Ty, Z1) erfiillt Forderung.
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Abschlusseigenschaften (Fort.)

c)*: L"={w:IneN,we L"'w=uv...v,,v; € L}
Sei G =
(MUu{Z}y, T, ILhwU{Z — e, Z — Z1,Z1 — Z1Z1}).
Dann ist G vom Typ i fir i = 0,1,2 und L(G) = L(G1)™.
Fiir Typ 3 Grammatiken: Ubung.

7.6 Folgerung

e Jede endliche Sprache ist vom Typ 3:
w=a...a, a; €T n >0
Z — a1A1, A1 — agAg, ... A1 — anAn, A, — €
N={Z A,...,A,}

® Loat C L1y & Ly © Ly C Ly

e Wie ordnen sich die Sprachklassen in Hierarchie ein?

['endl 9 Lprim-rek 9 ﬁrek»entsch. ,Q ['rek-aufzb.

Ist L(G) entscheidbar fiir beliebiges G 7
7.7 Lemma

Sei G = (N, T, 11, Z) Grammatik, dann ist L(G) rekursiv auf-
zdhlbar.

Idee: Fiihre systematisch alle Ableitungen aus Z der Lange nach
durch.

Ableitbare Woérter aus (N U T)" in 1,2, 3 ... Ableitungsschritte.
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Umkehrung

7.8 Lemma

L C X rekursiv aufzihlbar, dann gibt es eine Grammatik

G = (N,3,II,Z) mit L = L(G).

Beweisidee: Simuliere mit der Grammatik die TM-Schritte einer TM
die L akzeptiert riickwarts.

Sei 0.B.d.A. T" eine TM, die L akzeptiert mit nur einem Haltezustand
¢.D.hF={q} T=(Q,%,T,5, q,F)

Die Konfigurationen von T werden in Klammern eingeschlossen:
[ugiv].

Produktionen von G bewirken:

1-Gruppe: Z '5 [ugv] w,v € T (u,v lang genug).
2-Gruppe: [ki+1] E [k}b], falls k)z ? k)i+1, dabei ist |]€L| = |kt+1|

Dann gilt: [ugqv] E [ qo0201], falls goOz I; uqv (x € X%).
3-Gruppe: [[1°go0z0’ E x firalle s,t € N,z € ¥*.

Wahlt man s, t geniigend groB, so verldsst die TM bei ihrer Berech-
nung nie den Block C*z0*,
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L(G) ist rekursiv aufzidhlbar

i
e Verfahren hilt mit Eingabe w gdw s 'ﬁ w fir ein ¢ d.h. w
kommt in Stufe ¢ vor.
o Verfahren ist effektiv und hilt bei Eingabe w gdw w € L(G).

Formal:Sei ¥ = NUTU{F}, T = {l; — 71,...,1lp — 7o}
und
M = {w € X" Esgibt wy,...,wy, € (NUT)" mit

w= FZFw - ---Fw,++ und
1 1

Z E w1, W; Iﬁ Wi41 fiir 4 Z 1}
M ist die Menge der Ableitungen in G.
Fir a, B € V* sei
Qi(e, f) gdw o F [ gdw

i

J3d,d" <a.a=dlid" AB=ara
Offenbar Q1,...,Qn € P(X),Q € P(X).

M st primitiv rekursiv (verwende Anfangswort, Teil- und Endwort).

"

ox € L(G) gdw FJw. w € M A Endwort(F z -, w).
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Produktionen (Forts.)

Produktionen 1-Gruppe:
Produktionen 2-Gruppe: z.B. aus Turing Programm

qi:a ~  giv1a — qb bel

qg: R ~ bgit1 — qb bel

qi: L ~  qip1b — bg; beTl

q; gk ~ gk - g

gi:a,q ~ qa  — gqa und gi1b — qib (b # a)

Produktionen 3-Gruppe:

qo — Ty, 0Ty — T1, [TID — T
Tob — bTs, b e X, Ty — T,
T30 — Ty, T3] — €.

G ist Typ-0 Grammatik!

Hierbeiist N = {Z, Zy, Th, Ts, 15, [, ]} U Q U (I" — %)

Es gilt Z Ia x € X" gdw T akzeptiert z, d.h. L(G) = L.

7.9 Satz

L C X* ist rekursiv aufzihlbar gdw es gibt eine Typ-0 Grammatik
G = (N,3,II,Z) mit L = L(G).

Insbesondere sind Typ-0-Sprachen abgeschlossen gegeniiber M aber

nicht gegen — (Komplement) und es gibt nicht entscheidbare Typ-0-
Sprachen.
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Wortprobleme Formale Sprachen und akzeptierende Automaten

Einschrankungen der Turing-Maschinen:
Méglichkeiten
M Eingabeband

WP(z)gdwz € L(G) (z €X) w #

7.10 Definition Wortproblem, uniformes Wortproblem
Sei G = (N, X, 11, Z). Das Wortproblem fiir G ist definiert:

- nur lesen im EB
- lesen dann rechts

Ist G ei“ne Klass.e.von Grammatiken, so ist das uniforme Wortpro- q Ausgabe - Endmarkierungen
blem fiir G definiert durch w € L/wgL  _Hilfsband als Keller
w - akzeptieren/verwerfen
UWP(G,z)gdwz € L(G) (G € G,z e€Tg) durch Zustand
7.11 Folgerung Konfigurationen: uqw 1!;] u'q’w’ mit Hilfe von Produktionen.
e UWP ist nicht entscheidbar fiir Typ-0 Grammatik. 7.12 Definition Automaten fiir Sprachen
e Es gibt Typ-0 Grammatik mit unentscheidbaren WP. Ein Automat (oder Akzeptor) A = (Q, N, T, 11, ¢, F) mit end-

licher Zustandsmenge @, endlicher Menge N von Hilfssymbolen
und endlichem Eingabealphabet 7', so dass @, N, T paarweise
Lend. & Lryp—3 € Lryp—2 € Lryp—1 & Lprimrek & L1yp—0 = Lrekcaufzb. disjunkt sind, ¢ : T — (N UT)" - Q - (N UT)": Initialkon-
figuration zur Eingabe w € I, einer endlichen Menge von Final-
konfigurationen F' der Form lgr € (N UT)"q(N UT)" und

e Das uniforme WP fiir Typ 1 Grammatiken ist primitiv rekursiv.

endliche Keller- linear T™ als ) ) ) s
Automaten automaten beschrinkte akzeptierende einer endlichen Menge I1 von Produktionen der Form lgr — U'q'r
EA PDA Automaten Automaten (, U,ror' e (NUT)q, q/ € Q).

LBA L(A) ={weT":3f € F i(w) E f} die von A akzep-

tierte Sprache.
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7.3 Endliche Automaten - reguldre Sprachen - Beispiele - Darstellungsarten
Typ 3-Sprachen Zustandsgraph oder Automatendiagramme
Typ-3 Grammatik: G = (N, T, 11, X), II mit Produktionen der 7.14 Beispiel

Form A — aBlale, A,B € N,a € T

1. A - 3 ) ) b 7H7 I
7.13 Definition Endliche Automaten ({90, 1}, {a, b} 90, {40})

II :: goa — qo, gob — q1, g1a — q1, q1b — qo
a) Ein (deterministischer) endlicher Automat (DEA) ist ein 5-

Tupel A = (Q, X, 11, qo, F') mit ¢ € Q Startzustand, Behauptung: gow IAj qo gdw |w]|, gerade.
F C Q Menge der Finalzustande (akzeptierende Zustinde).

M= {gqa — q : q,¢d € Q,a € T}: Fiir jedes Paar Beweis: Induktion nach |w|y,

(q,a) € Q x X gibt es genau eine Produktion ga — ¢'. d.h. L(A) = {w € {a,b}" : |w]|, gerade}.

b) Ein indeterministischer endlicher Automat (NEA) ist eben-
falls ein 5-Tupel A wie eben mit dem Unterschied, dass es fiir jedes
Paar (¢, a) € Q X X eine endliche (eventuell leere) Menge von a Qo Anfangszustand
Produktionen der Form ga — ¢’ sowie Produktionen der Form
q — ¢ (Spontaniiberginge, e-Ubergdnge) gibt. b akzeptierender

c) Initialkonfiguration bei Eingabe w € ¥* : gow, qo Q1 a Zustand
d.h. i(w) = qow fir w € ™. b

Diagramm: Knoten < Zustand, gerichtete Kante <= Produktion

Finalkonfigurationen: F.

d) Die von A akzeptierte Sprache ist die Menge Matrix-Tabelle: a b
L(A) ={w e X" : quw 'ﬁ f firein f € F}. o | %0 @
Schreibe auch gow 'Z f. q1 | 91 Qo
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Beispiele - Darstellungsarten
Zustandsgraph oder Automatendiagramme
(Forts.)

Bei indeterminierten Automaten: mehrere Kanten aus Zustand
kénnen mit Buchstaben a oder € markiert sein.
Tabellendarstellung: Zustandsmengen + e-Spalte.

2. Betrachte
b

q0 q1

q2

Behauptung: L(A) = {ab, aba}”
D" klar. ,C" Es gelte: gow I; qo-

Dann w = € oder w fingt mit a an.
qoaw’ F qrw’ F qo ~» w’ fangt mit b an.
qow” Induktion
qibw”
" " .
gow" w’ mit a +Ind.
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Beispiele (Fort.)

5. Dezimalzahlen, die durch 5 teilbar sind.
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
qgo | 90 491 Q92 g3 44 qo Qg1 g2 g3 (4
g1 {90 41 Q92 g3 44 4qo Qg1 Qg2 g3 (4
q2 90 41 Q92 g3 44 Qqo Qg1 QG2 g3 Q44
g3 (90 491 Q92 g3 44 qo g1 g2 g3 (4
g4 | 90 491 Q92 g3 44 d4qo Qg1 g2 g3 (4

qow F ¢ gdw w = i(mod 5), F = {qo}
Automat mit 2 Zustidnde geniigt!
~» Aquivalente Automaten, minimale Automaten.

Endliche Automaten und Typ-3-Grammatiken

7.15 Lemma Charakterisierungssatz
Ist A = (Q,%,]11, qo, F') EA, so ist L(A) eine Typ-3 (rechts-

lineare) Sprache.

Beweis:
Definiere rl-Grammatik G = (N, X, I, Z) mit N = Q, Z =
qo, so dass fiir alle x € X" gilt:

(*)  qox '; q; gdw Z '5 zq;
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Beispiele (Fort.)

3. L ={w € {a, b}" : w enthilt nicht bbb als TW}.

a a
a

q0 q1 q2 qs3

Beschreibung der Wege, die von g nach g; fiihren.

qo ~ qo : €,{a}", {a}*{ba}"{a}", a*bbaa”, . ..

Reguldre Ausdriicke zur Beschreibung von Sprachen.
4. Betrachte

a,b
q1
F = {a} ~ L(A) = {ba}"
¢ F = {q} ~ L(A) = {ba}"b
p F={a} ~ L(A) = (ba)*(a + bb)X*
qQ a F = {qo, @2} = (ba)" + (ba)*b

= (ba)*(e + b) Vereinigung

b q2

Operationen: Verkettung, Vereinigung, Iteration ().
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Endliche Automaten und Typ-3-Grammatiken

Definiere:

g = {g — agq; : qia — q; € I}
U{gi—a:qa—qellAgeF}
U{Z —e: fallsqy € F}

G ist rechts-lineare Grammatik.

Behauptung: (x) gilt fir G:
Beweis: Induktion nach |z|.

= x =€, qoe g0, Z = qo b qo
T ~> Ta, qor I; qi, Ind. Vor Z E Tq;

Sei g;a — q; € 11, dann goza IZ qia IZ q;
1

Da g; — aq; € Ilg folgt Z E xq; F zag;

w:&ZEQi,dannqi:qo

x ~ xa, Z E xaqj. Da Il rechts-linear ist, folgt

1
Z E rq; = xaq; mit Regel ¢; — ag; € Ilg.

Dann aber g;a — q; € II.
1

Nach Ind. Vor: gz I; q; und somit gpxa I; q;a 'ﬁ q;-
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Endliche Automaten und Typ-3-Grammatiken (2)

Behauptung: L(A) = L(G)

.C xz e L(A)
wx=¢,s0istqo € F, Z — e €llg dh xz € L(QG)
e =ya, qoy b gi gia — g mitq € F.

Dann folgt aus (%) Z E Yqi ﬁ ya, da q; — a € Ilg,
d.h. ya € L(G). Also z € L(G)

2" x € L(G)
wx=¢g,50Z —e€llg~qy € F~a € L(A)
—x =ya, Z E Yqi % ya. Wegen (x) ist qoy i q; und
gia — g mit q € F,d.h.qoyagqialzqé F.
Also z € L(A).

Beachte:

G ist rechts-linear und ,eindeutig’, d.h. ist w € L(G), so gibt es
genau eine Ableitung fiir w.

Falls A NEA, so Problem mit Spontaniibergéngen, diese wiirden Re-
geln der Form g; — g; bedeuten. Sonst ok.
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Endliche Automaten und Typ-3-Grammatiken (3)

7.17 Lemma Charakterisierungssatz

Zu jeder Typ-3 Sprache L gibt es NEA A mit L = L(A).

Beweis: Sei G Typ-3 Grammatik G = (N, T,Ilg, Z) mit L =

L(G).

Definiere:

A=(Q,T,14,q, F) mit Q =NU{S}, q = Z.

Ia: {Xa —Y: firX — aY € Ilg}
U{Xa— S: firX —a€llg}

F={S}U{X | X —eecllg}

Behauptung:

a) qowZngwZI(—;wXﬂ]rX € N,we T

b) w € L(A) gdw w € L(G) gdw Z E w firw € T™.

Beweis:

a) Induktion nach |w| :: -t w =€
=X =q0 =2,
,<=" dito.
- w = wva

=" qovaIZX,m € N: Dann qUUIZY,Y € Nundya + X.

1
D.h. nach Ind. Vor. Z E vY E vaX.
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Beispielkonstruktion

7.16 Beispiel Sei A = ({q07 q1, 92, qd}7 {a7 b}7 H: q0, {qU})

q0
q1
q2
q3

Ga
11

q2 q1
q3 Qo
q0 g3
q1 Qg2

:(N323H07Z)vN:{q07"'7q3}szq0
¢ qo— aglbqile (qo € F)

q1 — aqslbgo|b (g0 € F)

g2 — aqolalbgs  (q0 € F)

q3 — afh\b(h

Beachte: [TIg| <2 - |X|-|Q| + 1.

Fra

ge: Wird jede Typ-3 Sprache von einem DEA akzeptiert?

Problem: Bei Typ-3 Grammatiken ist A — aB und A — aC

erla

7.3 E

7.1

1.

7.3 Endliche Automaten - reguldre Sprachen -

ubt, d.h. Indeterminismus.
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Konstruktion-Beispiele

="' Z E vaX, X € N.Dann Z E vY, firein Y € N und
Y — aX € Ilg. Dann gova 'Z Ya : X.

w € L(A).

Dann gow I; S oder gow F X mit X — ¢ € Ilg. Dann aber

w:va,qow}ZXa}—S.

XENv—»ZEUXEUGGL(G)oderZEwXEwG

L(G). ~ Behauptung.

8 Beispiel

G= (sz::HG:Z)v N = {ZaT}v = {avb}
g :: Z — aZ|aT, T — bT|b
Behauptung: L(G) = {a"b™ : n,m > 1} (klar).

Konstruktion:
b

ohne - & Uberginge
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Beispiele Beispiele

2. Betrachte 4. Sei
a
a
c L(A) = {ab, aba}”
a b a NEA
a b fast deterministisch
b
b e b
. Kann man Spontaniiberginge vermeiden?
L(A) = {ab, aba} JA: Idee ¢ ~ ¢’ gdw esgibt qo,...,q, € Q
g0 = q¢,qn = q', qi — qix1 € TI. Lasst sich effektiv berech-
DEA
nen!
. CL, b H* — {qa . q/ . aq//(q ~ q// /\ q//a _ q/ e 1__[)}
3. Sei .
F'={q:3f€F:q~f}
L(A) = {ab, aba}” Dann L(A) = L(A").
a
»  NEA
e Wir haben somit:
7.19 Lemma
L C T ist Typ-3 Sprache gdw L = L(A) fiir ein NEA A.
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Charakterisierungssatz fiir r.l. Sprachen Beispiele
7.20 Satz Sei
Zu jedem NEA A gibt es einen DEA A’ mit L(A) = L(A’). yeL(A) gdw3IT € Q(TNF #2A{a}y )
gdw{g € Q:qyhba}NF #2o
B%\Al:els:" Sei é f:t(Qbi],Al:Iq,,qE F) ,e; NI_IIEIA /A;?thaI-'ie keine gdw y € L(A)
e-Uberginge. Definition =(Q, %, IT', qy, F') mi 7.21 Beispiel
e Q' = Potenzmengevon Q = {T : T C Q} ® Sei
e II'={Ta—{qd€Q:3¢g€T qga—qg €ll}:T¢c a
Q',a €T} 1 2
o ¢, = {q} c ;artvsi)ontaniibergéinge
e FF={TCQ:TNF #go} a b
3
Behauptung: L(A') = L(A).
Beweis: Es gilt Ty I;, {d€Q:3¢eT qy I; q'} =: T fiir ohne e-Uberginge
TCQ,yex
a
Ind. nach |y| : y = &, so T' = T, da keine Spontaniiberginge. 1 2
a
Sei y = az, a € X, dann
Taz I—l{q':EIqETqa—>q'EH}z a b
A 3

E {¢":3¢3g €T qa— ¢ €11,¢2 IZ q"}
A
Ind.Vor. Neue Zustandsmenge:

={d":3q €T qaz ¢} @, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1,3}, {2, 3}, {1,2,3}
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Beispiele (Fort.)

{13
b {1,2}

{1,3}

a,b {1,2,3} {2,3}

Konstruktion liefert oft zu viele Zustande. Nicht erreichbare Zustande
(vom Startzustand aus) streichen.
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Folgerungen
7.22 Folgerung

a) Rechts-lineare Sprachen sind abgeschlossen gegeniiber Komple-
ment und Durchschnitt.
A=(Q,%,1I,q0, F) DEA L = L(A).
A'=(Q,%, 1, qo, Q— F) DEA mit L(A") = = L.
Ly N Ly = L; U Ly oder direkt mit Produktautomaten.
A1 X AQ = (Q1 X Q27Z,H1 X Hg, (qu,qOQ), F1 X Fg)
b) Jede Typ-3 Sprache kann von Typ-3 Grammatik G erzeugt werden
mit: IT enthilt fir X € N,a € ¥ X — aY oder X — a
(genau eine Produktion X — aY’). D.h. G ist eindeutig und
somit ist jede Typ-3 Sprache eindeutig.
c) Das WP fiir Typ-3 Grammatiken ist in linearer Zeit entscheidbar.
d) Pumping-Lemma fiir Typ-3 Sprachen.
Zu jeder Typ-3 Sprache L gibt es ein n € N, so dass fiir alle
y € Lgilt: Ist |y| > n. Dann lasst sich y zerlegen in y = uvw
mit 0 < |v| < Juv| < n, so dass fiir alle i € N uv'w € L.
Beweis:
Sei A DEA mit L(A) = Lund n := |Q]. Isty € L(A),
|y| > n. Betrachte

1 1 1 1

q0Y + q1Y1 EeoF dn—-1Yn—1 = dnYn F.F q € F:
{qo,---,qn} C Q. Es gibt Zustand ¢, der zweimal vorkommt
qouvw IZ qvw 'Z qdw - qo,v # €, |uv| < n. Dann aber

gouv'w + g fiir alle s > 0.
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Beispiele (Fort.)

a,b

Ist dies minimaler DEA der L(A) akzeptiert, d.h. minimale Anzahl
von Zustinden? JA.

~ d Fqgd Fq).
z vy gdw (qoz b g gdw qoy b q)
ot ist rechtsinvariant, d.h.
:chy—mczwyzﬂirallez e X"

Index = Anzahl der Aquivalenzklassen.
L(A) ist Vereinigung von Aquivalenzklassen (Myhill-Nerode).

Es gibt Verfahren um einen dquivalenten minimalen DEA zu bestim-
men.
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Beispiel

7.23 Beispiel

L ={w € {a,b}" : |w|, = |w|p} nicht Typ 3 Sprache.
Angenommen, L ist rechts-linear, sei n Konstante fiir L.

Betrachte y = a"b™ € L

Pumping-Lemma ~ a*0(a*)'a"1b™ € L firalle i (ko+k+k, =
n,k>0) 4

Oder: L N {a}™{b}* = {a"b" | n > 0} wire rechts-linear, falls
L esist. 4

e) Fiir eine Typ-3 Sprache sind folgende Probleme entscheidbar.
Dabei soll L durch eine Typ-3 Grammatik, oder durch einen DEA,
oder durch einen NEA gegeben sein.

e Ist L leer?

Ist L = X*7

Ist L endlich?

Ist L = L fiir eine Typ-3 Sprache L1?

Es gibt weitere Charakterisierungen von rl-Sprachen, z.B. durch recht-
sinvariante Aquivalenzrelationen auf 3" von endlichen Index (d.h. nur
endlich viele Aquivalenzklassen) oder etwa durch regulire Ausdriicke.
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Andere Charakterisierung von Typ-3 Sprachen

Regulire Ausdriicke iiber ¥ : REG(X)
Worter tiber X U {A, e, U, *, (,)} (oft + fiir U).

Kalkiil:
_ o fi BB a
& = aWies app up) af
Semantik: Reguldre Sprachen, die durch reg. Ausdriicke iiber 3
dargestellt werden: () : reg. Ausdruck — Sprachen iiber &

o (A)=0 o () = {e}

® (a) ={a} a€X * ((ap)) = (a) o (B)
e ((aUup) =(ax)u(B) e(a") = ()"

7.24 Satz

L ist Typ-3 Sprache gdw L ist regulre Sprache, d. h.
esgibt « € REG(X) : (o) = L.

Beweis:

,<=" Typ-3 Sprachen enthalten @,{c}, {a} fira € 3 und
sind abgeschlossen gegen -, U, *.

=Sl A = (Q, 3, I1,q1, F), Q = {q1,...,q,} DEA mit
L(A)=L.Firi,j € {1,...,n}undt € {0,...,n}
definiere

1 1 1 1
Ly={yeX :qybt gyt - Fautqg
mit Zwischenzustanden
qi17"'7qik € {q17"'7qt}}
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Varianten + Verallgemeinerungen EA

Endliche Automaten mit Ausgaben Mealy und Moore Automaten
¥ ={0,1} x {0,1}

01011
mod 2 Addierer. 00110 10001
00/0 10/0
11/0
Qo ¢ 01/0
01/1
00/1
10/1 11/1
00 10
01
80/0 11 51/0
00 11
01,10 11 01,10
00
80/1 81/1
00
01,10 11
7.3 Endliche Automaten - reguldre Sprachen - Typ 3-Sprachen 240

Behauptung: Jedes Lﬁj ist durch reguldren Ausdruck darstellbar.
Insbesondere auch L(A).

Beweis: Induktion nach ¢:
1
L?j ={y € " : qiy I g;} ist endlich.

t+1 _ gt t t st
Lij = Lz‘j U L't+1(Lt+1t+1) Lf,+1j

7

L(A) = |J Ly
QJ€F
7.25 Beispiel
1
0 1
q1 q2 a3
0 0,1
i jlt= 0 1 2 3
1 1 € € (00)*
12 0 0 0(00)*
1 3 1 1 0*1
2 1 0 0 0(00)*
2 2 e €400 (00)*
2 3 1 1401 0*1
3 1 @ @ (0 + 1)(00)*0
3 2 0+1 041  (0+1)(00)
3 3 € € e+ (04 1)0"1
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Spezifikation von Prozessen
Dynamisches Verhalten

Statecharts, Petri-Netze, SDL

UML Verhaltensdiagramme (Statecharts, Activity diagrams, MSC)
Event-Condition-Action: e[c]a : Uberginge.

Prozess: Bauer/Boot /Fluss, Gans/Fuchs/Korn.

RN S O P TUS

g
{6, £, 9. k}{} O fe k) RS
30y 9,
g vk g {bg}{f Kk} b Lk
g
(K}, g} {b.9.kH I}
b

f
b AbfikHer o {RHE f9)
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7.4 Kontextfreie Sprachen - Typ2-Sprachen

Erinnerung Sei G = (N, T, 11, Z) Grammatik.

G ist vom Typ 2 (kontextfrei), falls | — r € II, sol = A, r =
z,AE€ N,z€ (NUT)".

Eine Sprache heiBit kontextfrei, falls sie durch eine kontextfreie Gram-
matik erzeugt werden kann.

Beispiel: G = (N, T,11, Z), T = {a,b}, N = {Z}.
II:27Z —aZble L(G) = {a™b" | n € N}
Behauptung: L(G) ist nicht rechtslinear. Sei n Konstante fiir L
y = a"b". Pumping-Lemma ~ (a*0)(a®)!(a*)b" € L
firalle: e N(ko+k+ ki =n,k>0) 4
Gibt es auch ein Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen?
Es ist aaabbb € L(G). Ableitung als Baum:

Z

a Z b

a Z b

a Z b

g
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Strukturbdume
a) Z
Z + Z
a Z * Z
b c

Es gibt zu a + b * c verschiedene Ableitungen:
(i) (%,%—i—Z,a,—i—%,a—k%*Z,a—l—b*%,a—i—b*c)

(ii)(%,Z—F%,Z—l—Z*%,Z—i—%*c,%—i—b*c,a—b—b*c)

Die Ableitungen (i) und (i) sind unterschiedlich, erzeugen aber den-
selben Strukturbaum: a).

Desweiteren wird in Ableitung (i) immer das am weitesten links ste-
hende Nichtterminalzeichen ersetzt. (siehe 7).

Betrachte die Ableitungen:

(iii)(%,%*Z,%—i—Z*Z,a—}—%*Z,a—l—b*%,a—i—b*c)

(iv)(%,Z*%,%*C,Z—i—%*c,%—i—b*c,a—i—b*c)
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Ableitungsbaume - Strukturbdume

7.26 Definition

Sei G eine kontextfreie Grammatik und (Z, u1, . . . , u,) eine Ablei-
tung in G. Der Strukturbaum zu dieser Ableitung wird induktiv iiber
n definiert:

1. Der Strukturbaum zur Ableitung (Z) besteht aus einem einzigen
mit Z beschrifteten Knoten. Blattwort ist Z.

2. Es sei die Ableitung (Z, w1, . .., Up, Upt1) Mit u, = wAwv,
Upt1 = uby...bpv und eine Produktion A — by...b,
von GG mit einzelnen Zeichen b; gegeben. Sei weiter der Struktur-
baum von (Z, u1, ..., u,) schon konstruiert. Erweitere in die-
sem Baum den (Ju| + 1)-ten Knoten (mit dem zu ersetzenden A
beschriftet) mit m Folgeknoten, die mit by, . . ., b, beschriftet
sind. (& als Zeichen erlaubt). Blattwort ist w,,41.

7.27 Beispiel

G=(N,T,1I,Z) mit N ={Z},T = {a, b, c, +, x},
N:2 242 Z—Z%Z Z — alble

a) Z b) z
z + Z zZ .  Z
a Z x Z Z + Z c
b c a b
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Strukturbdume
b) A
Z % Z
zZ + Z c
a b

Ableitungen (iii) und (iv) erzeugen Strukturbaum b).

Insgesamt:

1. Ein Strukturbaum représentiert eine Menge von Ableitungen.

2. Ein ableitbares Wort kann verschiedene Ableitungen haben, die
nicht durch einen Strukturbaum dargestellt werden kénnen.

Punkt 2 kann Schwierigkeiten bereiten, wenn einem ableitbaren Aus-
druck eine Semantik (etwa ein Wert) zugeordnet werden soll.

Eindeutigkeit der Termsyntax geht verloren, wenn auf Klammern ver-
zichtet wird. Was ist der Wert von 1 + 2 % 37

(142)x3=6

14+(2%3)=7
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Eindeutigkeit

7.28 Definition

Eine kontextfreie Grammatik GG heiBt eindeutig, falls fiir jedes w €
L(G) gilt: Alle Ableitungen von w besitzen denselben Strukturbaum.
Eine k.f. Sprache L ist eindeutig, falls L = L(G), mit G eindeutig.

7.29 Beispiel Betrachte Grammatik G = (N, T, I1, Z) mit
N={Z},T={a,b,c,+,%,(,)}
: Z— (Z+2)
Z — (Z=x2Z)
Z — alble
G ist eindeutig und somit die Sprache L(G) auch. ~ Ubung.

7.30 Definition

Sei G eine kontextfreie Grammatik und (ug, w1, . . ., u,) eine Ab-
leitung in GG. Die Ableitung heiBt Linksableitung in G, falls fiir alle
i < m u;4+1 aus u; durch Ersetzen des am weitesten links stehende
Nichterminalzeichen mit Hilfe einer Regel in G entsteht.
(Rechtsableitung analog).

7.31 Beispiel G aus vorherigem Beispiel

(2,7 % 2),(Z+2) = 2), ((a + 7)  2),
((a+b) * 2), ((a +b) xc))

Ableitung fiir ((a + b) * ¢) ~~ Linksableitung.
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LL-Automaten zu einer k.f. Grammatik

7.33 Definition
Sei G = (N,T,II, Z) eine kontextfreie Grammatik. Der LL-

Automat zu G ist das folgende Tupel
ALL(G) = ({#}7 N7 T7 HLL(G); Z#7 {#})

Mit folgenden Produktionen in I1. 1, (G):

Fiir alle t € T und alle Produktionen
A — By ...B, € II mit einzelnen Zeichen B;

A# — B, ...B1# (Produce) (Beachte die Reihenfolge der B's)

tH#Ht — # (Compare)
Ableitbarkeit in A1, bedeutet Ableitbarkeit in diesem Wortersetzungs-
system. Die von Ay akzeptierte Sprache ist die Menge

x €T : Z#Hx
{ # HLL<G>#}

Initialkonfiguration bei Eingabe = € T : Z#x, d.h.
(X)) = Z#ux.
Finalkonfigurationen: {#}

7.34 Lemma Sei GG eine kontextfreie Grammatik.
Esist x € L(G) gdw T € L(ALL(G)).
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Eindeutigkeit k.f. Grammatiken

7.32 Lemma

Eine kontextfreie Grammatik ist genau dann eindeutig, wenn jedes
durch die Grammatik erzeugte Wort genau eine Linksableitung (bzw.
Rechtsableitung) besitzt.

Beweis: Ubung.

Beachte:

1. Ist w € L(G), so gibt es eine Linksableitung zu w.
2. Jede rechtslineare Sprache ist eindeutig.

3. Es gibt sogenannte ererbt mehrdeutige kontextfreie Sprachen, etwa
L — {anbnc'ﬂldﬂl | n’ m Z 1} U
{a"b™c™d" | n,m > 1}
Man kann zeigen:
Jede kontextfreie Grammatik GG, die L erzeugt, ist mehrdeutig.

Problem: Wie kann man mdglichst effizient testen, ob ein Wort aus
einer kontextfreien Grammatik ableitbar ist?

~ Konstruiere Automaten, der den Strukturbaum einer Ableitung in
einer bestimmten Weise aufbaut: Top-Down, Preorder.
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Beispielkonstruktion

7.35 Beispiel GG aus vorherigem Beispiel,
U(G): Z# — VZ+ Z(#
Z# — )Z = Z(#
Z# — a#| b#| c#
ata — #
b#b — #

J#) — #
Wir wissen ((a + b) * ¢) € L(G).
Betrachte Ableitung (Berechnung)
( Z#({(a+Db)*c,

?Z*)Z#b) * C),
#)
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Spezielle Eigenschaften kontextfreier Sprachen
Pumping-Lemma

Erinnerung: Syntaxanalyse: G Typ-2 Grammatik.

e w € L(G), so gibt es eine Linksherleitung (Ableitung) fiir w aus

z, d.h.
1

1 1
Zlgallaagla'~‘Fan:w
o LL-Automat akzeptiert w (simuliert die Linksableitung).
e Zugehdriger Strukturbaum (geordneter markierter Baum, mit
Blattwort w).
Z

w
e G ist eindeutig gdw fiir kein w € L(G) gibt es zwei
verschiedene Strukturbdume.
gdw keine zwei verschiedene Linksableitungen.
Es gibt kontextfreie Sprachen, die nicht von eindeutiger kontext-
freier Grammatik erzeugt werden kénnen.
2.B. {b"c™d :m, 1 > 1} U {blc"d” : 1I,n > 1}
Alle Waérter der Form b'c'd’ 4 > 1 sind mehrdeutig.
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Pumping Lemma fiir k.f. Sprachen

7.37 Lemma G = (N, T,1I, Z) kontext-freie Grammatik.

Sei p = max{|Bi| : a; — B; € II}. Ist B Strukturbaum fiir
a € (N UT)* der Tiefe h, so gilt || < p.
(Da Anzahl der Blatter < p™).

7.38 Satz uwvwzy-Theorem (Bar-Hillel, Perles, Shamir).

Sei L eine kontext-freie Sprache. Dann gibt es ein n € N, so dass fiir
jedes Wort z € L(G) mit |z] > n gilt:

Es gibt eine Zerlegung von z in uvwzy mit 0 < |vz| und [vwz| <
n und fiir jedes i € N ist auch uv'wz'y € L(G).

o (Beachte: Insbesondere ist auch uwy € L(G)).

Beweis-ldee: 0.B.d.A. sei L erzeugt von kontext-freier Grammatik
G ohne e-Regeln (bis auf Z — ¢).

Sei p = max{|3| : A — B € Ilg}. Betrachte p!™! und 2 €
L(G) mit |z| > p™! Ist B Strukturbaum fiir z, so ist die Tiefe
von B mindestens |IN| 4+ 1. Sei B gewahlt von minimaler Tiefe h.

Behauptung: Es gibt A € N mit
Z E uAy E uvAxy E uvwxy = z, wobei

u,v,w,z,y € B v # ¢, |lvwz] < p\N\_
Dann A E vAx, A E w, wihle n = p‘N‘ 41
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Beispiel: Pumping Eigenschaft

7.36 Beispiel G = ({Z, A}, {a,b},II, Z) mit
I:2Z2 —aAZ|a A— ZbA|ZZ|ba

e ZFaAZtF aZbAZ & aabAZ - aabbaZ + aabbaa

e Strukturbaum fiir aabbaa

Z
Teilbaum mit Wurzel
A ist Strukturbaum
@ A z fiir Begrenzung vom Teilbaum
a A E abba
Z b A G
a b a
A
Z b A
a b a
Beachte

A E abA ? (ab)™A E (ab)"ba oder
Z F aabbaZ F (aabba)"Z + (aabba)"a

JAufpumpen” von Teilwdrter bei Wiederholung nichtterminaler Buch-
staben.
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Beweisargument

Beachte: Analoges Argument fiihrt zu Beweis des Pumping-Lemmas
fiir RL-Grammatiken.

Z
Z kommt auf keiner
rechten Seite vor.
h>|N|+1 A
keine e-Regeln.
<N A
u v w T Y

o Innere Knoten sind mit Nichtterminalsymbolen (NT) markiert.
e Dah > |N|+1, gibt es eine Weg zu Blatt der Linge > |N|+1
e NT-Symbol (verschieden von Z) wiederholt sich.

e Wihle NT A maximaler Tiefe, d.h. Teilbaum unter A hat Tiefe
< |N| und Jowz| < pN.

e Dann vx # €, da B minimaler Tiefe.

~ Behauptung.
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Anwendungen

7.39 Folgerung und Anwendungen

a) Die Sprache L = {a™b™c™ | m > 0} ist nicht kontextfrei.
Angenommen L ist kontextfrei, n die Konstante vom uvwaxy-
Theorem. Wahle m > n /3.
z=a"b"c™ = wvwzy, ve # g, [vwz| < n
Enthilt v oder = mindestens zwei Buchstaben aus {a, b, ¢}, so
uv?wa?y & L, da falsche Reihenfolge der Buchstaben.

Falls v und @ nur aus a's, b's oder c's, so falsche Anzahl, da nur
zwei gekoppelt.

b) L = {a" : n Primzahl } C a” ist nicht kontextfrei. Ange-
nommen ja. Dann ist L RL-Sprache (warum?). Sei n Konstante
des Pumping-Lemmas fiir RL-Sprachen a” € L mit p > n.
Dann ist a® = a‘a’a”, 7 >0, itttk e 1 > 0. D.h.
i+ 1 - j 4 kist Primzahl fiir alle [, insbesondere fiir | = 7 + k
4

c) Kontextfreie-Sprachen (Typ-2 Sprachen) sind nicht abgeschlossen
gegen M und —.

Beweis:

Ly = {a"b"c™ : n,m > 1}, Ly = {a™b"c" : n,m >
1} sind kontextfrei, aber Ly N Ly = {a"b"c" : n > 1} ist
nicht kontextfrei, wegen L1 N Ly = X" — (2 — L) U (X" —
L>)) folgt Behauptung.
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Kontextfreie Sprachen und Kellerautomaten

7.40 Definition
Ein Kellerautomat K = (Q, N, T, 11, iqo, F') mit Q Zustands-
menge, T' Eingabealphabet, N Kelleralphabet, = € N,qy € Q,
F C Q. Anfangskonfiguration: Fir x € T i(x) = iqoz,
IT Produktionen der Form

aqgb — xq" (Lesen eines Zeichens)

aq — xq'  (Spontaniibergang)
mitx € N*,a € N,q,¢ € Qundb e T.
Die von K akzeptierte Sprache ist die Menge

L(K)={z € T" :iqox E f firein f € F}

Lesen eines Zeichens und Spontaniibergénge erzeugen in Abhéngigkeit
eines gewissen Buchstabens im Keller ein neues Wort.

b b v

Kelleralphabet
und
Bandalphabet
nicht unbedingt
disjunkt
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Anwendungen (Forts.)

d) Sei G = (N, T, 11, Z) kontextfreie Grammatik

p = max{|B] : A — B € I}, n = pN. L(G) ist

unendlich gdw es gibt 2 € L(G) : n < |z] < n-(p+1).

Beweis:

,<=" Pumping-Lemma.

=" z € L(G) minimale Linge mit |z| > m. Angenommen
|z| > n-(p+ 1), dann z = wvwzy € L(G),
0 < |Jvz| < |Jvwz|] < nund uvwy € L(G) nach
Pumping-Lemma. Dann ist n < |uwy| < |z] 4

Insbesondere ist es entscheidbar, ob L(G') unendliche Sprache fiir

G Typ-2 Grammatik.

e) Beachte: Pumping-Lemma liefern notwendige, jedoch nicht hinrei-
chende Bedingungen fiir L Typ-2 (3) Sprache:
{aPb" : p-Primzahl, n > p} ist nicht kontextfrei, dies kann aber
nicht mit Pumping-Lemma bewiesen werden.

LL-Automat fir G ({#}, N, T, 111 (G), Z#,{#}) kann als

Kellerautomat aufgefasst werden. Nur ein Zustand #.
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Beispiele

Deterministische Kellerautomaten:

Fir (a,q) € N X Q gibt es entweder genau eine Produktion der
Form aq — xq’ oder fiir jedes b € T genau eine Produktion der
Form agb — xq’. ~ Deterministische kontextfreie Sprachen.

7.41 Beispiel

L. L={w¢w™:wé€ {a,b}*}
k.f. Grammatik fiir L: Z — aZa | bZb | ¢
K = ({90, 01}, {Z,a,b},{a,b, ¢}, 11, Zqo, FF = {q1})
II:: zqoa— zaqy zqob — zbqy z € {Z,a,b}
zqo ¢ — zqu z€{Z, a,b}
aqia — q1 bq1b — ¢1
Zqg — q1
K ist deterministischer Kellerautomat L(K) = L. Also ist L
eine deterministische k.f. Sprache.

2. G=(N,T,11,2), I ={a,b},11: Z — aZa | bZb | ¢
Dann gilt L(G) = {ww™ : w € T*}.
Sei K mit Q = {q}, N ={Z,a,b}, qo =q,i = Z, und
HKZ
aqa — q, bgb — q
Zq — aZaq | bZbq | q
(nicht deterministische Produktionen).
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Beispiele (Fort.)

Behauptung: L(K) = L(G)
L, klar.
.C" Zqw b q ~ Z muss vom Keller geléscht werden., d. h.
1
Zqw F uZqu b uqu - q
uqvu F q, wobei Z in u nicht enthalten ist.

~~ nur Vergleiche, also |u| = |v| A u™ = v
(Ind. Jul). '
v ist Endwort von w, d.h. w = zv = zu™ und

Zgow F uZu™qru™ F uZqu™, d.h. 2|u| Schritte

mi

und w = uu
Induktion nach |u].
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Charakterisierungssatz (Forts.)

Erster Ableitungsschritt
1
[xqr q/] E a[x’QOy ‘I'mfl] [x'mflquh Qm72] tee

(22, 1] (191, 4] Ew
mit a € X U {e}. Somit ist w zerlegbar in Teilwérter aw,, . . . wq
mit der Eigenschaft [x;q;, gi—1] '5 w;.

Fir 1 < 4 < m und [z1q1, ¢] '5 wi.
Nach Induktion vor folgt =;q;w; 1|_< gi—1 fir1 < 7 < m und
T1q1wy }'; q.

Da es die Regel xqa — x1- - - Zmqm im Kellerautomaten gibt,
erhilt man die Ableitung:
TAW = TGaWpy . . . W1 Faxy--- Tm—1TmdmWmWm—1 * * * W1

K
F 1 Tm—19m—-1Wm—1 * * - W1

Exyogmez--w
K
= X1q1wq
T q
|_ /
e q
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Charakterisierungssatz

7.42 Satz

Die kontextfreien Sprachen sind genau diejenigen, die durch einen Kel-
lerautomaten akzeptiert werden.

Beweis: ,~"" LL-Automat.

~\' Sei K ein Kellerautomat. 0.B.d.A. Finalzustand nur ein Zustand
feaq.

Definiere eine kontextfreie Grammatik G' mit nichtterminalen

Neg ={[zq,q] : = €T, q,q4 € Q},
Startzustand Z = [iqo, f],
Terminalsymbolen 3 und Produktionen

[xq, q/] — alTmGms Gm—1)[Tm—1Am—1, Gm—2] - - - [T2q2, ¢1][T14, q/]

Fiir jeden Befehl zga — =1+ Zpmqm, a € X U {e} und alle
Q- qm-1,4 € Q.
Esgiltfirz € T',q,¢ € Qund w € ©*
Fq gd 1k
(*)  zquwl ¢ gdw [zq,¢]F w
Insbesondere erzeugt also GG, die von K akzeptierte Sprache.
Beweis von (x):
Es gelte [zq, ] F w. Durch Induktion iiber die Linge einer Ablei-

tung in G zeige im Kellerautomaten gilt zqw ; q.
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Charakterisierungssatz (Forts.)

Es gelte umgekehrt zqw II—( q’. Induktiv iiber die Linge einer Ablei-
tung im Kellerautomaten zeigt man nun [zq, ¢'] E w.
Betrachte ersten Schritt:
1
Tquw ; 1 TmdmV ; q/

mt w = av, a € X U {e}. Zerlege die Ableitung von
1+ Tm@mv nach g’ in m-Phasen, die dadurch definiert sind, dass
nach der i-ten Phase im Keller nur noch die Zeichen 1 -+ 2 _;
verbleiben. (Da Keller leer gemacht werden muss). Die Ableitung hat
somit die Form

1
Tqw I'_( Ty TmdmV = T1 - Ty @mWm - - W1
1'_< 1 Tn-1gm—1Wm—1* * * W1

Il_(xl"'(Irn—Z"'wl

}"( T1q1w1

'_ /

b q
und es gilt x;q;w; 1|_< gi—1 firl < @ < m, T1q1w, ; q.
Ind.vor ~ [zqi, qi—1] E w;, K; < m und [mlql,q’] E wy,

1
also [qu q/] E a’[memv qul] e [wlfh: ql] E AW+ * - W1 =
av = w.
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Abschlusseigenschaften

7.43 Lemma

Der Durchschnitt einer kontextfreien Sprache mit einer rechts-linearen
Sprache ist eine kontextfreie Sprache.

Beweis: Idee: Lasse gleichzeitig Kellerautomat und endlicher Automat
ablaufen.

Sei K mit Produktionen der Form
! ! /i
TYRa — T G bzw. Yyqx — Y qp
und A DEA mit Produktionen
qaa — ¢4 (:= 6(qa, a))

Bilde Produktautomat [K, A], d.h. Q@ = [Qxk, Q4] O [gk, 4]
als Kellerautomat mit Produktionen

z[qx, gala — ='[qk, 6(qa, a)]
bzw.

! !
ylax, a4l — ¥'[qk, q4]

Startzustand [ifc, 4], d.h. i(x) = i[qo,, o ] fir  Eingabe-
wort.

Finalzustinde [fr, fa] fx € Finalzustand von K, f4 € Finalzu-
stand von A.
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Bemerkung zu Pumping Lemmata

Beachte Quantoren bei Pumping Lemmata.

v 3 v 3 YV uv'w € L
LeLs; neEN ze€L wu,v,w€e€X" 1
|z]| > n z = uvw
0< v <n

LGLQ U,U,w,

T,y € X° wv'wzly € L

z = uwvwzy
vr # €
lvwz] < n

Es gibt schirfere Versionen dieser Lemmata. z.B. |uv| < n oder
|[vw| < n fiir rechts-lineare Sprachen. Odgen’s Lemma fiir kontext-
freie Sprachen (Man darf sogar gewisse Buchstaben markieren).
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Abschlusseigenschaften (Forts.)

Es gilt
w e L(K) n L(A) gdW HfK S FK quoKw Il_( fK AN
3fa € Faqowt fa

gdw H[fK,fA] € Fg X Fy:
; -
ix[qoge, Qo 4w Al [fr, fa]
gdw w € L([K, A])
7.44 Beispiel
L = {ww : w € {a, b}"} ist keine kontextfreie Sprache.
Sei R = a"btatb" rechts-lineare Sprache (warum?)
LN R = {aba'’ : i > 1,5 > 1} ist keine kontextfreie
Sprache.

Angenommen JA: Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen: Sei
n € N die Konstante fiir die kontextfreie Sprache L N R.

Wihlei =5 =n a"b"a"b" € LN R.

uvwazy Zerlegung: H—— a"b"a"b" = uvwzy
lowz|<n

~ Kopplung zwischen a—EXP und b—EXP kann nicht aufrechter-
halten werden 4

(Frage: Ist L kontext-sensitive Sprache?)
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Wortproblem fiir kontextfreie Grammatiken

G kontextfreie Grammatik. w € X" w € L(G)? Wortproblem ist
primitiv rekursiv entscheidbar. (schlechte obere Schranke!)

Kellerautomat der L(G') akzeptiert Ist dieser effizient?

Problem:

o keine Endeutigkeit (mehrere Strukturbiume)
o Kellerautomat ist nicht-deterministisch.

e Falls deterministischer Kellerautomat moglich, so effizienter.

Beachte Beispiele:

e Boolesche Formeln iiber Signatur (PL-Formeln)
e Terme iiber Signatur
e Formeln iiber Signatur

e While Programme iiber Signatur

Mehrere Regeln mit gleicher linken Seite!
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Verallgemeinerung der deterministischen
Kellerautomaten

Mit Vorausschau n € N, falls in Abhéngigkeit vom Kellerinhalt und
den n-nichsten Eingabezeichen eindeutig die Moglichkeit besteht, die
einzig richtige, als nichstes anzuwendende Produktion zu finden.

1-Vorausschau {a"b" : n > 1}
Schlagwort LR(k)-LL(k) Analyse.

7.45 Definition Normalformen fiir kontext-freie Grammati-
ken

Sei GG eine kontext-freie Grammatik, GG ist in

e Chomsky-Normalform: Produktionen der Form
A — BCoder A —a A,B,C &€ N,aeT
e Greibach-Normalform: Produktionen der Form
A — ax AEN,ae€T,a € N”

7.46 Satz

Zu jeder kontextfreien Grammatik G mit € € L(G) gibt es eine
kontextfreie Grammatik G’ in Chomsky-Normalform, mit L(G) =
L(G).

Die Transformation G ~ G ist effektiv.
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Beweisidee (Forts.)

4. Schritt: Chomsky-Normalform: Produktionen der Form
A — Bj...B,, n > 2 ersetzen: Dazu

A — BH,H — ByHy---,H, 3 —
B, -H, >,H, o — B, 1B, mit neuen Nich-
terminalsymbolen Hy, ..., H, o.

Fallse € L(G), so ist
(NU{Z"Yy, T, Nu{Z — Z,Z' — €}, Z"), wobei
(N, T, 11, Z) in Chomsky-Normalform.
7.47 Beispiel Sei G = ({Z, A, B}, {a, b}, 11, Z)
II: Z —bA Z — aB
A—a B —b

A — aZ B — bZ
A —bAA B — aBB

1. Schritt: e-frei: ok.

2. Schritt: Z — A,A | A,B
A—a,B—bA, —a,Ay—b
A— A Z B — AyZ
A— Ay)AA B — A,BB

3. Schritt: Keine Kettenproduktionen: ok.
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Beweisidee

Beweisidee: G = (N, T, 11, Z) kontextfrei.

1. Schritt: e-frei: Da ¢ € L(G), gibt es eine dquivalente Grammatik
@', die keine Produktionen der Form A — & enthilt.

2. Schritt: Normierte Terminierung: Zu G = (N, T, 11, Z) gibt
es eine dquivalente Grammatik G’ = (]\7, T,11', Z), die
nur Produktionen A — a mita € T und A — « mit
a € N* enthilt.

Sei N = NU{A, : a & T} II entsteht aus IT indem
jedes a € T in II durch A, ersetzt wird, vereinigt mit
{A, — a: a € T} Platzhalter.

3. Schritt: Keine Kettenproduktionen: Zu einer Grammatik
G = (N, T,11, Z) gibt es eine dquivalente Grammatik
G' = (N, T,Il', Z), die keine Produktionen der Form
A — B mit A, B € N enthilt (siche NEA).

Sei M = {(A, B) €N2:AEB}

(Iasst sich berechnen: Entferne Zyklen (A, B), (B, A) €
M. Beginne mit (A, A).)

" = I\{A — B : A,B € N} vereinigt mit
Produktionen A — 7', |7'| > 1, die aus Produktionen
A — r € II durch Ersetzen mancher B in r durch C
mit (B, C') € M entstehen, vereinigt mit A — a fiir
alle (A, A,) € M.
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Wortproblemalgorithmen fiir k.f. Sprachen

4. Schritt: Letzte Zeile oben:
A — Ab01,01 — AA
B — A,D.,D, — BB

Auswirkungen auf Strukturbaum? (binar)
~» Pumping Lemma Konstante: 2V 4 1.

z € L(G) ~ x ist in héchstens 2|x| + 1 Schritten in G ableitbar
(exponentieller Aufwand fiir Entscheidung = € L(G)).

7.5 Algorithmus von Cocke-Kasami-Younger
7.48 Satz

Sei G in Chomsky-Normalform. Dann gibt es einen Algorithmus der
das Wortproblem fiir G' mit Laufzeit O(n?) entscheidet.

w € L(G) |w| = n Laufzeit O(n®)
Beweis: Sei w = a; ... ay,
Esgilt w € L(G) gdw Z € Ly, (w).
Wie berechnet man aus w die L;;. Dynamisches Programmieren.
Induktiv iiber 7 — % Berechnung von L;;:
e j—i=0:Lj;={A: A—aqa; €I}
(da Chomsky-Normalform)
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Algorithmus von Cocke-Kasami-Younger

e j — 4 > 0: Berechne L;; aus L1 und Ly, fiir ein & mit 7 <
k < j, wobei A € L;j, falls A — BC € II, B € Ly,
C € L.

In jedem Schritt miissen maximal 2n Mengen betrachtet werden und
es gibt weniger als n2 Mengen L;j, daher kann die Laufzeit durch en®
beschrankt werden, wobei ¢ eine Konstante ist, die von der Grammatik
G abhangt.

Verwaltung mithilfe einer Erkennungs-Matrix
j—i |1 2 ... n
0 {r { {}

1 {+ ... {}
2 :

n-1 |

Beispiel:

Z —-CB|FA|FB
A—CZ|FD|a
B—FZ|CE|b

D — AAE — BB,C —a,F —b

w = aababb, |w| =6
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7.6 Unentscheidbare Probleme fiir kontextfreie
Grammatiken

Unentscheidbare Probleme fiir allgemeine Grammatiken

e Wortproblem

e L(G)=0
L(G)=%"
L(@G) endlich
L(G1) = L(Ga)
e € L(G)?

Fiir rechts-lineare-Grammatiken alle entscheidbar.

Fiir kontexfreie Grammatiken? Wortproblem, L (G) endlich ?,
L(G) = @7, € L(G)? entscheidbar.

7.49 Satz

Sind G1, G2 kontextfreie Grammatiken.
Es ist unentscheidbar, ob die zugehdrigen Sprachen disjunkt sind.

Folgendes Problem ist nicht rekursiv entscheidbar:

Eingabe: kontextfreie Grammatiken G, G2.

Frage: L(G1) N L(G2) # @7
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Unentscheidbare Probleme fiir kontextfreie
Grammatiken (Forts.)

Beweis: Reduktion des PCP auf dieses Problem.

Sei £ = (u1 ~ vi,...,up ~ o), u,v; € 0T k> 1.

Sei J ={1,...,k},JNT =w2.

Definiere Grammatiken G; = (N;, T, 11;, Z;), j = 1, 2.

I ={Z1 - wiZyi|wi:i=1,...,k} 2k-Regeln

Iy ={Zy — v;Zsi |vii: i =1,...,k} 2k-Regeln

L(Gl) N L(Gg) 75 %) gdW Qr € ¥F x € L(Gl) M L(GQ)
gdw 3ty ts € J*v _

xz=U(t)t]" = V(tg)tg" ‘

gdw 3t € JT = =U®)t™ = V()™
gdw It € J© U(t) = V(¢)
gdw PCP(L)

Beachte:

Die Konstruktion liefert ,einfache” k.f. Grammatiken G'1 und Go:
Sie sind linear (A — uBwv Regeln) und eindeutig: nur eine Links-
ableitung maglich!
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Folgerungen

e Es gibt kein effektives Verfahren, um fiir zwei kontextfreie Gram-
matiken G1, G5 eine kontextfreie Grammatik G zu bestimmen mit
L(G) = L(G1) N L(G2). (Begrindung: L(G) # @ ist fiir
kontextfreie Grammatiken entscheidbar).

e Man kann jedoch eine kontextsensitive Grammatik berechnen mit
L(G) = L(G1) N L(G3), d.h. L(G) # @ ist nicht entscheidbar

fiir kontextsensitive Grammatiken.

7.50 Satz Das Mehrdeutigkeitsproblem fiir kontextfreie Grammatiken
ist unentscheidbar.

Eingabe: G kontextfreie Grammatik.
Frage: Ist G mehrdeutig?
Beweis:

PCP auf Mehrdeutigkeitsproblem reduzieren: Seien GG; und G die
kontextfreien Grammatiken wie oben zu PCP L konstruiert.

Gr:= ({2, Z1, Zo}, TUJ, ILUNLU{Z — Z1,Z — Zs}, Z)

L~ Gy effektiv. L(G) = L(G1) U L(G2)

G1, G sind eindeutig.

G ist mehrdeutig gdw L(G1) N L(G3y) # @
gdw PCP(L)
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Kontextsensitive Grammatiken und Sprachen

Erinnerung: Die Sprache {a"b"c" : n € N} ist eine Typ-1 Spra-
che: Grammatik ({Z, A, B, H,C},{a, b, c}, I1, Z) mit Produk-
tionen II = {Z — ¢ | Ac,A — ab | adACB,CB —
CH,CH — BH,BH — BC,B — b,Cc — cc}.

Sie ist nicht kontexfrei.

Das Wortproblem fiir k.s. Grammatiken ist entscheidbar. Man muss
nur Ableitungen bis zur Linge (|N| 4+ |T'| 4+ 1)/ + 1 durchsuchen
(ansonsten enthilt die Ableitung zwei identische Warter mit Linge
< l=)).

Ein linear beschrankter Automat (LBA) ist eine (nichtdetermi-
nistische) Turing-Maschine, deren Lese-/Schreibkopf den Bereich, auf
dem beim Start die Eingabe steht, nicht verlassen darf.

e Die Typ-1-Sprachen sind genau die Sprachen, die sich mit einem
LBA akzeptieren lassen.

Solche Automaten lassen sich auch durch Produktionen Charakterisie-
ren. Sie haben die Gestalt:

qa — q'd 4,¢ €Q,a,’ e NUT

qga —aq q¢,¢d € Q,a,d’ e NUT

bga — ¢'ba 4,d €Q,a,d € NUT

letztere fiir alle b € N U T falls keine andere diese linke Seite hat.
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Weitere unentscheidbare Probleme fiir
kontextfreie Grammatiken

7.51 Satz

Folgende Probleme fiir kontextfreie Grammatiken sind nicht entscheid-
bar

1) Pi(G) gdw L(G) = X (G iber X =T)

2) Py (G) gdw L(QG) ist rechts-linear

3) P5(G) gdw —L(QG) ist kontextfrei
(rechts-linear, unendlich)

4) Pu(G) gdw L(G1) = L(G2) (beide iiber T")

5) P5(G) gdw L(G1) C L(G2)

6) Ps(G1,G2) gdw L(G1) N L(Gy) ist kontextfrei
7) P:(Gi1,G2) gdw L(Gp) N L(Gs2) unendlich
8) Ps(Gi1,G2) gdw L(G1) N L(G2) RL-Sprache

Eendl - £3 - Edet—kf Q £2 Q ﬁl - ﬁprim-rek - ﬁentsch, - £0 =

= = = = =

Crek—aufzb.
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Kontextsensitive Grammatiken und Sprachen
(Fort.)

Es gibt weitere Charakterisierungen der k.s. Sprachen durch spezielle
Grammatiken. Eine Grammatik G = (N, T, 11, Z) heiBt erwei-
ternd, falls IT nur Produktionen der Form | — r mit [ # & und
|r| > |l] enthilt. Es gilt: Zu jeder erweiternden Grammatik gibt eine
aquivalente k.s. Grammatik.
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8 Grundlagen der Programmierung
Zusammenfassung

Zusammenfassung
Ausblick

Grundlagen fiir die Entwicklung von Software-Systemen
Aktivitaten: Spezifikation - Entwurf - Implementierung

Benétigt: Formale Beschreibungstechniken

e Syntax
e Semantik

Spezifikation: Was soll ein SW-System leisten?

Funktionalitit: Beschreibung funktionaler Eigenschaften.
Natiirliche Sprache, Logik (Vor- Nachbedingungen).
Hier nur Aussagen- und Pradikatenlogik.

Abstrakte Datentypen = Algebren iiber Signatur.

Was: Axiome. Oft geniigen ,="-Axiome, d. h. Gleichheitslogik. Beding-
te Gleichungen sind standard.

Beispiel: Keller(X) X Parameter =y definiert

empty: — stack; is_empty: stack — bool;
push: elem, stack — stack;
pop: stack — elem;
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Formale Spezifikationstechniken (Forts.)

KomplexitatsmaB fiir ein Berechnungskonzept ¢ ist eine Abbildung
& : N2 — N mit den Eigenschaften

®(i,n) | gdw ¢i(n) |

{(i,n,m) € N>: ®(i,n) < m} ist entscheidbar.

z.B. While Programme: Laufzeit eines While-Programms

O (p, ) = pt.first(i' (inp(p, z))) = 0
wobei 7 Interpreterfunktion.

o Zeitkomplexitdt der i-ten TM bei Eingabe n
®(i,n) | gdw @i(n) |
®(i,n) = maxp{t : Es gibt eine Berechnung R der Linge ¢
der i-ten TM auf Eingabe n}
e Platzkomplexitat bei TM
® (4, n) Anzahl der verschiedenen Bandstellen, die die i-te TM
auf Eingabe n hdchstens besucht.
{®(i, n) < m} ist entscheidbar.
Laufzeit muss < m - |Q||I'|™ + 1 (Anzahl der Konfigurationen
der Linge < m).
e Bedarf an Speicherplatz in einem Goto-Programm.
z. B. Anzahl der Register (EinheitskostenmaB)
oder Anzahl der Register und GréBe der Zahlen (log-KostenmaB)
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Formale Spezifikationstechniken (Forts.)

Axioms:

All-Quantif.: pop(push(z,y)) = =
is_empty(empty) = true
is_empty(push(z, y)) = false

~~ Formale Spezifikationstechniken

Bendtigt: Logik, Modelltheorie

Nicht funktionale Eigenschaften:

z.B. Zeitverhalten, Platzverhalten,. .., Komplexitat*

~ Klassifikation der berechenbaren Funktionen/Pridikate (Relatio-
nen).

Hier: Nicht jede Funktion ist berechenbar. KomplexitdtsmaBe.

Prazisierung der Berechenbarkeit

o While-berechenbare Funktionen

e i-rekursive Funktionen Rp(%)
o RM-berechenbare Funktionen Techniken
e Turing-berechenbare Funktionen Simulation
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Wichtige Begriffe

Beachte:

Ist ® ein KomplexitatsmaB und B : N — N eine totale berechenbare
Funktion. Dann gibt es eine totale, berechenbare Funktion f : N —
{0, 1}, so dass jedes Programm 4, das f berechnet, fiir fast alle Werte
n eine Komplexitit ®(n) > B(n) hat.

Es gibt beliebig komplexe Funktionen (Diagonalisierung!)

~ - Komplexitatstheorie, Komplexitatsklassen
DTime(s(n)), NTime(s(n)), DSpace(s(n)), NSpace(s(n))
P = JDTime(pol), NP =|_JNTime(pol)

pol pol

e Reduzierbarkeit: P <,,, Q

Verfeinerungen: One-one Reduzierbarkeit: Injektion
pm: Pol-Zeit berechenbare Reduktionen.
Wichtig fiir die Klassen P, N P.

e Vollstiandigkeitsbegriff: z. B.
K = {a | @u(a) l}vKO = {(a’7w) : @u(x) l}

Sind vollsténdig in der Klasse der rekursiv aufzihlbaren Relationen.
o Rekursionstheorie: Universelle Funktionen goé")(ml, ey )
SMN-Theorem: Stelligkeiten der universellen Funktionen.
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Wichtige Begriffe (Forts.)

Ergebnisse sind richtig fiir jede zuldssige Aufzdhlung der be-
rechenbaren Funktionen. D.h. beschrénkte Berechenbarkeit muss
entscheidbar sein und SMN-Satz muss gelten.

~~ Charakterisierung der r.a. Relationen, Rekursionssatz, Fixpunkt-
satz sowie die Satze von RICE iiber Indexmengen

S C Rp(N) Ind(S)={p:¢p € S}

e Existenz berechenbarer Funktionen mit bestimmten Ei-
genschaften.
Verwende Churchsche These, SMN-, Rekursionssatz oder FPS.

e Nicht Entscheidbarkeit oder nicht rekursiv aufzdhlbar.
Verwende Reduktion von K oder K auf Relationen oder Rice
Sitze, falls Indexmengen.

e Weitere Klassen: superrekursiv

subrekursiv
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Syntax Programmiersprachen
(allg. Beschreibungstechniken)

Grammatiken

i.Allg. kontextfrei (Teile kontext sensitiv: Prozedurdeklarationen, ~-
attributierten Grammatiken).

Grundlage: Kalkiile

e Syntaktische Definition von Objektmengen
Regeln, Ableitungen

e Miissen nicht immer Zeichenreihen sein

e Kdnnen auch graphische Objekte sein

e Oft beides zusammen

Beispiel: Terme, Formeln, Programme, giiltige Formeln, giiltige par-
tielle Korrektheitsaussagen, Diagramme, UML,. ..
Speziell fiir Zeichenreihen: Wortersetzungssysteme.

Grundlage fiir: Grammatiken (RL, KF, KS ...)
Automaten (EA, NDEA, KA, TM ...)
Algebraische Strukturen: Monoide, Gruppen, Algebren

Z.B.: Prozessalgebren: (a, b; ba — ab) kommutatives Monoid.
Termersetzungssysteme: Signatur (.S, X0)

Listen: nil :— L,cons : X, L — L append : L, L — L
append(nil, 1) = [

append(cons(z, 1),1") = cons(z, append(l,1"))
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Formale Beschreibungstechniken

Welcher Aspekt eines Systems soll beschrieben werden?
Wie soll beschrieben werden?

Nur das was oder was und wie.

e Funktionale Aspekte

o Verhaltensaspekt (Temporale Logik, Statecharts, SDL,...)

o Entwurfsaspekt (logischer Entwurf, Systemstruktur, ,Architektur”)

o |mplementierungsaspekt (Programmiersprache, abstrakte Maschi-
ne, Compiler,...)

Zielsetzung: Uberginge zwischen Beschreibungen sollten natiirlich*-

sein, Werkzeug-unterstiitzt.

~ Verifikation, Validierung, Testen sollten ermdglicht werden.

e Ableitung partieller Korrektheitsaussagen
e \Verifikationsbedingungen
e Testgeneratoren

o Dokumenterstellung

Programmiersprachen

Deklarativ, Funktional (u-rekursiver Ausdruck), Prozedural (While-
Programm), Maschinennahe TM-, RM-Programme.
~ Syntax, Semantik
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Kalkiile (Fort.)

Funktionale Programmiersprachen: Applikative Programme.

(Bedingte Gleichungen ...) ~~ Programmieren mit Gleichungen

Beweiskalkiile:

Aussagenlogik: Axiome (Schemata)

e A— (B —A)

e (A—-(B—-C))—((A—B)— (A—0))

L] (—\A—>—\B)—>(B—>A)

Regeln: MP Modus Ponens oder Abtrennungsregel (cut Regel)

a,a — (3

B

Az - «a, so a Tautologie.

Beweis: o, ..., a, ap, =«
a; € Az oder aj, o = o — ay, J, k< i

Kompaktheitssatz: > F «, so gibt es eine endliche Teilmenge
Yo CX:3¥0F a.

Verallgemeinerungen: - Pradikatenlogik.
- Andere Logiken. ~~ Logik Vorlesung.
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Logik, Prozessbeschreibungssprachen

Grundlage automatischer Beweiser

Beachte: Nat = (N, 0, 1,+, -, <) Theorie von Nat (d. h. giiltige
Formeln in N at) nicht rekursiv aufzihlbar!

Grundlage fiir Prozess-BT: Endliche Automaten

Endliche Automaten

Petri-Netze (Verallgemeinerungen)
Statecharts, SDL - - -

Semantik von Beschreibungstechniken

e Operational (Zustandsiiberginge)
e Denotional (Programme ,bezeichnen Funktionen)

e Transformation (Ubersetzen in Konstrukte mit wohldefinierter Se-
mantik)

Interpreterfunktionen, Compiler, abstrakte Maschinen, Termerset-
zung,. ..

Wichtige Eigenschaften von BT:

Modularisierung, Parametrisierung, Kompositionsmoglich-
keiten, Verfeinerung (Abstraktionsméglichkeiten).
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