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1 Einleitung

Methoden zur Losung von Problemen mit Hilfe von Rech-
nern

Probleme (technisch mathematisch formal)

Formalisierung (= Festlegung = “Spezifikation”)

Beispiele
Optimierungsprobleme

1. Rundreise minimaler Lange (Kosten minimal).
Formalisierung z. B. Karte, Stadte, Verbindungsabstand.
Graph: Knoten «—— Stéadte Kanten (Gewicht) «—— Verb.
Eingabe: Menge von Knoten: V', Gewichtskanten F .

Ausgabe: Rundreise, die alle Knoten aus V' enthalt mit minimalen
Kosten.

~~ Rundreise Problem (Travelling Salesman) TSP

2. Anteile bestimmter Ware mit Wertigkeit bis Maximalgewicht.

Eingabe: Objekte mit Gewicht, Profit, Maximalgewicht V.

Ausgabe: (Anteile) Objekte die Maximalgewicht nicht iiberschrei-
ten und Profit maximal sind. D.h. >~ x,w; < W,
Z Ir;pP; max.

~~ Rucksackproblem (Varianten x; € 0/1 RP, x; rational RP).

Knapsack Problem. 0/1-KP, rat-KP.
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3. Weitere Optimierungsprobleme
e Optimale Bandspeicherung (Zugriffszeiten minimal)
e \erschnitt minimieren
e Bin Packing

4. Probleme aus der Zahlentheorie oder allgemeinem Theo-
rembeweisen
Kryptologie: GroBe Primzahlen.
st12345678912345678123456 7 Primzahl?

Probleme aus der Zahlentheorie:

z. B. ,Jede natiirliche Zahl |3sst sich als Summe von vier Quadrat-

zahlen schreiben”.

Formalisiert: Sprache der Pradikatenlogik (PL1):
VX3A3IB3C3D X = A’ 4+ B* + C? 4+ D?

Interpretation”: N natiirliche Zahlen, +,% wie iiblich interpretiert.

oder Fermat “s Problem
AN3IX3IY3IZ (N >2AXN4+YY =2V,

Allgemeiner aus Hilbert s Problemliste:
Gesucht “algorithmische Losung” von
Eingabe: Satz ¢ aus PL1 iiber N.
Ausgabe: Ja, falls ¢ Theorem.

Nein, falls ¢ kein Theorem.

Angenommen es gibt ein Programm Oy dafiir.
Frage: Halt Oy fiir jede Eingabe ?
~> Entscheidungsprobleme, Aufzdhlungsprobleme.
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Entscheidungsprobleme

5. Sei P Menge von Programmen in PS (z.B. JAVA).
Problem: Fiir x € A Eingabe fir p € P.
Frage: Halt p bei Eingabe 7
~~ Halteproblem fiir p.
Varianten:
Problem: Fiirp € P.
Frage: Halt p fir alle erlaubten Eingaben x € A?

~~ Uniformes Halteproblem fiir P.( “Ist p total definiert”).

6. Wortpuzzle: (Godel, Post, ..., Hofstidter)
Alphabet 33, 3" = {endliche Folgen von Buchstaben aus > }.

W= aiasz...a, € X7, |lw| = n, n = 0 erlaubt £ = leeres
Wort.
Eingabe: Endlich viele Wortpaare
(w1, wy), (ug, wa) ... (Up, wy)
u, w; € T =X — {e}.
Frage: Jk>03nq,...,ngn; €{1,2,...,n}:
UpyUng - - - Up, = WnyWny - - - Wn,

~~ Post'sches Korrespondenzproblem PCP (Emil Post).
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Wichtige Fragestellungen

Was heiBt es diese Probleme sind algorithmisch l6sbar?
Was nutzt es solche Probleme algorithmisch zu [6sen?
Was nutzt es , gute’ Lésungen fiir TSP zu haben?

Wie schwierig sind diese Probleme?

Wie hangen sie zusammen?

Wie erkennt und beweist man, dass es keine (,,gute") algorithmische
Losungen geben kann!

Notig: Konzepte, Fakten, Methoden, Theoreme, Theorien

~» Berechnungsmodelle /Programmiersprachen.
Algorithmische Unlosbarkeit?

prinzipielle Losbarkeit

l

effiziente Losbarkeit

!

algorithmischer Entwurf

l
P: Programm einer HPS

Problem: Syntaktische und semantische Verifikation von P.
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Schwerpunkte

e Syntaxanalyse
Formale Sprachen: Chomski-Hierarchie
Context freie Sprachen
Grammatiken /Erzeugungsprozess
Automaten (endliche, keller)/Erkennungsprozess

e Berechenbarkeitsmodelle

Semantik von Programmiersprachen: WHILE-Programme
Maschinenmodelle: Turing- und Registermaschinen
Rekursive und Partiel-Rekursive Funktionen

e Programmverifikation

Tut P auch was erwartet wird.

Beweisverpflichtungen: Zusicherungen, Invarianten, Terminie-
rungsbedingungen

Beweise: Siehe Logik Vorlesung
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2 Mengen, Relationen, Funktionen

e A endliche Menge, | A| Anzahl der Elemente, Kardinalitat.

e A, B Mengen, |A| = |B| gdw
es gibt eine Bijektion h : A — B (injektiv+surjektiv).
{0,...,n— 1} :=n A endlich gdw Jn : |A| = n.

e A heiBt abzdhlbar, falls A endlich ist oder |A| = |N|, d.h. es
gibt eine Abzahlungsfunktion f fiir A.

f ist Bijektion von
a) f:{0,1,...,|A| -1} — A A endlich.
b) f:N— A A unendlich.

2.1 Satz Satz von Cantor: Es gibt nicht abzdhlbare Mengen.
z.B. R.

Diagonalisierungstechnik:
A={f:N—N|dom(f) =N}

Angenommen A ist abzdhlbar. Da A nicht endlich ist, gibt es eine
Bijektion von N auf A. Sei diese Abzihlung fq, f1, fo, ...

Definiere f(x) := f.(x) + 1 fir x € N,

Offenbar f & {fi | i € N} = A, da f(x) # f.(x), aber f ist
ganz auf N definiert, d.h. f € A 4

Beachte: jede Teilmenge einer abzahlbaren Menge ist abzahlbar.
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Relationen und Funktionen

Kartesisches Produkt von Mengen A X B. Tupelschreibweise: @ =
(CLl,...,CLn) €A1X XAn

e Relationen: R C A; X --- X A,
(ai,...,a,) € R schreibe Ray ...a, oder R(ai,...,a,)
n = 2 Infix Notation a; Ras (z.B. a < b)
e Funktionen als Relationen:
f:A— B: (AB, graph(f)), wobei graph(f) C A xB,
fiir jedes a € A gibt es hochstens ein b € B mit (a,b) €
graph(f).
Schreibe f(a) = b fiir (a, b) € graph(f) und fir
ein b mit (a,b) € graph(f) : f(a) | (f(a) ist definiert),
kein b mit (a, b) € graph(f) : f(a) T (f(a) nicht definiert).
e Sind (A, B, graph(f)), (B, C, graph(g)) Funktionen.
g o f (Verkettung oder Komposition) go f: A — C
(A, C, {(a, g(f(a))}).

e Definitionsbereich:
f:A— B: dom(f) ={aec A:f(a) |}

e Wertebereich:
f:A— B: im(f)={f(a) e B:ac A, f(a) |}

o f: A— Bygiltdom(f) = Asoist f: A — B total.

e f: A — A Funktion: Die Iteration f" : A — A. {(a,b) €
A2 f(fFC--(fl@) ) Lb=f(f-- fla)--))}

Firn =0 ist f" = id, d.h. die ldentitatsfunktion auf A.
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Funktionen (Forts.), Alphabete, Sprachen

e Charakteristische Funktion von R C A:
Xr: A — {0, 1} totale Funktion mit (xg(a) = 1 gdw a €
R).

e Alphabet ist eine abzihlbare Menge 3 von Buchstaben.

e X Menge der endlichen Folgen von Buchstaben (Worter).

e acXa=ay---a, mn >0 n Liangevon a,
lal =n n =0 & leeres Wort.
® a—=aji---a,,b=>by---b,, Konkatenation
ab = aj---ayby by mit|labl =n+m

e Prafix, Suffix, Teilwort.
e Wortfunktionen: f : X" — X*,

z.B. Spiegelung: a = a1+ --ap, — a™ = a, - - - ai.
e Sprachen sind Teilmengen von X*.

L,M C X" : L U M Vereinigung.

LM = {uv:u € L,v € M} Konkatenation.

L*"={vi--v,:meNuvy, €L,i=1,...,n}
= UL” lteration.
n>0

e Beachte: X7 ist abzahlbar.
Programme sind Worter (Zeichenreihen) iiber Alphabet ~~ Menge
der Programme einer PS ist stets abzahlbar.
Also gibt es stets Funktionen, die nicht von Programmen berechnet
werden konnen.
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Versuch einer Definition von algorithmisch l6sbar

Informelle Prazisierung fiir f : A — B ,berechenbar”.
2.2 Definition

a) Ein effektiver Prozess zur Lésung eines Problems (einer Klasse von

Problemstellungen) hat folgende Eigenschaften:

1.
2.

Der Prozess besitzt eine endliche Beschreibung.

Er besteht aus Einzelschritten, die mechanisch in endlicher Zeit
ausfiihrbar sind, d.h. jeder solche Schritt kann z.B. nur von
endlich vielen Daten abhangen.

Er ist deterministisch, d. h. der jeweils ndchste Schritt ist im-
mer eindeutig bestimmt (falls er iiberhaupt existiert) kein Raten
oder auswahlen.

Lasst die Problemstellung eine Antwort zu, so liefert der Prozess
die korrekte Antwort und terminiert nach Ausfiihrung endlich
viele Einzelschritte.

Lasst die Problemstellung keine Antwort zu, so liefert der Pro-
zess die Antwort 7 oder er terminiert nicht.

Ein Algorithmus ist eine endliche Beschreibung eines effektiven
Prozesses (Reprasentation).

Eine Funktion f : A — B heit effektiv berechenbar, falls
es einen effektiven Prozess gibt, der fir x € A (Instanz der
Problemstellung).

1. Stoppt mit Antwort f(x), falls x € dom(f).

2. Stoppt nicht, falls x € dom (f)(f(xz) T).
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3 Kalkiile

Erzeugung (Generierung) von Mengen, Relationen, Funktionen
Kalkiil besteht aus (Axiome, Regeln)
Erzeugung syntaktischer Objekte:

Sprachen, Formeln, Terme, ..., Bilder, Graphen (Waérter iiber Alpha-
bet 30)

3.1 Definition

Regel: Vorschrift um Objekt x zu erzeugen (Konklusion der Regel)
sofern Objekte Iy, . .., IT, (n > 0) (Pramissen) bereits vorhanden.

Schreibweise: R :: Iy, ..., H”.

K

(d.h.z.B.: R e ((X7)" x X7) fir ein n € N).

n = 0: Regel ohne Pramissen ist Axiom.

(Axiome erlauben die Erzeugung ihrer Konklusion ohne Voraussetzun-
gen. Initialisierung des Generierungsprozesses).

n > 0: Echte Regel.
Kalkiil ist Menge von Regeln

K C (A" x A)
n>0
A Objektmenge (z.B. 3", Menge von Bildern etc.)
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Ableitungen

3.2 Beispiel

1. ¥ ={a1,...,an} Regelmenge: =, uLal’ ce fu}cjin u € X
(unendlich viele Regeln - Regelschema -, u als Wortvariable auf-

gefasst).
2. mu-Kalkil: fiir alle Worter X, Y € {i,u, m}”
Regeln:

Xt mY XY XuuY
{Xz'u’ mYY XuY XY }

Frage: kann man aus mt das Wort mwu ableiten?

3.3 Definition

a) Sei K ein Kalkiil. Eine Ableitung in K ist eine Folge
(1, @2, ..., @n) von Objekten, so dass fiirallei = 1,...,n
; die Konklusion einer Regel von K ist, deren Pramissen alle in
{®1, ..., ®i—1} enthalten sind.

b) Ein Objekt ¢ ist in K ableitbar, falls es eine Ableitung in K mit
letztem Objekt ¢ gibt.
Schreibweise: II—( Q.

c) Ein Objekt ¢ ist in K aus einer Menge M von Objekten ab-
leitbar, falls es eine Ableitung in K (M) mit letztem Objekt
gibt, wobei K (M) die Erweiterung von K um die Axiome —
(k € M) ist. Schreibweise: M II—{ P.
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Beispiel 3.2 (Fort.)

a) Ableitbar sind €, a1, asz, ..., an,...a;a;,..
ter aus 2.7,
b) Ableitbar aus mi sind z. B.
Regelt. 1 2 2
Regelt. 2 1 2
3
Regelt. 2 2
1
mulu
{mi, miu, miuiu, ..., mit, mui, ...}

Frage: Liegt mw in dieser Menge?

Beachte: Es konnen stets mehrere Regeln anwendbar sein.

3 Kalkiile
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Darstellung von Ableitungen

Ableitungen koénnen als Baume dargestellt werden.
Blatter: Pramissen, Wurzel: Konklusion.

II, . 11,
Regel:
K
Ableitung . Blatter: Konklusionen von Axiomen (Annahmen).
(¢p1,.-.,%n) Innere Knoten: Regel.
Wurzel: ©,,.

Ableitungsbaume ~~ Fragen: Tiefe, Eindeutigkeit usw.

3.4 Lemma Kompaktheitssatz fiir Kalkiile
Sei M C A. Dann gilt:
M II-{ o genau dann wenn es eine endliche Teilmenge F' C M gibt

mit F’ II—( P©.

Diese Tatsache ist die Grundlage fiir die vielféltige Verwendung von
Kalkiilen fiir die Fundierung vieler Begriffe und Methoden der Infor-
matik.
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Kalkiile definieren Hiillenoperatoren

Allgemeiner Hiillenoperator fiir Teilmengen einer Menge bildet Teil-
mengen in Teilmengen ab, z.B. Transitive Hiille, Folgerungshiille usw.

'k : P(A) — P(A) (Teilmengen von A werden in Teilmengen
abgebildet).

Mit T (M) :={p € A: M I} fir M C A.
Wichtige Eigenschaften fiir Hiillenoperatoren:
Einbettung, Monotonie, Abgeschlossenheit.
Es gilt fir I'k:
Einbettung: fiir alle M : M C ' (M).
Monotonie: M C M’ so T (M) C T'xe(M")
(M II-{ @ so auch M’ II-{ ).
Abgeschlossenheit: ' (I'x(M)) = ' (M).
Der Ableitbarkeitsbegriff ist transitiv: aus M II-{ wund MU{p} II-{
) folgt M II-{ Y.

(Die Verwendung eines ableitbaren Objekts als Voraussetzung (Blatt)
in einer Ableitung kann stets eliminiert werden, d.h. Blatt wird ersetzt
durch Ableitungsbaum mit entsprechender Wurzel).
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Schrittweise Konstruktion von T (.)

.Konstruktive® Sicht der Menge der ableitbaren Objekte in K:
KCA" xA(=|]A"x A).

n>0
I'k(B) :=|_J Bi mit By = B, Bi11 := B; UT'}(B;), wobei
i>0
T (B;):={p € A|esgbtn >0,1IL,...,II, € B,
((H17' ,Hn),QO) S K}

.Einschritt-Ableitungen aus B;"
1 ist MaB fiir die , Tiefe" des Ableitungsbaums fiir o € B;.

Spezialfall: A = X*. Zeichenreihen.
Wortersetzungssysteme (Semi-Thue-Systeme 1914).

3.5 Definition

Ein Wortersetzungssystem ist ein Paar (X, IT) mit einem endli-
chen Alphabet > und einer endlichen Menge I1 von Produktionen iiber
>.. Eine Produktion iiber 3. ist eine Zeichenreihe der Form

l ::=1r

(oft auch I — r ,Regel) mit | # ¢,1l,r € X7,
Der durch (32, IT) definierte Kalkil K (32, IT) auf ™ besteht aus

allen Regeln

ulv «
— lu=rell,u,v € X
uUrv
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Wortersetzungssysteme (Fort.)

Beachte oo-viele Regeln, endlich viele Regelschemata.

Ableitbarkeit im Wortersetzungssystem (32, IT):

-y od -
z by gdw {z} Ko Y

Aquivalente Darstellung: Ableitbarkeit in Schritten F .

I1

1
xlﬁygdwesgibtl::erH,u,UEZ* mit

x = ulv und y = urv

n
xEygdwesgibtzo,...,znEZ*mit
1
T = 2o, ZiEZHl (i <m), zn=1y.

0
n:OIieferta:Eygdwa::y.
3.6 Lemma

xEygdwesgibtnENmithy

3 Kalkile
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Beispiele

3.7 Beispiel
1. Wortersetzungssysteme > = {a, b}
aba ::= baab
. : uabav
Kalkiil-Regel: baabs

Dann ist
1

aba Iﬁ baab nur endlich viele Worter ableitbar aus aba und

1 1 1
aaba F abaab F baabab F babaabb
— o o - 1 -

1 1
~ bbaababb - - -
II — 1

unendlich viele Worter ableitbar.

1_baabba
ababa 1}
II abbaab
2. Grammatiken als Wortersetzungssysteme
leftside::=rightside (EBNF) Schreibweise
fiir Produktionen

Statement Expression: A= B
Assignment ~  An=C
Methodlnvocation Au=D

ClasslnstanceCreationExpression
aus A ableitbar
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Beispiele (Forts.)

3.I1I:: S —¢, S — aSbb
Ableitbare ,Sprache’ L = {w € {a,b}" | S E w}

1 1 1

S + aSbb + aaSbbbbt --- F a"Sb*"
11 11 11

T T T T

£ abb a’b? ab>"

Offenbar gilt: L = {a"b*" : n € N}.

Wie zeigt man dies? Induktionsbeweise.
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Nachweis von Eigenschaften ableitbarer Objekte

Induktionsprinzipien

Erinnerung: Induktionsprinzip in den natiirlichen Zahlen:
Sei A eine Aussage iiber natiirliche Zahlen: N

A soll fiir alle n € N richtig sein:
Methode:

Zeige: A trifft fiir 0 zu: Induktionsanfang.

Unter der Annahme, dass A fiir n gilt,

Zeige: A trifft auch fiir n 4+ 1 zu: Induktionsschritt.
Analog fiir 3*: Anfang:

Schritt: |u| =n ~ |w| =n+1

3.8 Satz Strukturelle Induktion (Induktion iiber Aufbau)
Sei A Menge, K C | J(A" x A) Kalkiil, B C A.

n>0
Um eine Eigenschaft P fiir alle aus B in K ableitbaren Elemente
(d.h. aus ' (B)) zu beweisen geniigt es folgendes nachzuweisen:

a) Alle Elemente in B haben die Eigenschaft P.

b) Haben IIy,...,II,, € A die Eigenschaft P und ist
((Iy,...,I0,),e) € K, dann hat auch ¢ die Eigenschaft
P.
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Nachweis von Eigenschaften ableitbarer Objekte
(Forts.)

Wichtige Spezialfille:

e B = &, dann entfillt a).

e B endlich a) muss fiir endliche viele gepriift werden.

Beweismethode entspricht auch der Induktion nach Ableitungslange.

3.9 Beispiel mu-Kalkiil.

Behauptung: Angenommen mi IE w ~ 3 f|wl;

(3 teilt nicht die i-Lange von w (Anzahl der i-s in w)).

a) Uberpriife die Behauptung fiir Wort mi : |mil|; = 1.

b) Regel:
X2 mY XY XuuY

Xiu mYY XuY ' XY
| Xi|; = | Xiul;, 2lmY|; = I[mYY|,,

Ist fiir die Pramisse die Behauptung richtig, so auch fiir die Kon-

klusion.
Wegen 3 | |mu|; = 0 kann mu nicht aus mi abgeleitet werden.
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Erzeugung von Funktionen: Rekursion

3.10 Beispiel 1: S : N* x N*T — N7 (NT = N — {0}).

r:c falls x = vy
S(x,y) =4 S(zx —y,y) fallsz >y

\S(a:,y —x) fallsy >«

Welche ,,Funktion” soll von einer solchen ,Gleichung” definiert werden!
Semantik

Offenbar sollte z. B. S(5,5) = 5 und wohl S(10,5) = S(5,5) =
5...

Frage ist .S total? Ist S “effektiv berechenbar?

Prinzip: Initiale Werte Axiome.

Definierte Funktionswerte fiihren zu neu definierten Werten.
Beispiel 2: £ : N — N mit

f

1 fallsm =1
t(n) =< t(n/2) falls n gerade
\t(3n + 1) falls n ungerade

t(15) = t(46) = t(23) = t(70) = t(35) = t(106)
= t(53) = t(160) = t(80) = t(20) = t(10)
=t(5) =t(16) =t(8) =t(4) =t(2) =t(1) =1
Gibt es totale Funktionen, die die Gleichung erfiillen?
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Erzeugung von Funktionen: Rekursion (Forts.)

Wie beim Hiillenoperator ist die von einer rekursiven Gleichung defi-
nierten Funktion als die ,kleinste’ Funktion, die die Gleichung erfiillt
gemeint. Dabei ist fiir Funktionen f, g : A — B fCg

.f kleiner als g" durch

dom(f) C dom(g) und fir alle x € dom(f) gilt f(x) =
g(x).

D. h. sucht man die Lésung, muss man unter den Lésungen der Glei-
chungen die ,kleinste’, d.h. die am wenigsten definierte, bestimmen.

0 z =20

Beispiel 3: Gleichung fir fsei f(Z) — {f(z o 2) + lZ z gerade
2

Wobei f : Z — Z.
Fange mit undefinierten Funktionen an fo = @ C Z X Z.

0 =0
Setze: fiy1(z) = ?
fi(z —2)+ 1z =z gerade # 0
(0 2=0
f1(z) = <
\T sonst
)
0O 2z=0
fQ(Z) =491 z2=2
\T sonst
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Erzeugung von Funktionen: Rekursion (Forts.)

7 O Z:O
O z=0
1 o 1 z=2
z =
fa(z) = < fi(z) =43 z2=14
3 z=4
6 z=6
T sonst
N \T sonst

Dannist f; L f;o1 und f = U fi die gesuchte Funktion.
i>0
fi & fix1: Induktion nach i: ¢ = O einfach.

Induktionsschritt: Sei ¢ > 0 und z € dom(f;). Ist z = 0 so Beh.
klar. Also ist 0 # z gerade und f;(2) = fi—i1(z — 2) + 32 =
fi(z — 2) + 3z = fi11(2) nach Def. von f;, Ind. Annahme und
Def. von f;11.

dom(f) = 2N und f erfiillt die Rekursionsgleichung und ist die
kleinste (bzgl. ) Funktion die diese Gleichung erfiillt. Beweis!.

fooz z > 0 gerade

Die Funktion h(z) =

sonst
erfiillt die Gleichung mit selben Definitionsbereich, d.h. f = h.
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4 Semantik von Programmiersprachen

Spezifizieren - Implementieren - Verifizieren

e Datenstrukturen sind Algebren: Signatur + Interpretation.
e Programmierbarkeit iiber einer Algebra: A.

e Programme € Programmiersprache: c.

e Semantik: Denotational, Operational.

e Partielle Korrektheit: A = {p}a{y}.

e Kalkil von Hoare.
Benotigt wird:

e Sprachen fiir Signaturen (Funktionen, Pridikate, Stelligkeit).

e Algebren zur Signatur (Interpretationen).

e Sprache zur Beschreibung von Eigenschaften.
Pradikatenlogik: =, A, V, —, <, V, 4, =

e Sprache zur Beschreibung (Bezeichnung) der Programme.
while , do, end,if , then , else ...

e Zustande zur Beschreibung der Wirkung der Programme.
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4.1 Datenstrukturen/Algebren

4.1 Definition

Eine Signatur ist ein Paar (.S, 3) mit einer endlichen Menge S von
Sortensymbolen (Typbezeichnern) und einer endlichen Menge 32
von (Operationssymbol -) Deklarationen der Form

c:— 8 fisgX---Xs8,—s p:St X -+ X Sy

Mitn >0, s,s1,...,8, € 8S.

e c heift Konstantensymbol.
e f heiBt Funktionssymbol der Stelligkeit n.
e p heiBt Relationssymbol (Pridikatssymbol) der Stelligkeit n.

Keines der Zeichen c, f, p darf in verschiedenen Deklarationen vor-
kommen (kein ,overloading").

Eine Variablenmenge V iiber der Signatur (.S, 3) besteht aus Va-
riablendeklarationen X : s mit einem Variablenbezeichner X
und einer Sorte s € S. Kein Variablenbezeichner darf in zwei ver-
schiedenen Variablendeklarationen vorkommen.

X :s €V X Variable vom Typ s.
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Interpretationen von Signaturen (5, 3): Algebren

4.2 Definition Algebren (Relationalstrukturen)

Eine (S, 3)-Algebra A ist eine Abbildung, die jeder Sorte s € S
eine nichtleere Menge s 4, jedem Konstantensymbol ¢ :— s in X eine
Konstante c4 € s 4, jedem Funktionssymbol f : s X-:-Xs, — s

in 2J eine totale Funktion f4 : s14 X -+ X S,4 — S4 und jedem
Relationssymbol p : s; X -+ X s, in X2 eine Relation py C
S14 X + -+ X SpA zuordnet.

s 4 heiBt Grundbereich der Sorte s der Algebra A (s € S).
Mehrsortige Algebren. Schreibe

A= (sa(s € S),calc € ), fa(f € T),pa(p € X))

4.3 Definition Zustande - Belegung von Variablen

Sei V' eine endliche Variablenmenge iiber (.S, 3) und A eine (S, 3)-
Algebra. Ein Zustand z iiber A und V ist eine Funktion z, die jeder
Variablen X mit X : s in V einen Wert z(X) in der Menge s
zuordnet. Z (A, V) sei die Menge der Zustande iiber A und V.

Bezeichnungen: z : V' — A (genauer in | J g 54).

Fir X : sinV, a € sx sei z(X/a) der Zustand iiber A und V'
der X den Wert a und allen Y # X den Wert z(Y") zuordnet.

Entsprechend ist z( X1 /a1, . . ., X»/ay) (kurz 2(X /&)) auf paar-
weise verschiedenen Variablen X1, ..., X, definiert.
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Beispiele: Algebren

4.4 Beispiel

o N::
Signatur ({nat}, {0 :— nat, succ : nat — nat})

Interpretation:
nat — naty =N

0 Oy =0€&N
succ succy(x) = x + 1
e Nat: + : nat X nat — nat
Signaturerweiterung x 1 nat X nat — nat
der Signatur von N um <: nat X nat
+nat(z,y) = x4y (+in N)
*Nat(xa y) — T =*y (* in N)

<Nat (z,y) gdw =z <y (< in N)

e Boolean:
Signatur
({b}, {true, false :— b, not : b — b,and,or : b X b — b})
Standard-Interpretation: z. B.
bBoolea,n — {W7 F}
truegoolcan = W und falsegooican = F

OrBoolean(F7 F) = F
OrBoolean(xa y) = W fiir (33’, y) # (Fa F)
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Beispiele: Algebren (Forts.)

o sety(A):
Fiir A eine (S, X)-Algebra d € S.
Intention: Sorte, die endliche Teilmengen der Menge d 4 beschreibt:

Signaturerweiterung von (S, >) um Sorte sety und Funktions-
symbole @ :— sety und insert : sety X d — sety
Interpretation A erweitert um
(setd)setd(A) := alle endlichen Teilmengen von d 4
Dsety(A) 1= leere Menge
insertse (a)(M,a) := M U {a} fir M endlich und a €
da.

o setpq.t(Nat):
Variablenmenge V: X,Y : nat und X, Xo : set,,: dann
sind z1 und zo mit
Zl(X) = 0, Zl(Y) = 3, Zl(Xl) = 9,
Zl(XQ) — {0, 1, 3} und
ZQ(X) = 1, ZQ(Y) — O, ZQ(Xl) — {O, 1, 3},
29(X3) = @ Zustinde.

Zl(X/]_, Y/O, Xl/{O, ]., 3}, XQ/@) — 29
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4.2 Sprache zur Beschreibung von Eigenschaften
in Algebren

Pradikatenlogik (erster Stufe) als Spezifikationssprache.
Terme als Bezeichner fiir Objekte einer (.S, 32)-Algebra.
4.5 Definition Term(S, X, V)

Terme iiber einer Signatur und Variablenmenge V' mit jeweiligem Typ
sind induktiv wie folgt definiert:

e Ist X : s eine Variable in V| so ist X ein Term vom Typ s.

® Ist c:— sin 2, soist c ein Term vom Typ s.

® Ist f:s81 X -+ X8, — sinX,t;ein Term iiber (S, X)),V
vom Typ s; firi = 1,...,n, soist f(t1,...,t,) ein Term
tiber (S, ) und V vom Typ s.

Termkalkiil fir Term(S, 3, V') Menge der Terme iiber (S, X)
und V' und Definition von T'yp : Term(S, 2, V) — S

~ (X:seV) Typ(X)=s
z(ci—s€X) Typ(c) = s

t1, oot
f(t17°"7tn)
).

(Typ(t;)) = si, f:81 X+ X8, = 8 E

Typ(f(t1,...,tn)) = s.

4.2 Sprache zur Beschreibung von Eigenschaften in Algebren 29



Beispiele

4.6 Beispiel Beachte: Der Termkalkiil ist eindeutig, d.h. jeder Term
wird eindeutig aus den Teiltermen aufgebaut. Somit ist auch T'yp eine
wohldefinierte Funktion auf T'erm.

a) Signatur von N Variablenmenge:: V' X : nat
0 X succ’(0) succ"(X) (n €N)

b) Signatur von Nat X,Y : nat

Terme sind:

(X +0),(X*xY), (X + suce(Y)), succ((X +Y))
eigentlich

+(X,0),*(X,Y), +(X, succ(Y)), succ(+(X,Y))
Beachte Infixnotation und Klammerungsregelung. Wird fiir die Opera-
tionssymbole Infix - Notation gewahlt, so sind duBere Klammern zu ver-
wenden um die Eindeutigkeit der Zerlegung eines Terms in Teiltermen
sicherzustellen. Zur besseren Lesbarkeit werden oft duBere Klammern

unterdriickt und Prioritdten (Bindungsstarken) zwischen den Opera-
tionen vereinbart.

succX + 0 * Y steht fir +(succ(X), *(0,Y)).
Prioritat succ, *, +.

Keine Terme sind:
X+, xsucc(0), ...
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Die Sprache der Pradikatenlogik - Formeln

4.7 Definition Form(S, 3, V)
(S, X) Signatur, V' Variablenmenge iiber (S, X).

Boolesche Formeln iiber (S, 3), V sind definiert durch:

e p(ty,...,t,) ist atomare Boolesche-Formel fiir p : s; X
- X 8, €2, t; Termvom Typ s; (i =1,...,n).

® 1, = t, ist Gleichung fiir t1, t2 Terme iiber (.S, 3) und V' vom
gleichen Typ.

e Sind ¢ und v Boolesche-Formeln iiber (S, 32), V, so auch die
Folgenden:
- -nicht -, (p — ) - impliziert 9-,
(pAY) -pundtp-, (V) - oderi)-
(¢ <> 1) - aquivalent -

Pradikatenlogische Formeln iiber (S, ),V

e Eine Boolesche-Formel ist eine PL-Formel.
e Ist o Formel, so auch —¢.

Sind ¢, 1) Formeln, so auch (p x¢) * € {A,V, —, <}
e © Formel, X : s € V, so auch VX o, dX .

 ist der Wirkungsbereich vom Quantor V.X bzw. 3.X.

Ein Vorkommen einer Variablen X in einer Formel heiBt frei, sofern
es nicht im Wirkungsbereich eines Quantors VX oder 3.X auftritt.
Andernfalls heiBt das Vorkommen gebunden.
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Eindeutiger Kalkiil zur Erzeugung der Formeln

Form(S, 3, V)
* Pl gy (TP = snpisi X Xs, € 3)
¢ —1 (Typ(t1) = Typ(t2))
P p, P
" orw) et e
° % ~fiir alle-, El)g?go -es gibt- fiir X Variablenbezeichner.

4.8 Beispiel Nat

Y suce(Y) = X

(X 4 suce(Y)) = suce(X +Y)
VXVY (X +suce(Y)) = suce(X+Y) (,Gleichungsaxiom®)
(Y suce(Y) = X A (X < suce(X)ANY =0))

= =

=3

Y kommt nur gebunden vor, X nur frei.
Alle Vorkommen von X und Y sind frei.
Alle Vorkommen von X und Y sind gebunden.(,, Abgeschlossen”)

= =

Alle Vorkommen von X sind frei.
Erstes Vorkommen von Y ist gebunden.
/weites Vorkommen von Y ist frei.
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Abgeschlossene Formeln - Substitution

4.9 Definition Eine Formel heiBt abgeschlossen, falls sie keine frei-
en Vorkommen von Variablen enthalt.

Im Beispiel 4.8: 3. ist abgeschlossen (auch Satz oder Sentence).
4.10 Definition Substitution

Eine Substitution o iber (S, X)), V ist eine typtreue Abbildung
der Menge der Variablenbezeichner in T'erm (S, 3, V'), die nur an
endlich vielen Stellen von der Identitédt verschieden ist.

Sie kann somit durch die Menge {X1/s1, ..., Xm/sm} ({X/5}

als Vektor) beschrieben werden: Hierbei sind

e Xi,...,X,, Variablenbezeichner, paarweise verschieden.
® Si,...,Sy, sind 2-Terme iiber V',

e X, und s; sind verschieden und vom selben Typ.

Fortsetzung von o auf Term(S, 3%, V):
to firt € Term(S, 3, V) ist definiert als:

o X;o=3s;, 1 <i:<m

e Yo=Y Y e V\{Xy,...,Xn}
e co=c

o f(t1,...,tn)o = f(t10,...,tph0)
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Substitution (Forts.)

4.11 Lemma
o ist wohldefiniert und total auf T'erm/(S, 3, V).

Beweis: einfache strukturelle Induktion.

4.12 Beispiel
and( X, Y){X/Y, Y /true} = and(Y, true) X #Y

(X + succ(Y)){X/succ(0),Y/suce(X)} =
(succ(0) 4+ succ(suce(X)))

succ(X){X/suce(X +Y)} = succ(succ(X +Y))

Beachte:

1. to hangt nur von den Werten der in ¢ vorkommenden Variablen
ab.

2. o ist Homomorphismus der “Termalgebra” T'erm (S, 3, V') in
sich selbst.

3. Enthélt ¢ keine Variablen (d.h. ¢ ist Grundterm), so to = t fiir
jede Substitution o.
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Bewertung von Termen

Frage: Welche Werte haben Terme im Zustand 27

4.13 Definition Werte von Terme im Zustand z.
Sei (S, X2) eine Signatur, V' eine Variablenmenge iiber (S, 2),
A eine (S, X2)-Algebra, z Zustand iiber A und V.

Fir t € Term(S, X, V) sei der Wert von t in Algebra A und
Zustand z, kurz valy . (t), induktiv wie folgt definiert:

o vala.(X)=2z(X)firX e V
e vala.(c) =cafirce X
° ’UCLZA,Z(f(tl, - ,tn)) _— fA(’UCLlA,z(tl), Ce e ’UCLZA’Z(tn))

4.14 Beispiel
z=(X/5,Y/3),dh z2(X)=5,2(Y) =3

valnag (X + succ(Y)) = 5 +nat valnat, - (suce(Y))
= 5 +Nat (3 + Nat 1) =9

valy . (succ(0)) = valy . (succ*(0)) + 1
valy . (succ®(0)) +1+1=---
5
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Bewertung von Termen - Zustiande und
Substitutionen

4.15 Lemma

a) valay , ist wohldefiniert und vala .(t) € Typ(t)a.
b) Ist 2" ein weiterer Zustand iiber A und V mit 2(X) = 2'(X)

fur alle in ¢ vorkommenden Variablen X, so ist
vala.(t) = valy /().

D. h. der Wert von t hangt nur von den Werten der in t vorkommen-
den Variablen ab. Enthalt der Term ¢ keine Variablen (Grundterm), so
hangt der Wert nicht vom Zustand z ab.

Beweis: Eindeutigkeit des Termkalkiils und rekursive Definition von
val mithilfe der Werte der Teilterme.

4.16 Lemma Substitutionslemma fiir Terme
A eine (S, X)-Algebra, V' Variablenmenge, z Zustand iiber A, V.

X eV, rteTerm(S,%,V).

Sei a = valy . (r). Dann gilt
vala . (t{X/r}) = vala .(x/q)(t)

Eine Substitution kann also bei der Termauswertung durch eine Zu-
standsmodifikation simuliert werden.
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Substitutionslemma fiir Terme (fort.)

Das Lemma lasst sich auf Simultansubstitution mehrerer Var X durch
Terme 7° verallgemeinern.

Beweis:
Strukturelle Induktion iiber Aufbau der Terme (Kalkiil).

t =:

1. X:
vala,(t{X/r}) =wala.(r) = a(=vala (7))
= vala(x/a)(X) = vala . (x/a)(t)
2. Y von X verschieden:
vala ,(t{X/r}) =wvals . (Y)
= 2(Y) = 2(X/a)(Y)
= valaz(x/a0)(Y) = vala(x/a)(t)

3. c:
vala . (t{X/r}) = ca = valy .(x/a)(t)
4. f(t1,...,tn):
vala ,(t{X/r})=vala . (f(t:{X/r}, ..., t.{X/7}))
= fA(UCLlA,Z(tl{X/’I“}, Ce e
vala . (t,{X/7}))
= fA(’UCLlA,Z(X/a)(tl), N 7'Ua/lA,z(X/a)(tn))
= vala.(x/a)(f(t1, ..., tn))

= valy .(x/a)(t)
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4.3 Bewertung und Giiltigkeit von Formeln

4.17 Definition Giiltigkeit im Zustand
A (S, X)-Algebra, V' Variablenmenge, z Zustand iiber A, V.
Sei £ € Form(S,%,V) Formel und X mit Typ(X) = s.

¢ gilt in der Algebra A im Zustand z: A=, &
(Schreibe A [£, € fir A = &€ gilt nicht).

Wird induktiv definiert durch

AE.p(ty, ..., tn) gdw (vala.(t1),...,vala.(tn)) € pa
(AW p(t1, ..., tn) gdw (vala.(t1),...,vala.(t,)) € pa)
A .t =t gdw vala .(t1) = vala .(t2)

A |:z P gdw A l#z ¥

A= (@ AY) gdw A =, pund A |=, ¢

AR, (V1Y) gdw A |=, p oder A |=; ¢

Al (¢ — ) gdw A &, ¢ oder A =, 9
AE: (¢ <) gdw (A =2 ¢ und A =, ¢) oder

(A [~ o und A =, )
A=, dXp gdw A |=,(x/q) @ fiireina € sy
A=, VXp gdw A =, (x/q) @ firallea € sy
Beachte: Fiir jede Formel £ gilt entweder A =, £ oder A -, &.
Insbesondere entweder A =, £ oder A |=, —&.

4.18 Definition Giiltigkeit
A = ¢ (@ giltin A oder ¢ ist giiltig in A) gdw A |=, ¢ fiir alle
Zustinde z iiber A, V.
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Beispiele

4.19 Beispiel In Boolean:
A [Eand(X,Y) = and(Y, X)

= or(X, not(X)) = true

= and (X, not( X)) = false

= not(and(not(X), not(Y))) = or(X,Y)
In jeder Struktur A, beliebige Formeln ¢, 9/ liber Signatur von A.
A E(eV )

= (V) = (me =)

= (e Ad) < (e = Y)
Gilt fiir Formeln ¢, v: A |= ¢ < 1, so heiBen sie
logisch aquivalent in A.

Eigenschaft: Jede Formel ¢ lasst sich effektiv in eine logisch dquiva-
lente Formel 1), die nur die Operationen —, — enthalt, transformieren.

In N:
N EVY3X X = succ(Y)

Frage: Gilt auch

?
N E=VX3Y X = succ(Y') oder
?
N E 3dXVY X = succ(Y)?
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Beispiele (Forts.)

Behauptung: Nein, dafiir
finde Zustand z mit

N K, 3dY X =suce(Y) z.B.z(X)=0

bzw.

fir alle Zustinde z gilt N =, VY X = succ(Y).

Sei z(X) beliebig aber fest, dann liefert z(Y") := z(X) ein
,Gegenbeispiel”.

Beachte:

A E (VXe < 23X )

A E (3Xp o VX p)

N E (3X X = succ(Y) <« IZ Z = succ(Y))
Anwendung von Substitutionen auf Formeln

N EVY3X X = succ(Y)

Die Ersetzung von Y durch einen beliebigen Term sollte eine Formel

liefern, die in N gilt.

Vorsicht:
{Y/0} :: N |=,3X X = succ(0) (bel. 2z
{Y/X} N £, 3IX X = suce(X) (bel. 2z

4.3 Bewertung und Giiltigkeit von Formeln

)
)

40



Anwendung von Substitutionen auf Formeln

Problem: Im Wirkungsbereich des Quantors 3.X wird ein Term sub-
stituiert der X enthilt, d. h. freies Vorkommen von Y wird gebundenes
Vorkommen von X.

Losung: Umbenennung gebundener Variablen.

4.20 Definition

Seio =4{X1/s1,...,Xm/Sm} eine Substitution.

Induktiv iiber die Struktur der Formel ¢ sei [¢]o wie folgt definiert:
p(t1,...,tp)]o = p(tio, ..., t,o)

[tl = tQ]O' = t10' = t20'

[—lo = —[plo

[(p x )]0 = (lplox[plo), x € {N,V, =, <}
[@X¢lo = QY [[p[{X/Y}]o, Q€ {V,3}

Wobei Y eine ,frische’ Variable ist d. h. Y kommt nicht in Q X, ¢, o

VOor.

Dabei kommt eine Variable in Substitution o vor, falls sie in

{X1,..., X} oder {s1,...,Sm} vorkommt.
4.21 Beispiel

In N:  [3X X = succ(Y)|{Y/X} Z ,neu’
= 377 = succ(Y)|{Y/X}
= 37 Z = succ(X)
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Anwendung von Substitutionen auf Formeln
(Forts.)

In Nat: Seio : {X/(X+Y),Y/(Y +Z2),Z/0}
w i VXVY (X 4 suce(Y)) = suce(X +Y)

@' 1 VY (X + succ(Y)) = suce(X +Y)

©" i (X + suce(Y)) = suce(X +Y)

[¢"]o =

4.3 Bewertung und Giiltigkeit von Formeln
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Substitutionslemma fiir Formeln

4.22 Lemma

Sei A eine (S, X)-Algebra, ¢ eine Formel, X Variablen, ¢ Terme
vom selben Typ und z ein Zustand, der auf allen freien Variablen von
(0] {X /t} definiert ist. Es sei @ = vala . (%).

Dann ist z(X /@) auf allen freien Variablen von ¢ definiert und es
gilt

A=, [p{X/t} gdw A |:z()?/a) ¥
Beweis: Induktion iiber Aufbau von ¢

(Beachte z ist 0.B.d.A. auf allen Variablen der t; definiert und somit ist
z(X /@) auf allen Variablen der t; und der Variablen in X definiert.)

Fall ¢ = VZ1), Y sei eine Variable, die in 1, Z und {X /t} nicht

vorkommt. Dann
A =, [VZY{X )T} gdw A = VY [ {Z/ Y }{X /t}

g(dv;f A e [WHZ/YY{X /8 firalle bin Typ(Y)a

gdw A =,y x/a [WHZ/Y} fir alle b
(IV)

gdw A |:z(Y/b)(X'/a)(Z/b) Y fiir alle b
gdw A |:z()?/a)(Z/b) P fir alle b

gdw A |=Z()2/6) VZ?,D
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Substitutionslemma fiir Formeln (Forts.)

4.23 Folgerung

Fiir alle Algebren A, Zustidnde z, Formeln ¢, Variablen X und Terme
t vom selben Typ gilt:

A= (VX — [p[{X/t})

Alsoist (VX ¢ — [@]{X/t}) ,universell’ giiltig, ,allgemein giiltig".
Beachte Literatur:
Andere Definitionen und Schreibweisen tiblich,

z.B. - erlaubte Substitutionen”, - o7* fiir []{ X /t} oder gof:

4.24 Lemma Koinzidenzlemma fiir Formeln

Seien A, p, V gegeben. Sind z und z' Zustinde iiber V mit
2(X) = 2'(X) fiir alle freien Variablen X von ¢, dann gilt

AFE.p gdw A

Die Bewertung einer Formel (ob ¢ im Zustand z gilt oder nicht gilt)
hangt nur von den Werten der in ¢ frei vorkommenden Variablen ab.

Insbesondere gilt dies fiir abgeschlossene Formeln, fiir solche gilt ent-
weder A |= ¢ oder A = —p.

Beachte dies muss nicht fiir Formeln mit freien Variablen gelten.
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4.4 While - Programme

Zuweisung, Verzweigung, lteration sind wesentliche Konstrukte jeder
wuniversellen” Programmiersprache.

Programm:: Mittel zur Beschreibung eines effektiven Prozesses.
4.25 Definition Prog(S 3, V)

Sei (S, X2) eine Signatur, V' endliche Variablenmenge. Die Menge der
While-Programme iiber (S, 3), V sei durch folgenden Kalkiil de-

finiert.

¥ 5 leeres Programm

=t X :s€V,t €Term(S,2,V),
Typ(t) = S Zuweisung

Ba Y (]

¥ then 3 else 7 end. B Boolesche-Formel iiber (S, X)), V
Test
P go Fend. B Boolesche-Formel iiber (S, X)), V
Schleife
O(;’—ﬁ (als Konkatenation von Zeichenreihen)

Komposition

Eine Anweisung ist entweder eine Zuweisung, ein Test oder eine

Schleife.
Beachte:

Jedes Programm ist entweder € oder fangt mit einer Anweisung an.
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Beispiele

Im Beispiel enthalten die Variablenmengen stets die Programmvaria-
blen.
4.26 Beispiel While-Programm « iiber Signatur von Nat.

a:Y =0, Z2:=0;
while =Y = X do
Z = succ(Z+ (Y +Y)); Y := suce(Y);
end;

While-Programme (3 und -y iiber Signatur von N.
B:Z:=X; Z':=0;
while =Y = Z’ do
Z = succ(Z); Z' := succ(Z');
end;

v Z:=0; Z' :=0;
while =Y = Z' do
B{X/Z,Y)X,Z'|Z"}; Z':= succ(Z);
end;

Makros: Hierbei steht 3{X/Z,Y /X, Z'/Z"} fiir Programm wel-
ches durch Substitution der entsprechenden Variablen entsteht, d. h.

Z =27; 7" := 0;
while - X = Z" do

Z = succ(Z); Z" := succ(Z");
end;
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Denotationale Programmsemantik

4.27 Definition

Sei A eine (S, X2)-Algebra, V' Variablenmenge, z, 2" € Z(A,V)
(Zustande iiber A, V') und « ein Programm iiber (S, 3) und V.

Induktiv iiber den Aufbau eines Programms wird definiert, was es heiB3t,
dass der Zustand z durch Abarbeitung von ¢ in den Zustand z’ iiber-
fiihrt wird, notiert als z[[a]]az’, d.h. o bezeichnet eine Relation

[a]la auf Z(A, V).

o z[e]]laz’ gdw z = 2.
o z[[X :=t]Jaz’ gdw 2’ = 2(X/vala .(t))
o z[[if B then (3 else v end; |J42' gdw
(A =, B und z[[B]]az") oder (A [~. B und z[[v]]az’).
e z[[while B do 3 end; ]Jaz' gdw
es gibt eine Zahl n € N und Zustande zg, . .., z, mit
- 2 = 20,
- A, Bund z[[B]lazip1 fir0 < i <mn
- A, B

/
-z, =z

o z[[aB]]az’ gdw es gibt einen Zustand z; mit z[[a]]4z1 und

z1[[B]laz’.

Beachte: Die zweistellige Relation [[a]] 4 ist rechtseindeutig aber nicht
immer rechtsvollstindig, d. h. aus z[[a]] 42’ und z[[a]] 42" folgt 2’ =

1/ . . . / . /
2", aber nicht zu jedem o und z muss es ein 2’ geben mit z[[a]] 42"
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Beispiele

Bei einer While-Schleife beschreibt [[—]] 4 den Ablauf.
c=z [6]a = (614 - 21 [6lla 2n=27
B gilt e gilt <o gilt B gilt nicht mehr
4.28 Beispiel Im Beispiel 4.26: z[[a]] yarz’ und sei 2(X) = 2:
a:z(X)=2,2(Y)=0,2(Z2) =0
e Nat =, Y =X
Zl(X) — 27Z1(Y) — 1721(Z) =1
e Nat |:z1 Y = X
Z2(X) — 27 ZQ(Y) — 27 22(2) =4
o Nat ., Y = X
Z, = Z9
Allgemein gilt:

2(2) = z2(X)?
Z(X) = z(X)
2Z'(YV) = 2(X)

« ,berechnet” mit Eingabe X in Z die Funktion f(x) = x*.
Analog 3 berechnet in Z die Funktion f(x,y) = = + .
Analog ~ berechnet in Z die Funktion f(x,y) = = * y.
D.h. 4,4ty *nat sind tiber IV, berechenbar” durch While-Programme.
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Interpretersemantik

4.29 Definition Sei A eine (S, 3)-Algebra und V' eine Variablen-
menge. Die Interpreterfunktion I 4 ist eine zweistellige totale Funktion,
die einem Programm « und Zustand z, das Programm o’ und den
Zustand z’ zuordnet, (d.h.I4 : (Prog, Z) — (Prog, Z)), die
sich nach Abarbeitung der ersten Anweisung von « im Zustand z als
Restprogramm und neuer Zustand ergeben. Sie wird induktiv wie folgt
definiert:

o I4(e,2) = (g,2).
o [A(X :=1t; B,2) =(8,2(X/vala.(t))).

(vB,z) falls A =, B
(603, z) sonst

o [,(if Bthenvyelsedend; 3,z2) = {

o [4(while B do v end; 33, 2) =
{(fywhile Bdo~end; 8,z) falls A=, B

(B, z) sonst

I 4 ist wohldefiniert und total auf der Menge (Prog, Z).

Beachte in I 4(while B do ~ end; 3, z) ist ,Restprogramm" struk-
turell komplexer als Ausgangsprogramm (im Fall A |=, B).
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Beispiel (Fort.)

4.30 Beispiel Im Beispiel 4.26: While-Programm o = 5155573 iiber
Signatur von Nat.

2(X)=2,2(Y)=0,2(2) = 3
lteration von [ 4.

I (a, z) = I5(81528s,2) = 15(S3,2(Y/0, Z/0))

= I%(Z = succ(Z + (Y +Y));
Y := succ(Y); Ss,2(Y/0,Z/0))

= I5(Y := succ(Y); S3,2(Y/0,Z/1))
= I,(Ss,2(Y/1,Z/1))
= I3(Z := succ(Z + (Y +Y));
Y := succ(Y); Ss,2(Y/1,Z/1))
= 14(S53,2(Y/2,2/4))

= (e,2(Y/2,72/4))

D.h. I (a, 2) = (g, 2") mit 2 wie gehabt.
Offenbar gilt z[[cr]] 42 fiir dieses Beispiel.
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Aquivalenz der Semantikbegriffe

4.31 Lemma Sei A eine (S, 3J)-Algebra, V' eine Variablenmenge,
z, z' Zustinde iiber A und V' und « ein Programm iiber (S, 32) und
V. Dann gilt

z[la]laz’ gdw In € NT : I} (a, 2) = (¢, 2))

Beweis: Induktion iiber Aufbau von «..

o « Zuweisung X := t; , t Term mit Typ(X) = Typ(¢t)
z[[a]]az’ gdw 2" = 2(X/vala (1))
gdw Tx(a,z) = (g,2") (d.h. n = 1 gewihlt)
e « Test if B then 3 else v end; analog.

e « Schleife while B do 3 end; und die Behauptung gelte fiir 3.
Es gelte z[[a]]2’, dann
z[[while B do 3 end; ]| 42" gdw
es gibt eine Zahl m € N und Zustande zg, . .., z,, mit
- 2 = 20,
- A |:Zz B und Zi[[ﬁ]]AZi—H fur O S 1 <m
- A |~.,, B
— Zy =2z
Wihle minimale Zahlen n;(i = 0, ..., m—1) mit I (8, 2;) =
(g, zi+1). Mit n := ng + ... + n,,_1 folgt die Behauptung.
Umkehrung?.
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Aquivalenz der Semantikbegriffe (Forts.)

e a = 3vo0.B.dA. B,y # ¢ Angenommen z[[a]]42z’, dann gibt
es einen Zustand z1 mit z[[3]]z1 und 2z1[[¥]]z". Nach Induktions-
voraussetzung gibt es Zahlen n, no, so dass

Izl(ﬁa Z) — (87 Zl) und 122(’77 Zl) — (87 Z/)'

Wahle 1, no minimal mit dieser Eigenschaft. Dann gilt mit
n = ni + no:

(o, 2) = I52(8y, 2) = TR (87, =)
— I2(y, ) = (&, )
Wo bendtigt man die Minimalitat von n¢?

Sei umgekehrt z[[a]] 42’ nicht giiltig. Entweder gilt dann z[[a]] 42"
fiir einen anderen Zustand, insbesondere auch I'j(«, 2) = (g, 2")
fiir ein 1 wie eben gezeigt, und also fiir kein 1’ I:'Zl/(oz, 2) = (g, 2);
oder es gibt keinen Zustand 2, so dass z[[a]] 42’ gilt. Dann gibt es
entweder 2" mit z[[3]]z" aber keinen Zustand 2’ mit z[[y]]z’ oder
keinen Zustand 2" mit z[[3]]z".

Die induktive Voraussetzung liefert im ersten Fall: I(3,2) =
(g, 2") fiir ein . und fiir kein n/ kann T4 ~ in n” auf den Zustand
2" zum leeren Programm abarbeiten. Dann kann aber auch kein n”’
existieren, so dass I4 (37 auf den Zustand z zum leeren Programm
abgearbeitet wird.

Analog im zweiten Fall.
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While-Berechenbare Funktionen

4.32 Definition

Sei A eine (S, 33)-Algebra. Eine Funktion f : s, X - - - X 8" — s4
heiBt (while-) programmierbar (while-berechenbar) in A, falls es ei-
ne Variablenmenge V' iiber (S, X)), die die paarweise verschiedenen
Variablen X; vom Typ s’ (Eingabevariablen) und Y vom Typ s (Aus-
gabevariable) enthalt, und ein Programm « iiber (S, 32) und V' gibt,

so dass fiir alle Zustinde z € Z(A, V) gilt:

f(z(X1), ..., 2(Xa)) |
~ es gibt ein 2’ € Z(A, V) mit
z[[aflaz’ und 2'(Y) = f(2(X3), ..., 2(Xq)).

f(Z(X1)7 SRR Z(Xn)) T
~~ es gibt kein 2" € Z(A, V) mit z[[a]]az’.

4.33 Beispiel Beispiel 4.26 (Fort.)

Programm o berechnet die Funktion f(x) = x* in Nat mit
Eingabevariable X Ausgabevariable Z

Programm (3 berechnet die Funktion f(x,y) = © + N4ty in N mit
Eingabevariable X, Y Ausgabevariable Z

Programm = berechnet die Funktion f(x,y) = x *nqt vy in N mit
Eingabevariable X, Y Ausgabevariable Z
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5 Programmverifikation: Pradikatenlogik und
Hoare Kalkiul

Spezifizieren - Implementieren - Verifizieren

Pradikatenlogik - While-Programme - Hoare-Kalkiil

5.1 Definition Sei (.S, X) Signatur, V' Variablenmenge. Eine parti-
elle Korrektheitsaussage iiber (S, 32) und V ist eine Zeichenreihe
der Form {¢}a{1} mit o Programm und ¢ (Vorbedingung), v
(Nachbedingung) Formeln iiber (S, 3) und V.

Eine partielle Korrektheitsaussage heiBt in einer (S, 3) Algebra A
giiltig, falls fiir alle Zustinde z, 2z’ € Z(A, V) gilt:
(A = @ und z[[aflaz’) ~ A = ¢

Schreibweise: A = {p}ta{y}
5.2 Bemerkung

Beachte: Es wird somit zugesichert, dass das Programm «;, wenn es in
einem Zustand, in dem ¢ gilt, gestartet wird, und wenn es terminiert,
einen Zustand in dem %) gilt, berechnet. Gilt ¢ im Zustand z, aber
terminiert v vom Startzustand z aus nicht (d. h. es gibt gar kein 2’
mit z[[a]] 4z"), so wird nichts ausgesagt.

Terminierung kann durch totalen Korrektheitsaussagen erfasst
werden : [¢p]ax[1)]. Wir behandeln diese hier nicht.
Partielle Korrektheit ist eine logische Eigenschaft, hingegen hangt die
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Terminierung von Wohlordnungen ab. Siehe Loeckx, Sieber oder Sper-
schneider, Antoniou. Terminierungsbedingungen werden hauptsachlich
in Verbindung mit Schleifen verwendet.
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Beispiele (Fort.)

5.3 Beispiel Programm « iiber Nat von 4.26

while =Y = X do
Z = succ(Z+ (Y +Y)); Y := suce(Y);
end;

(Y=XAZ=Xx*X)}
v berechnet die Funktion f(2) = 2 in der Variablen Z.

Giiltigkeit der partiellen Korrektheitsaussage
{X =X}a{Z =X *xX}inNat

Abkiirzung fiir Formel, die fiir jeden Zustand giiltig ist: true, analog
false Formel, die fiir keinen Zustand giiltig ist.

Zeige: Nat |= {true}a{Z = X x X}

Beweis: Sei z Zustand, der Variablen in o belegt (geniigt z(X)!)

Es gelte z[[a]]z’. Zu zeigen ist 2’ (Z) = 2'(X)? in Nat.

o z[[Y :=0; Z := 0J]]z1, dannist z1(Y) = 0,21(Z) =0
und z1(Z) = z1(Y)?

o Ist 2(X) = 0, so fertig.
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Beispiele (Fort.)

e Sonst

21[[Z = suce(Z + (Y +Y)); Y := succ(Y)]]z2
mit
Zg(Y) = Zl(Y) + 1
ZQ(Z) = Zl(Z) + 221(Y) -+ 1 = Zl(Y)2 + 2251(Y) -+ 1
= (z21(Y) + 1)* = 2(Y)’
o Ist z(X) =1, so fertig.
e Induktion nach z(X) liefert Behauptung, da z;(X) = z(X)
und beim Austreten aus der While-Schleife z,(Y) = 2/(Y) =
z2(X).

Fiir die Programme 3 und ~y liber N gilt entsprechend:
Nat = {true}p{Z =X + Y}

bzw.

Nat = {true}y{Z =X *x Y}

Sind dies auch partielle Korrektheitsaussagen iiber der Signatur von
N und sind sie giiltig in N7

Gibt es eine Moglichkeit den Nachweis von Korrektheitsaussagen sys-
tematisch zu fiihren?
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Kalkiil zur Ableitung partieller
Korrektheitsaussagen

5.4 Definition Der Kalkul von Hoare

@, P, & seien Formeln iiber einer Signatur (.S, 3J) und Variablenmen-
ge V', X Variablenbezeichner in V', t ein Term vom selben Typ, B
eine boolesche Formel und o, 8 Programme iiber (S, ), V.

Regeln des hoareschen Kalkiils (HC)

Regeln fiir das leere Programm:

(p — )
{ere{v}

Regeln fiir Zuweisungen:

o — [Y{X/t}
{e}X :=t; {v}

Regeln fiir Testanweisungen:

{(p A B)ra{d}, {(¢ A 2B)}S{}
{p}if B then « else 3 end; {vy}
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Kalkiil zur Ableitung partieller
Korrektheitsaussagen (2)

Regeln fiir Schleifen:

(p — &), {(E A B)}ai&}, (EAB) — )
{¢}while B do o end; {1}

¢ wird Schleifeninvariante genannt.

Regeln fiir Anweisungsfolgen:

{ora{&}, {EB{v}
{otaB{y}

Fiir eine Algebra A ist HC(A) die Erweiterung von HC um die Menge
aller in A giiltigen pradikatenlogischen Formeln iiber die Signatur von

A als Axiome. Schreibwei » :
als Axiome. Schreibweise e {p}aof{y}

5.5 Bemerkung Objekte sind hier PL-Formeln und partielle Korrekt-
heitsaussagen.

Ziel ist es giiltige Korrektheitsaussagen in einer Algebra A abzuleiten.
Dies wird durch Ableitungen in HC(A) realisiert. Alles was in HC(A)
abgeleitet werden kann, sollte in A giiltig sein.

Zuweisungsregel: Andere Formen z. B. als Axiom

klar aus Substitutionslemma

{le{ X/t X =1 {v} AR [0{X/t} gdw A [=.(x/a) ¢
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Kalkiil zur Ableitung partieller
Korrektheitsaussagen (3)

Abschwachung der Vor- und Nachbedingungen

p =P, {Praif), £ —n
{wtain}

Dies kann simuliert werden mit HC(A) (iiber Regel fiir das leere Pro-
gramm und Regel fiir Anweisungsfolgen mit e = ea = « fiir jedes
Programm «).

Bei der Anwendung der Schleifenregel ist eine geeignete Invariante zu
finden. Gibt es stets eine Formel, die als Invariante verwendet werden
kann ?

Bei der Anwendung der Anweisungsfolgenregel ist eine geeignete ,,Zwi-
schenformel” & zu finden.

Schnittstelle zur Datenstruktur (Theorie von A): Uber Zuweisungsre-
gel und Regel fiir das leere Programm.

Schwierigkeiten bei der Programmverifikation: Der Nachweis von Ei-
genschaften der Datenstruktur ist fiir viele Datenstrukturen nicht ef-
fektiv durchzufiihren (z.B. fir Nat).
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Notation fiir Ableitungen im hoareschen Kalkiil

5.6 Definition Programme mit Kommentaren

e Kommentar: { PL-Formel }
Erweiterung der Syntax von Programmen:

o {p}X :=1t; {¢¥}

o {p}if Bthen {(pAB)}ja{y} else {(pA-B)}B{¢}end; {¢}
o {p}{&}twhile Bdo {({AB)}ta{s}end; {(EA—B){y}

o {pta{&}B{y}

Ein Programm ist syntaktisch korrekt kommentiert, wenn die
Kommentare im Programm diese Regeln erfiillen. Fiir die Herleitbar-
keit im Kalkiil HC'(A) benétigt man nur noch die Beweisverpflich-
tungen als Theoreme in A nachzuweisen.

Gezeigt werden miissen:

A (e — 1)

wenn {@}{v¥} oder {p}e{w} im kommentierten Programmtext
vorkommt, bzw.

A (o — [W{X/t)),

wenn {@}X := t; {1} im kommentierten Programmtext vor-
kommt.
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Notation fiir Ableitungen im hoareschen Kalkiil
(Forts.)

Vollstandig kommentierte Programme:

Zwischen zwei Anweisungen stets Kommentar.

{v}
Ay

&

Hilfsmittel beim Nachweis von

» {@}Al <o An{w}

HC(A)

R e T e W e S S
- T ..
N T e e e e R

Ay

{v}
Werden bei einem vollstandig kommentierten Programm alle Beweis-
verpflichtungen als giiltig in A nachgewiesen, so gilt

» {@}Al <. An{w}

HC/(A)
Beweis !
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Beispiel

5.7 Beispiel

Fort. Beispiel 4.26 kommentiertes Programm « fiir f(x) = z? iiber
N at. Spezifikation Pre::{true} Post:{Z = (X * X)}.

{true}
Y :=0;
{Y =0}
Z = 0;
@ i {Y =0AZ =0}
£ {(Y < XVY=X)ANZ=(Y*xY)}
while =Y = X do
ENB :: {(Y < XVY=X)AZ=Y*xY ANY =X}
Z = succ(Z+ (Y +Y));
{(Y < X ANZ = (succ(Y) * succ(Y))}

Y = succ(Y);

€ {(Y < XVY=X)ANZ=(Y*xY)}
end;

EA-B: {(Y<XVY=X)AZ=(Y*xY))A
-—Y = X}

{Z = (X *xX)}
Syntaktisch korrekt kommentiert, vollstandig.
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Beispiel (Forts.)

Die Ableitbarkeit in HC(Nat) folgt nun aus den Nachweis der Be-
weisverpflichtungen:

(1)Nat
(2)Nat
(3)Nat

(4)Nat

(5)Nat

(6)Nat

true — 0 =20

Y=0—(Y=0A0=0)
Y=0NZ2=0)—- (Y <XVY=X)A
Z=(Y*xY))

(Y <XVY=X)AZ=Y*xY)A-Y = X)
— (Y < X Asucc(Z+ (Y +Y)) =
suce(Y) * succ(Y))

(Y < X AN Z = suce(Y) * suce(Y)) —
(succ(Y) < X Vsuce(Y)=X)NZ =
succ(Y) * succ(Y)

(Y < XVY=X)AZ=Y*Y)A
=Y =X)—>Z=X=x*xX
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Korrektheit des hoareschen Kalkiils

5.8 Satz

Ist die partielle Korrektheitsaussage {@}a{1} in HC(A) ableitbar,
soist {p}ta{w} in A giiltig.
D. h.

- Avta{y) - ARE{eta{y}

HC(A)

Beweis: Strukturelle Induktion (oder Induktion iiber Lange der Ablei-
tung in HC(A)).

Regel fiir das leere Programm:
Vor: A |= (p — 1)
2.2. A = {o}elv}.

Seien z, 2’ Zustinde mit A | =, ¢ und z[[g]] 4z’. Nach Definition der
Semantik gilt z = 2’, also wegen A =, ¢ und A =,/ (o — V)
auch A =/ 1.

Regel fiir Zuweisung:

Vor: A |= ¢ — [Y[{X/t}

z.Z. A = {p}X =t; {¢v}.

Seien z, 2z’ Zustinde mit A =, ¢ und z[[X := t]]a2z’. Nach Defi-

nition der Semantik gilt 2’ = z(X/a) mit a = vala . (t). Wegen
A =, [Y]{X/t} folgt A |=.(x/q) ¥ aus Substitutionslemma.
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Korrektheit des hoareschen Kalkiils (2)

Regel fiir Testanweisung:

Vor: A |={(p A B)}B{v}, A= {(¢ A =B)iv{v}
z.Z. A |= {p}if B then (3 else v end; {vy}.
Seien z, z' Zustinde mit A |=, o und z[[if B then 3 else v end; ]| 42’.

Im Fall A =, B folgt A =. (¢ A B) und z[[B]]az’. Aus

A= {(¢ A B)}B{¢} folgt A |=./ 9.
Analog Fall A =, - B.

Regel fiir Schleifen:
Vor A= (p— &), A {(£A B)}a{e} und
Al ((EA-B) =)
z.Z. A = {p}while B do 3 end; {1}
Sei A |=. ¢ und z[[while B do 3 end]]4z’. Nach Definition
von [[-]]a gibt es t € N und Zustinde zg, ...,z mit z = 2y,
A =, B und z[[B]laziz1, 0 < @ < t, A =, —B und
/
ze = 2.
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Korrektheit des hoareschen Kalkiils (3)

Daraus ergibt sich:
A0 (2=20), A€ (dARE@—E)
A =2, (§ N B) (Bgiltin z), A |=2, £ (Invarianz von &)

Al [ (§NB)(Bgiltin z;1) A =2, £ (Invarianz von &)
A =, (§ AN —B) B gilt nicht mehr

Ay (AR (EA-B) =)

A =,/ 1 Beh.

Regel fiir Anweisungsfolgen:
Vor: A |= {¢}ta{&} A = {&}8{v}

27 A E {p}aB{v}
Sei A =, ¢ und z[[aB]]a2’ fiir Zustinde z, 2.

Nach Definition von [[-]]a gibt es Zustand z” mit z[[a]] 42" und
2"[[B]]az’. Nach Vor. A |=_n € und auch A |=_, 1.
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Abgeleitete Regeln - Vereinfachungen

5.9 Bemerkung Der Hoarsche Kalkiil bleibt korrekt wenn er um die
Regel fiir Zuweisungsfolgen erweitert wird:

(o = [ [WHXn/ta} - H{Xa/ta}) B
{QO}Xl =ty - X, = tn: {w} Typ(Xz) — Typ(tz)

Dies folgt, da die Regel durch Anwenden der Regeln
(o = [ [WH{Xn/tn} - - [{X1/t1]})
{o}Xa =t [ [WH{Xn/tn} - {X2/t2}}

{Xi/ti}
U [ H X/ tny - - X /i)
fir (¢ = 2,...,n) und iteriertes Anwenden der Anweisungsfolgen-

regel simulieren lasst.

Als Kommentar in den Programmtext iibertrage die Regel als

{o}
X1 = ty;
Xp 1= ty;
{¢}

Als Beweisverpflichtung muss gezeigt werden
Beachte dabei die Reihenfolge der Substitutionen.
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Beispiele

5.10 Beispiel Programm, das den Wert der Variablen X, Y tauscht.
X,Y, X', Y', Z seien Variablen vom gleichen Typ.
{(X=X'"AY =Y}
Z =X, X: =YY = 42,
{(Y =X'"AX =YY"}
z./.
AEX=X'"AY =Y —
[V =X'"AX =Y"{Y/Z}I{X/Y}I{Z/X} =
[(Z=X""NX =Y"{X/Y}{Z/X} =
(Z=X'"ANY =Y"H{Z/X} =
(X =X'AY =Y
d.h.z Z.:

AE(X=X'AY=Y)- (X=X'AY =Y
was richtig ist.

Problemspezifikation:

e Festlegung der Signatur (S, X2).

e Festlegung der Algebra A.

e Festlegung der Vor- und Nachbedingung ¢, 1.
e Festlegung weiterer Hilfsinformation.

Finde Programm a mit A = {¢}a{v}.
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Beispiel: GGT-Berechnung

5.11 Beispiel Algebra N at mit Signatur-Erweiterung
0 m>n

— :nat X nat — nat mtn —yg g M =
n — m sonst

(Ubung: Schreibe while-Programm iiber Signatur von N at dafiir).
X|Y=3VVs+X=Y, X<Y=(X=YVX<Y)
als Abkiirzungen, dann gilt in Nat

GGT(X,Y)=Z =
ZIXANZ|YAVW((V|XAV|Y)=>V|Z)

p: {X >0,Y >0}
A:=X; B:=Y;
{£:{X >0,Y >0,GGT(X,Y) =GGT(A,B)}}

while A # B do {¢, A+ B}
if B<A
then {£,A# B,B < A}
A=A - B; {¢}
else {€7A7£B7_'B<A}
B := B — A; {&}
end; {&}
end; {¢£, A = B}

v {A=GGT(X,Y)}
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Beispiel GGT-Berechnung (Forts.)

Die nachzuweisenden Beweisverpflichtungen in N at sind:

e (X >0AY >0) — [[€{B/Y}{A4/X}
d.h.
(X >0AY >0) = (X >0AY >0AGGT(X,Y) =
GGT(X,Y))
e ENA#BAB<A) — [¢]{A/A — B}
d.h.
(X >0AY > 0AGGT(X,Y) = GGT(A,B) A B <
A) — (X > 0AY > OAGGT(X,Y) = GGT(A— B, B))
e ENA#BA-B<A)— [¢]{B/B — A}
d.h.
(X >0AY > 0AGGT(X,Y) = GGT(A,B) A A <
B) — (X > 0AY > OAGGT(X,Y) = GGT(A, B—A))
e EANA=DB)— A=GGT(X,Y)
d.h.
X >0AY > 0AGGT(A,B) = GCT(X,Y) A A =
B) — A = GGT(X,Y)

Diese sind , leicht” iiber N at als giiltig nachzuweisen.
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Beispiel: Problemspezifikation

5.12 Beispiel Finde Programm iiber den natiirlichen Zahlen mit Di-
vision und Modulofunktion, das zu zwei Zahlen X, Y die Zahl XY
berechnet.

div : nat X nat — nat ganzzahlige Division

mod : nat X nat — nat Rest modulo ...

(Hilfsfunktionen: Ubung: Schreibe Programme iiber Nat fiir diese
Funktionen)

Vorbedingung: true (0 = 0) Eingabevariable: A, B : nat
Nachbedingung: Z = A" Ausgabevariable: Z : nat

(Hierbei steht Z = AP als Abkiirzung fiir PL-Formel iiber Signatur
von Nat, die AP beschreibt: AP steht fir A * --- x A B-mal
(B =0,s01,dh. auch 0° = 1))

Existenz einer solchen Formel wird vorausgesetzt!

Formeln um Eigenschaften zu beschreiben, insbesondere Folgen mit
bestimmten Eigenschaften ~~ Logik.

Verwendet werden im Programm nur

Y mod 2 und Ydiv 2
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Programm
Programm « mit nat = {0 = 0}a{Z = A"}:

Verwendete Idee: X 2F = (X2)k
N2hHl _ x2k , x

{0 =0}
X : =AY :=B; Z:=1;
{¢€ - {XY xZ = AP}
while =Y = 0 do
{ }
if Ymod 2 =20
then

Ydiv 2; X := X x X;

else

Y —1;, Z .= 7 x X;

i das Sl e
— — — —

end;

{ }
end; { XY xZ =A% Y =0}
{z = A"}
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Beweisverpflichtungen

Verbleibende Beweisverpflichtungen: in Nat.

PY |:():O—>AB>I<1=AB

o= (Y =0AYmod2 =0AXY xZ = AP) —
(X« X)'W2yz=A"

o= (Y =0A-Ymod2 =0AX"xZ = A") —
XY 1w ZsxX = AP

o (X" xZ=A°ANY =0) - Z=A"

Die Giiltigkeit dieser Formeln folgt aus ,ldee’ und aus Bedeutung von

AP,

Frage: Kalkiil von Hoare ist korrekt. Ist er auch fiir jede Signatur und
Algebra A vollstandig? D. h. gilt

aus =4 {pla{y} folgt stets H(I;(A) {o}a{y} fir ¢, PL-

Formeln und a¢ While-Programme.
Nein nur falls A ausdrucksstark (oder expressiv).

Frage:

1. Gegeben «, 1. Gibt es stets eine Formel o mit A |= {p}a{y}?
~ ,Schwachste Vorbedingung'

2. Gegeben ¢, av. Gibt es stets eine Formel ¢y mit A = {¢p}a{y}?
~> ,Starkste Nachbedingung”
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Schwiachste Vorbedingung
Starkste Nachbedingung

5.13 Definition

Sei A eine (S, 33)-Algebra, « ein Programm und ¢ eine Formel iiber
(S, 32) und V die Menge der in « und ¢ auftretenden Variablen.

Die schwachste Vorbedingung wipa(a, ¢) von « und ¢ lber
der Algebra A ist folgende Menge von Zustianden iiber A, V':

wipa(a, ) = {z : V2 (z[[e]laz’ = A . 0)}

Die starkste Nachbedingung spc(p, «) von ¢ und « iiber der
Algebra A ist folgende Menge von Zustanden iiber A, V:

spea(p, a) == {z: (A | o A 2'llallaz)}
Sei Z C Z(A,V) eine Menge von Zusténden iiber einer Algebra

A und Variablenmenge V. Z heiBt in A definierbar, falls es eine
Formel o mit freien Variablenin V und Z = {2z : A |=, ¢} gibt.

Literatur: wipa(a, @) ,Schwichste liberale Vorbedingung'
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Eigenschaften von wip, und spcy

5.14 Lemma

A sei eine Algebra, o ein Programm, ¢, 1) Formeln und z, 2’ Zu-

stande {iber der sich ergebenden Variablenmenge. Es gilt

aus z € wlpa(a, 1) und z[[af]az’ folgt A =,/ 9,

aus A = {p}la{y} und A |=, ¢ folgt z € wipa(a, V),
aus A =, ¢ und z[[a]] a2’ folgt 2" € spca(p, o),

aus A = {p}a{v} und 2’ € spca(p, ) folgt A =/ 9,
wlpa(a, 1) seiin A durch eine Formel W, 4 definierbar. Dann
gilt

A = {Wqyta{} und fir alle £ folgt aus A = {&{}af{y}
die Aussage A |= (£ — Wy y)

(d. h. sie wird von jeder anderen Vorbedingung impliziert).
spca(p, o) sei in A durch eine Formel S, , definierbar. Dann
gilt

A E {p}ta{S, .} und fir alle £ folgt aus A = {p}a{}
die Aussage A = (Sy.0 — &).

(d. h. sie impliziert jede andere Nachbedingung).

wlpa(X :=t, 1) definierbar durch Wx.—, , = [¢]{X/t}.
Spxems = IV ([GH{X/Y} A X = t{X/Y}).

(Y & Var(X, t, p)) (Definiert spca(p, X :=1t))
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Beispiele

5.15 Beispiel Algebra Nat mit — : nat X nat — nat.

a) Seip: X>Y X:=t; t:X-=-Y
[(p]{X/t} :: X — Y > Y offenbar

Nat E{X -Y >Y}X:=X-Y; {X>Y}
b) IZ([p[{X/Z} N X = t{X/Z})

3Z2(Z >YNX=2Z-Y) (]<V—>tX>0)
Also ist
Nat =E{X >Y}X:=X-Y; {X >0}

c) = {true} X (=X —-Y; {IZ(truveNX =Z —-Y)}
l

{(3ZX =Z-Y}
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Beispiele (Forts.)

d E{X=Y}X=X4+Y; Y :=X+4Y,; {3X =2Y}
semantisch klar!
Unter Anwendung von wip
E{3 X =2(X+Y)}Y :=X+Y; {3X =2Y}
E{3(X+Y)=2(X+Y +Y)}X :=X+Y;
{3 X =2(X +Y)}
Dann ist
E{3(X+Y)=2(X4+Y+Y)}X :=X+Y;
Y =X+4Y; {3X =2Y}.
Es gilt:
Nat=EX =Y -3(X+Y)=2(X4+Y+Y).
Also gilt auch
Nat E{X =Y}X=X+4Y; Y :=X+Y;
{3X =2Y}.
Unter Anwendung von spc
EA{X =Y}X = X4Y; {FIZ([X = Y{X/Z}nX =
(X +Y){X/Z})} dh.
E{X =Y}X  =X+4Y; {FIZ2(Z =YANX = Z4Y)}
E{X=Y}X=X+4+Y; {X=Y+4+Y)}
EA{X =Y +Y}Y = X+Y; {3V([X =Y +
YH{Y/VIANY = (X +Y){Y/V}}dh =E{X =Y +
NIV =X4+Y; {IV(X=V4+VAY=X+4+V)}
Ene V(X =V4HVAY =X 4+V) - 3X =2Y
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Beispiele (Forts.)

e) Sei N iiber (nat,0 — nat, succ : nat — nat).
N als Grundbereich, On, succy die iiblichen.
Welche Teilmengen von N lassen sich durch Formeln iiber der Si-
gnatur von N darstellen? (Formeln mit einer freien Variablen X).
X = succ™(0) stellt {n} dar.
X = succ"(X) stellt & oder N (n = 0) dar.

succ"(0) = succ™(X) stellt @ oder {n — m} dar.
(m>n)

Endliche und co-endliche (Komplement endlich) Teilmengen von N.
Y : X = succ"(Y):
f) Sei A eine Algebra. z Zustand iiber A und V. Wann ist z defi-

nierbar?
Hinreichende Bedingung: V' = { X, ..., X,, : s}
z(X1))=a1... z2(X,) =an ai,...,a, € sS4

Angenommen es gibt Grundterme (Terme ohne Variablen) iiber
Signatur von A mit vala_.(t;) = a;.

Dann definiert (X7 = t1 A - -+ A X,, = t,,) den Zustand z.
Offenbar lasst sich dann jede endliche Menge von Zustanden defi-
nieren und falls die Grundbereiche der Algebra endlich sind, ldsst
sich jede Zustandsmenge durch eine Formel ¢ definieren.
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Ausdrucksstarke Algebren

5.16 Definition

Sei (S, X2) eine Signatur. Eine (S, X)-Algebra A heiBt ausdrucks-
stark (expressiv), falls fiir jedes Programm o und jede Formel ¢ iiber
(S, X2) die Zustandsmenge wipa(a, @) in A definierbar ist.

Bemerkung: Man kann diesen Begriff dquivalent iiber die Menge
spc(p, o) definieren.(Beweis: Ubung macht den Meister).

5.17 Satz
Uber einer ausdrucksstarken Algebra A ist HC(A) vollstandig.

Beweis: Es gelte A = {p}a{v}, d.h. fiir z, 2’ Zustinde folgt
aus A =, @ und z[[a]] a2’ stets A =/ 9.

Zeige - {pta{y].

HCO(A)
Induktion tGber Aufbau von «: nur while Fall.
Sei A = {ip}while B do (3 end; {1)}.

Sei & Formel, die wipa(while B do 8 end; , 1)) in A definiert.
Dann gilt

o A= (¢ — &) aus Definition der schwichsten Vorbedingung
und A |= {¢}while B do § end; {v}.

Also gilt - .
sogit b (e—=8)
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Ausdrucksstarke Algebren (Fort.)

e AR {€AB}BLE) da
Sei A =, (£ A B) und z[[B]] a2’ fiir Zustinde z, 2’.
Esist A =,/ £ zu zeigen.
Zeige dazu 2z’ € wip(while B do 3 end; , ).
Sei also z'[[while B do 3 end; ]]4z".
Wegen A =, B und z[[3]] a2’ gilt auch z[[while B do 3 end; ]| 42"
Wegen A =, £ gilt auch z € wipa(while B do 3 end; , 1)
also A =1 1. Also A |=./ &.

o AR ((§N—B) — 1) ergibt sich wie folgt:
Sei A |=. (¢ A = B). Da die Schleife sofort abgebrochen wird,
gilt z[[while B do 3 end; ||az. Wegen A |=, £ kann man
z € wlpa(while B do 3 end; , 1) folgern.
Mit der Definition von wlp folgt A |=. .

Mit der Induktionsvoraussetzung und der Schleifenregel erhalt man die
Ableitbarkeit in HC'(A).

Ohne Beweis.

e Die Algebra Nat ist ausdrucksstark.
e Die Algebra IV ist nicht ausdrucksstark.

e Jede Algebra A mit endlichen Grundbereichen ist ausdrucksstark.

Beweis fiir Interessierte: Seite 36-39 Sp/Ha oder Loeckx/Sieber.
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Erweiterungen der Programmiersprache

5.18 Bemerkung Die meisten Programmiersprachen bieten eine Viel-
zahl weiterer Programmbkonstrukte an. Will man solche Erweiterungen
der Sprache der While-Programme zulassen, so muss eine geeigne-
te Syntax fiir diese Konstrukte gewahlt werden und entsprechende
Syntax-Regeln angegeben werden. Die denotationale Semantik bzw.
die Interpretersemantik muss fiir diese Konstrukte erweitert werden
und schlieBlich miissen die Regeln im Hoare-Kalkiil angegeben werden
um die Verifikationsaufgabe zu systematisieren.

Programmiersprachen bieten Moglichkeiten fiir Makros,(rekursive)
Prozeduren, rekursive Programme, Spriinge usw.. Sie ermoglichen und
unterstiitzen damit die strukturierte Programmentwicklung. Es stellt
sich die Frage, ob diese Konstrukte die Berechnungsmachtigkeit er-
weitern oder ob die Klasse der While-berechenbaren Funktionen sich
dadurch nicht verandert.

Konstrukte wie etwa ,repeat o until B end;" oder eine zihlergesteu-
erte Schleife lassen sich leicht mit Hilfe der while-Schleife simulieren,
d.h. sie sind eigentlich nur ,syntaktischer Zucker’. Makros und nicht-
rekursive Prozeduren fallen auch in diese Kategorie.

An dieser Stelle sollen nur noch die rekursiven Prozeduren anhand
von Beispielen erlautert werden. Fiir eine genauere Untersuchung siehe
Sperschneider/Hammer. Prozeduren miissen vor ihrem Aufruf mit call
P(...) deklariert werden und ihre Wirkung spezifiziert werden.
D.h man bendtigt Sonderzeichen: proc call in out
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Beispiele fiir Prozeduren

N mit Signatur O :— nat, succ : nat — nat

B Z := X;
Z' = 0;
while =Y = Z' do
Z = succ(Z);
Z' = succ(Z');
end;
Kopf: proc ADD(in X,Y : nat,out Z : nat)
Komment:  {true}cal ADD+(X,Y,Z2); {Z = X+,atY}
begin
Rumpf: 16,
end.

N Z:=0; Z' :=0;
while Y = Z’ do
cal ADD:(Z, X, X');
Z = X',
Z' = succ(Z');
end;

Syntax des Prozeduraufrufs

&" P(tla s 7tn7 U17 SRER Um)7 wobei Typ(tl) — Typ(XZ)

Ui, ...,U, kommen nichtin t{,...,t, vor: Nebenwirkungsfrei.
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Beispiele fiir Prozeduren

proc G (in X, Y : nat, out Z : nat)
{true} call G(X,Y, Z); {X =succ(Y)NZ =Y}
begin
if =X = succ(Y) then call G(X, succ(Y), Z);
else Z7 :=Y;
end;
end.

proc PRED (in X : nat, out Z : nat)
{true} call PRED(X,Z); {(X =0AZ =0)V
succ(Z) = X}
begin
if X = 0then Z := 0; else call G(X, 0, Z);
end;
end.

proc PRED'(in X : nat, out Z : nat)
{true} call PRED/(X,Z); {(X = 0A Z = 0)V
succ(Z) = X}
begin Y :=0; Z := 0;
while - X =Y do Z :=Y; Y := succ(Y); end;
end.
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Prozedurdeklarationen

Eine Prozedurumgebung iiber einer Signatur (S, X2) besteht aus
einer endlichen Menge €2 von Prozedurdeklarationen (Prozeduren) der

Form:

Kopf: proc P (in X,out V)

Komment: {o(X)}call P(X,Y); {(X,Y)}
begin

Rumpf: I6;
end.

Mit folgenden Eigenschaften:

® Die verwandten Prozedurnamen sind paarweise verschieden.
e proc P(in X, out }7) ist Prozedurkopf iiber (S, 32).
e (3 ist ein rekursives Programm iiber (S, 3) und zu jedem Pro-

zeduraufruf call Q(t, (7), in 3 gibt es eine Prozedur in €2 mit
Namen (Q und passendem Prozedurkopf.

e (3 verandert keine in-Parameter d. h. in 3 keine Anweisungen der
Form X, :=t : odercall Q(¢...X;...),d.h X; ¢ {U}.

o var(p(X)) C {X} var(¥(X,Y)) C{X}U{Y}.

e Keine , globalen” Variablen in Prozeduren. Kommmentare werden
zur Spezifikation und Verifikation des Programmverhaltens verwen-
det, sie beeinflussen nicht die Abarbeitung. Sie sind auch Hilfsmittel
fiir die Wiederverwendung (suchen von Programmen mit bestimm-
ten Eigenschaften).

e Beweisverpflichtung: A |= {@(2)}5{¢(X7 ?)}
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Prozeduraufrufregel-Beispiel

Der hoarsche Kalkiil HC'(€2) iiber €2 ergibt sich durch Hinzunahme

der folgenden neuen Regel

m — [e{X/8}, (W{X/EY/U} A3UT) — o
{m} call P(¢,U); {0}

Zu jeder Prozedur P, die in €2 deklariert ist.

HC(Q2, A) sei HC'(€2) erweitert, um die in der Algebra A giiltigen
PL-Formeln. Eine Prozedurumgebung €2 heiBt iiber einer Algebra A
korrekt kommentiert, sofern fiir jede Prozedurdeklaration in €2 die par-
tielle Korrektheitsaussage {o(X)}B8{¥(X,Y)} in HC(Q, A)
ableitbar ist.

Beispiel 91-Funktion von McCarthy iiber (Nat, -)
proc P91(in X : nat,out Y : nat)
{true} call PO1(X,Y); {$(X,Y)}
begin
if X > 100
then
Y := X — 10;
else call P91(X + 11,U); call P91(U,Y):;
end;
end.
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Beispiel 91-Funktion

Mit Spezifikation ¢ (X, Y") ::

(X >100 > Y = (X —10)) A (X < 100 — Y = 91))

Behauptung:

= {true}B{y (X, Y )}, d.h. korrekt kommentierte Prozedur.

HC(Q,A)

Syntaktisch korrekte Kommentierung von (3:

{true}
if X > 100

then

{X >100}Y := X — 10; {v(X,Y)}
else {—-X > 100}

call P91(X + 11, U);

{-X > 100N [v|{X/X +11,Y/U}}

call P91(U,Y);
{v(X,Y)}
end;
{v(X,Y)}
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Beweisverpflichtungen

e X > 100 — ((X > 100 — (X — 10)
= (X —10)) A (X <100 — (X —10) = 91)) ok.

e =X > 100 — true ok.
o ([W{X/X +11,Y/U} AN3IU-X > 100)

— (=X > 100N [W|{X/X +11,Y/U}) ok.
o (=X > 100N [Y{X/X +11,Y/U}) — true ok.

o [W{X/U,Y/Y}AIU(X > 100
AWH{X/X +11,Y/U}) — $[X, Y]

(U >100 - Y = (U — 10)) A (U < 100 — Y = 91))
A(—-X >100A (X +11>100 > U = X + 1) A

(X +11 < 100 — U = 91))

— (X >100 Y = (X —10)) A (X <100 — Y = 91)

Fall: z(X) =

100 2(U) = 101 2(Y) = z(U — 10) = 91
90 < - <100 -2(U)=2(X+1)<100 =2(Y)=091
. < 89 z(U) = 91 2(Y) =91

~~ Behauptung
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