7 Die Chomsky-Hierarchie
Formale Sprachen, Grammatiken, Automaten
3 Alphabet, L C 3™ formale Sprachen.

Terme iiber Signatur (S, Sigma)
Formeln

°
°

e While Programme

e Partielle Korrektheitsformeln
°

Ausdriicke (primitiv rekursiv, p-rekursiv)
Wie beschreibt man Sprachen ?

e Durch Grammatiken G = (N, T, 11, Z) (spezielle Kalkiile)
N, T disjunkte Alphabete, IT Produktionen iiber N U T’
Z € N Startsymbol. Von G erzeugte Sprache:
L(G)={weT :Z E w}, d.h.
1 1 1
ZFEw k- Fw, =w n>1
o o o
Problem: Wie entscheidet man w € L(G)?

e Durch Automaten A = (Q, N, T,1I1,4, F)
Q endliche Zustandsmenge, IT Produktionen iiber N U T, die
Ubergang zwischen Konfigurationen beschreiben, 4 Initialkontext,
F Finalkonfigurationen. Von A akzeptierte Sprache:
LA)={weT :3fe€F z(w)lﬁf}

Problem: Wie entscheidet man w € L(A)?
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Beispiele

7.2 Beispiel Schreibweisen

a) G= (N, T,11,Z), N =4{Z,Z:}, T = {a, b}
72— aZ,Z1 —bZ1|a 3 Produktionen.
Behauptung: L(G) = {ab"a : n € N}

Beweis: ,, 0" Gebe Ableitung an.
C'L(Z1,G) ={weT": Z; F w} = {b"a:n € N}

Induktion nach 7 : Z; % w,w e T*
t=1ww=a
i =i+l Z FbZ kb

b) G=(N,T,11,Z), N ={Z}, T = {a, b}
II::Z —aZb|e
Behauptung: L(G) = {a"b" : n € N}
Seia e V' =(NUT) & T", Z Ig a,soa = a"Zb".
Induktion nach n.
Dann ,,C" klar, , 0" Angabe einer Ableitung.

c) N={Z,T,5,A,B}, T = {a,b}
I::2Z—-TS,T—aTA|bVTB|e, S—c¢

Aa — aA, Ab— bA, AS — aS
Ba — aB, Bb—bB, BS —bS
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7.1 Grammatiken

7.1 Definition Allgemeine Grammatiken

Eine Grammatik ist ein 4 Tupel
G = (N,T,11, Z)

e Mit N endliche Menge Nichtterminalsymbole,
e T endliche Menge Terminalsymbole, N N'T" = &,

e IT endliche Menge von Produktionen | — r mit I, € (N U
T')*, wobei I mindestens ein Zeichen aus N enthilt und Z € N
Startsymbol ist.

Die von GG erzeugte Sprache ist die Menge

L(G):{wET*:Z;w}

D.h. es gibt eine Ableitung {Z, w1, . .., w, = w} fir w mit
1 1 1 1 n

ZEFw Ewy k- w,d h Z - w im Wortersetzungssystem
II Il II II II

(N UT,II), fireinn > 1.

Zwei GG1, G5 Grammatiken sind dquivalent, falls
L(Gh1) = L(G3).
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Beispiele (Fort.)

Beispiel einer Ableitung:

Z Ii TSlli (JLTASll1 abTBAS }i abBAS Ii abBaS ll
abaBS - ababS - abab

Behauptung: L(G) = {ww : w € T"}

Fir w = w(a, b), sei v = w(A, B) das entsprechende Wort
in den GroBbuchstaben. Weiterhin sei p die Spiegelungsfunktion.
2D Z 'ﬁ wTp(w)S Tl;g wp(w)S ';I wwS F ww

»C" Normierte Ableitungen: Erst T-Regeln bis T" — &

Z =TS 'ﬁ wTp(w)S F wp(w)S ; ww

GroB — klein, Vertauschregeln, mit AS — aS, BS — bS

d) N ={Z A B}, T={a,b}
II::Z —¢e|aAbZ |bBaZ, A — e]|aAbA,
B — ¢ | bBaB
Behauptung: L(G) = {w € T" : |w|, = |w]|s}
Z 'ﬁ a € (NUT), |w|ls, = |w|y klar aus Regeln, also
L(G) C{w e T [ |wla = |w]p}
2" Ableitung angeben + Induktion |w|, = |w]s.

Eine andere Moglichkeit: IT' : Z — ¢ | aZb | bZa | ZZ,

dann L(G’) = L(G). Also sind G und G’ dquivalent.
Frage: Einfachste Grammatik, die eine Sprache L erzeugt?
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Beispiele (Forts.)

e) N={Z,B,C}, T ={a,b,c}
II::Z—aZBC |aBC, CB — BC,
aB — ab,bB — bb,
bC — be,cC — cc
Behauptung: L(G) = {a"b"c" : n > 1}

n—

1 1
2" Z ko a"isBO) B a™(BO)"

S—aBC
a"B"C" F a™b"C™ F a"b" e
II II

,C" Jede Ableitung lasst sich ,normieren”, erst alle Anwendungen
von Z-Regeln (d.h. keine CB — BC' Anwendung), dann die
restlichen Regeln.

1
Z & a"ZW(B,C) F a""'BCW(B,C) F
an+lbn+lcn+1
mit |[W(B,C)|g = |W(B,C)|lc =n

Aus aW (B, C) mit |[W (B, C)|p = |W (B, C)|¢ lasst sich
nur ab™c" ableiten (als terminales Wort).
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Normierungen fiir Grammatiken

7.4 Bemerkung Normierte Grammatiken - Eigenschaften

e Es gibt stets eine dquivalente Grammatik vom gleichen Typ, fiir
die das Startsymbol in keiner rechten Seite einer Produktion vor-
kommt.

H1 =11y {Zl — Z}
Fir Typ 3 {Z1 — a:fir Z — o € II}

e Fiir eine kontext-freie Grammatik G und Wérter x, y, z, u, v €
(NUT)" gilt
T 'ﬁ Y SO ULV 'ﬁ uyv (gilt sogar fiir beliebige G)

Ty 'ﬁ z, so gibt es 21,29 € (N UT)" mit 2 = 2122 und
<n <n
x 'ﬁ z, Y 'E z2 (Ind. nach n).

o Fiir jede kontext-freie Grammatik GG gibt es eine e-freie kontext-
freie Grammatik G mit L(G1) = L(G) — {e}.
Ist e € L(G), dann gibt es eine kontext-freie Grammatik G’ mit
L(G") = L(G), wobei die einzige Regel in G’, die € als rechte
Seite hat, Z' — ¢ ist. Hierbei ist Z’ Startsymbol von G, und
Z' kommt in keiner rechten Seite einer Regel vor.
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7.2 Chomsky Hierarchie

7.3 Definition Klassifikation nach Form der Produktionen
Sei G = (N, T, 11, Z) Grammatik.

0) G ist vom Typ 0, falls keine Einschrinkungen.

1) G ist vom Typ 1 (kontext-sensitiv), falls | — r € II,
sol =xAy, r=zzymitz,y € (NUT)", mit
A€EN,ze (NUT)T (d.h |I] <|r]).
Ausnahme: Z — ¢ (& - Regel) erlaubt, falls Z in keiner rechten
Seite einer Produktion vorkommt.

2) G ist vom Typ 2 (kontext-frei), fallsi — r € I, so l = A,
r=zmit A€ N,z€ (NUT)".

3) G ist vom Typ 3 (rechts-linear), falls I — r € II, so
l=A,r=aBlale, A,B€ N,aeT.

Eine Sprache L. C T heiBt vom Typ i, falls es eine Grammatik G
vom Typ i gibt mit L = L(G).

Im Beispiel 7.2: a) Typ 3, b) Typ 2, ¢) Typ 0, d) Typ 2, e) Typ 0.

Beachte: GG rechts-linear, so G kontext-frei, GG kontext-frei ohne
e-Regeln, so G kontext-sensitiv.
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Normierungen - Abschlusseigenschaften

Beweisidee:

SeiUy ={X : X —¢e€Il}und
U7;+1:U1;U{XZX—>O(€H,CKEU;}.

Offenbar U; € N, U; C U;41. D.h. es gibt k mit Uy, = Ug4q

und somit Uy = U4y, firv =0,1,2,3 ...

Behauptung: X 'ﬁ e gdw X € Uy. (Beweis: Ubung).
Insbesondere: ¢ € L(G) gdw Z € Uy.

Definiere: G; = (N, T, 11, Z) mit

X — o €1 gdw es gibt X — « € II,a’ # ¢ entsteht
durch Streichen von Buchstaben in Uy, (kein Streichen erlaubt).

7.5 Lemma Abschlusseigenschaften von L;

L; ist abgeschlossen bzgl. U, o, * fiir i« = 0,1, 2, 3.

Beweis:

LioLy={uv:u € Lij,v € Ly}

L'={ur...up:neNu €L} = JL" (L’ ={e})
n>0

Sei Lj erzeugt von G = (N;, T;,11;, Z;). G vom Typ ¢

(1=0,1,2,3),7=1,2.
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Abschlusseigenschaften

0.B.d.A. auf linken Seiten von Produktionen kommen keine terminalen
Buchstaben vor. (Fiir a € T Platzhalter A, € N, ersetze Vorkom-
men von a in linker Seite durch A,. Hinzunahme von Produktionen
A,l—>a).N1ﬂN2:®.
a) UG =
(NTUNU{Z}Y, h U T, IhUIl, U{Z — Z1 | Z2})
Fir Typ 3): Z — «fiir Z3 — o € I1; oder Zy — « € Ils.
Gistvom Typiund L(G) = L(G1) U L(G2).
b) 0: G = (NTUNU{Z}, HUTy, ILUIILU{Z — Z1Z5})
G ist vom Typifiri = 0,1, 2.
Behauptung: L(G) = L(G1) o L(G5).

1
D Z E Z1Zo ; wZs b uv firu € L(G1),v € L(G2).

,,g“ Z % Z122 ; X und X S (Tl @] TQ)*.
Dann Z1 = X1 und ZQ = XQ, X = X1X2.
251 g
Da linke Seiten nur aus nichtterminalen Buchstaben und
N1 N Ny = &, d.h. keine Vermischungen.
Fiir Typ 3 - Grammatiken:
IT} entstehe aus IT; durch Ersetzen von jeder Produktion X —
ale durch X — aZs bzw. X — « fir Zy — a € Il,.
G = (Nl @] Ng, T1 @] Tg, H/ @] HQ, Zl) erfiillt Forderung.
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L(G) ist rekursiv aufzdhlbar

e Verfahren hilt mit Eingabe w gdw s i w fir ein ¢ d.h. w
kommt in Stufe ¢ vor.
e Verfahren ist effektiv und hilt bei Eingabe w gdw w € L(G).

Formal: Sei ¥ = NUTU{F}, I = {l; = r1,..., 1, — 7o}
und
M ={w € X" Esgbt wy, ..., w, € (NUT)" mit

w= FZ+w+---F+Fw,F und
1 1

Z 'ﬁ w1, Wy 'ﬁ Wi+1 fiir 4 2 1}
M ist die Menge der Ableitungen in G.
Fir o, B € V™ sei
Qi(e, ) gdw a F [ gdw

i

EReY
Offenbar Q1,...,Qn € P(X),Q € P(X).

M st primitiv rekursiv (verwende Anfangswort, Teil- und Endwort).

" / " ! "
o <a.a=alia ANB=ara

or € L(G) gdw Jw. w € M A Endwort(- = -, w).
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Abschlusseigenschaften (Fort.)

) *x: L"={w:IneN,w e L"\w=wv...v,,v; € L}
Sei G =
(N1 U {Z}, Tl, H1 @] {Z — &, Z — Zl, Z1 — lel})
Dann ist G vom Typ i fir i = 0,1,2 und L(G) = L(G1)™.
Fiir Typ 3 Grammatiken: Ubung.

7.6 Folgerung

e Jede endliche Sprache ist vom Typ 3:
w=aj...a, a; €T n >0
Z — a1A1, A1 — agAg, .. AL — anAn, Ay — €
N={Z,Ay,..., A}

o Lendl - ,CT3 - »CTQ c ‘CTl c ‘CTO

e Wie ordnen sich die Sprachklassen in Hierarchie ein?

Lendl 9 Lprim-rek 9 »Crek-entsch, 9 Lrek»aufzb,

Ist L(G) entscheidbar fiir beliebiges G ?
7.7 Lemma

Sei G = (N, T,11, Z) Grammatik, dann ist L(G) rekursiv auf-
zahlbar.

Idee: Fiihre systematisch alle Ableitungen aus Z der Linge nach
durch.

Ableitbare Wérter aus (N U T')* in 1,2, 3. .. Ableitungsschritte.
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Umkehrung

7.8 Lemma

L C X" rekursiv aufzihlbar, dann gibt es eine Grammatik

G = (N,%,1I,Z) mit L = L(G).

Beweisidee: Simuliere mit der Grammatik die TM-Schritte einer TM
die L akzeptiert riickwérts.

Sei 0.B.d.A. T eine TM, die L akzeptiert mit nur einem Haltezustand
¢.D.hF={q} T=(Q,%,T,8q,F)

Die Konfigurationen von T werden in Klammern eingeschlossen:
[ugiv].

Produktionen von G bewirken:

1-Gruppe: Z E [ugv] w,v € T" (u,v lang genug).
2-Gruppe: [ki+1] E [kl], falls k}L ; ki+1y dabei ist |]€L| = ‘kz‘+1|.

Dann gilt: [uqv] E [P qo0207], falls g0z F uqv (x € X%).
3-Gruppe: [[1°qo0x0"] E z firalles,t € N,z € X",

Wahlt man s, t geniigend groB, so verldsst die TM bei ihrer Berech-
nung nie den Block C*200",
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Produktionen (Forts.)

Produktionen 1-Gruppe:
Produktionen 2-Gruppe: z.B. aus Turing Programm

qgi:a ~  givia — qb bel

qgi: R ~ bgiy1 — qb bel

q; - L ~ qipb — bg; bel

qi * gk ~ dk - i

gi:ta,q. ~ qa  — ga und gi1b — q;ib (b # a)

Produktionen 3-Gruppe:

g0 — T, 0Ty — T, [ThO — Ty
Tob — by, b e X, Ty — T3,
30 — Ty, T3] — e.

G ist Typ-0 Grammatik!
Hierbeiist N = {Z, Zy, Th, 1>, T5, [, ]} UQ U (I' — %)
Es gilt Z E x € X* gdw T akzeptiert «, d.h. L(G) = L.

7.9 Satz

L C X% ist rekursiv aufzihlbar gdw es gibt eine Typ-0 Grammatik
G = (N,3,II,Z) mit L = L(G).

Insbesondere sind Typ-0-Sprachen abgeschlossen gegeniiber M aber
nicht gegen — (Komplement) und es gibt nicht entscheidbare Typ-0-
Sprachen.
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Formale Sprachen und akzeptierende Automaten

Einschrankungen der Turing-Maschinen:
Maoglichkeiten
M - Eingabeband

w #
- nur lesen im EB
- lesen dann rechts
- Endmarkierungen
we€L/wgL . Hifsband als Keller
- akzeptieren /verwerfen
durch Zustand

q Ausgabe

Konfigurationen: uqw 1|\—{ ' q’w’ mit Hilfe von Produktionen.

7.12 Definition Automaten fiir Sprachen

Ein Automat (oder Akzeptor) A = (Q, N, T, 11, ¢, F') mit end-
licher Zustandsmenge @, endlicher Menge N von Hilfssymbolen
und endlichem Eingabealphabet T, so dass @, N, T paarweise
disjunkt sind, 2 : T — (N UT)" - Q - (N UT)": Initialkon-
figuration zur Eingabe w € I, einer endlichen Menge von Final-
konfigurationen F' der Form lgr € (N U T)"q(N UT)" und
einer endlichen Menge IT von Produktionen der Form lqgr — I'q'r’
LU,r,v e (NUT)q,q € Q).

LA) ={weT :3f € F i(w) 'ﬁ f} die von A akzep-
tierte Sprache.
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Wortprobleme

7.10 Definition Wortproblem, uniformes Wortproblem
Sei G = (N, X, 11, Z). Das Wortproblem fiir G ist definiert:

WP(z)gdw z € L(G) (z €X)

Ist G eine Klasse von Grammatiken, so ist das uniforme Wortpro-
blem fiir G definiert durch

UWP(G,z) gdwz € L(G) (G € G,z €TE)

7.11 Folgerung

o UWP ist nicht entscheidbar fiir Typ-0 Grammatik.
e Es gibt Typ-0 Grammatik mit unentscheidbaren WP.

e Das uniforme WP fiir Typ 1 Grammatiken ist primitiv rekursiv.

[-"endl. g [-‘nyp—3 g [-"Typ—2 g [-"Typ—l g ﬁprim-rek g L:Typ—() = Lrek—aufzb.

endliche Keller- linear T™ als

Automaten automaten beschréankte akzeptierende

EA PDA Automaten Automaten
LBA
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7.3 Endliche Automaten - reguldre Sprachen -
Typ 3-Sprachen

Typ-3 Grammatik: G = (N, T, 11, X), II mit Produktionen der
Form A — aBlale, A,B € N,a €T

7.13 Definition Endliche Automaten

a) Ein (deterministischer) endlicher Automat (DEA) ist ein 5-
Tupel A = (Q, X, 11, qo, F') mit g € Q Startzustand,
F C Q Menge der Finalzustdnde (akzeptierende Zustinde).
I = {gqa — ¢ : q,4d € Q,a € }: Fiir jedes Paar
(q,a) € Q x X gibt es genau eine Produktion ga — ¢'.

b) Ein indeterministischer endlicher Automat (NEA) ist eben-
falls ein 5-Tupel A wie eben mit dem Unterschied, dass es fiir jedes
Paar (g, a) € @ X X eine endliche (eventuell leere) Menge von
Produktionen der Form ga — ¢’ sowie Produktionen der Form
q — ¢ (Spontaniiberginge, e-Uberginge) gibt.

c) Initialkonfiguration bei Eingabe w € X7 : gyw,

d.h. i(w) = gow firw € X",
Finalkonfigurationen: F.

d) Die von A akzeptierte Sprache ist die Menge

L(A) ={w € X" : qow 'ﬁ f firein f € F}.

Schreibe auch gow I; f.
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Beispiele - Darstellungsarten
Zustandsgraph oder Automatendiagramme

7.14 Beispiel

L A = ({QO7 Q1}, {a7 b}> H> qo, {qO})
IT :: goa — qo, q0b — q1, q1a — q1, 16 — qo

Behauptung: qow I; qo gdw |w|, gerade.

Beweis: Induktion nach |w]s,
d.h. L(A) = {w € {a,b}" : |w]|, gerade}.

Diagramm: Knoten < Zustand, gerichtete Kante «» Produktion

a Qo Anfangszustand
b akzeptierender
qo q1 a Zustand
b
Matrix-Tabelle: a b
qo | 90 q1
q1 | 91 4o
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Beispiele (Fort.)

3. L ={w € {a, b}* : w enthilt nicht bbb als TW}.

a a
a

q0 (51 q2 qs3

Beschreibung der Wege, die von g nach g; fiihren.

qo ~ qo : €, {a}*,{a}*{ba}*{a}", a*bbaa”, . ..

Reguldre Ausdriicke zur Beschreibung von Sprachen.
4. Betrachte

Beispiele - Darstellungsarten
Zustandsgraph oder Automatendiagramme
(Forts.)

Bei indeterminierten Automaten: mehrere Kanten aus Zustand
konnen mit Buchstaben a oder & markiert sein.
Tabellendarstellung: Zustandsmengen + e-Spalte.

. Betrachte

b
q0 q1

q2

Behauptung: L(A) = {ab, aba}”
2" klar. ,C" Es gelte: gow '2 qo-
Dann w = € oder w fingt mit a an.
qoaw’ F qrw’ F gy ~» w’ fangt mit b an.
qow"" Induktion
qbw”
" " B
gow” w" mit a +Ind.
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Beispiele (Fort.)

5. Dezimalzahlen, die durch 5 teilbar sind.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
qo | 90 491 Q92 493 QG4 qo Qq1 Qg2 g3 (g4
q1 | 90 491 Q92 g3 44 4o g1 Qg2 g3 (g4
q2 | 90 491 Q492 493 494 4o 41 Qg2 g3 g4
g3 |90 491 Q92 493 G4 4o Qq1 Qg2 g3 (g4
q4 | 90 491 Q92 g3 44 4o 4q1 QG2 g3 (g4

gow F ¢, gdw w = i(mod 5), F = {qo}
Automat mit 2 Zusténde geniigt!
~~ Aquivalente Automaten, minimale Automaten.

Endliche Automaten und Typ-3-Grammatiken

a,b
7.15 Lemma Charakterisierungssatz
il Ist A = >, 11 F) EA, so ist L(A) eine Typ-3 hts-
F = {q} ~ L(A) = {ba}’ e Spracpe 0 ) E s et LAY ene e e
“ F ={q} ~ L(A) = {ba}"b '
b F=Aa}~ L(A) = (ba)"(a + bb)¥" Beweis:
Qo a F ={q, g} = (ba)" + (ba)"b - ) .
= (ba)*(e + b) Vereinigung Definiere rl-Grammatik G = (N, X, Ilg, Z) mit N = Q, Z =
g qo, so dass fiir alle x € X" gilt:
b 2
Operationen: Verkettung, Vereinigung, lteration (). (%) qor IZ q; gdw Z E rq;
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Endliche Automaten und Typ-3-Grammatiken

Definiere:

e = {ai — ag; : qia — g; € I}
U{gi—~a:ga—qg€llAg€EF}
U{Z —e: fallsqy € F}

G ist rechts-lineare Grammatik.

Behauptung: (x) gilt fir G:

Beweis: Induktion nach |z|.

= x =€ qoe g0 Z = qo - qo
T~ xTa, QT : q;, Ind. Vor Z E xq;

Sei g;a — gq; € II, dann goza I; qia I;l qj

1
Da g; — aq; € Ilg folgt Z E rq; F rag;

UCZE,ZEQinBHHQiZQU
x ~ xa, 4 E xaq;. Da Il rechts-linear ist, folgt

1
Z E xq; F xaq; mit Regel ¢; — ag; € Ilg.

Dann aber g;a — q; € 1L
1
Nach Ind. Vor: gox : g; und somit gpza 'Z q;a 'ﬁ q;-
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Beispielkonstruktion

7.16 Beispiel Sei A = ({qo, q1, 92, a3}, {a, b}, I, qo, {qo}).

Ga= (N727HG7Z)rN:{qUa-'-aq3}rZZq0

g : g0 — agz|bqile (g0 € F)
q1 — aqslbgo|b (g0 € F)
q2 — aqolalbgs  (qo € F)
q3 — GQ1|bQ2

Beachte: |TI¢| < 2 |Z| - |Q| + 1.

Frage: Wird jede Typ-3 Sprache von einem DEA akzeptiert?

Problem: Bei Typ-3 Grammatiken ist A — aB und A — aC
erlaubt, d. h. Indeterminismus.
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Endliche Automaten und Typ-3-Grammatiken (2)

Behauptung: L(A) = L(G)

.C' x € L(A)
wx=¢,s0istq € F, Z — e €Ilg, d.h.x € L(G)
T = ya, qoy b gi gia — g mitq € F.

Dann folgt aus (%) Z E Yqi ﬁ ya, da q; — a € Ig,
d.h. ya € L(G). Also x € L(G)

2" x € L(G)
~x=¢,50Z —e€llg~qo € F~x € L(A)
wx =uya, Z E Yyqi Ié ya. Wegen (*) ist goy I; qi und
gia — qmitq € F, d.h. qoya:qia:qe F.
Also z € L(A).

Beachte:

G ist rechts-linear und ,eindeutig’, d.h. ist w € L(G), so gibt es
genau eine Ableitung fiir w.

Falls A NEA, so Problem mit Spontaniibergingen, diese wiirden Re-
geln der Form g; — g; bedeuten. Sonst ok.
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Endliche Automaten und Typ-3-Grammatiken (3)

7.17 Lemma Charakterisierungssatz

Zu jeder Typ-3 Sprache L gibt es NEA A mit L = L(A).

Beweis: Sei G Typ-3 Grammatik G = (N, T,Ilg, Z) mit L =

L(G).

Definiere:

A=(Q,T,M4,q0, F) mit @ =NU{S} qo = Z.

Mg : {Xa —Y: firX —aY €Ilg}
U{Xa— S: firX —a€llg}

F={S}U{X | X —eellg}

Behauptung;:

a) quIZngwZIEwaUrXEN,wET*.

b) w € L(A) gdw w € L(G) gdw Z Ia w firw € T,

Beweis:

a) Induktion nach |w| :: - w =€
=X =q0= 2,
=" dito.
- w = va

=" qova:X,xE N: Dannqov:Y,Y € Nundya - X.

1
D.h. nach Ind. Vor. Z - vY F vaX.
G G
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Konstruktion-Beispiele

=" Z F vaX, X € N.Dann Z F vY, fireinY € N und
YHaXGHG Dannqova}—Yal—X

w € L(A).

Dann gow : S oder gow F X mit X — ¢ € Ilg. Dann aber

w:va,qUwIXXaFS.

XGNWZEUXEUCLEL(G)oderZEwXEwE

L(G). ~ Behauptung.

7.18 Beispiel

1.

G = (N,%,1g, 2), N = {2, T}, % = {a, b}
g :: Z — aZ|aT, T — bT|b
Behauptung: L(G) = {a"b™ :
Konstruktion:

n,m > 1} (klar).

b

ohne - & Ubergiinge
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Beispiele
4. Sei
a
€ L(A) = {ab, aba}"
b NEA
a fast deterministisch

Kann man Spontaniibergénge vermeiden?
JA: Idee ¢ ~ q' gdw esgibt qo,...,q, € Q
9 = q,qn = q', ¢; — qi+1 € IL. Lsst sich effektiv berech-

nen!
"= {qa — ¢ :3¢" (¢~ q"A"q"a— ¢ €TN)}

F'={q:3f€F:q~ [}
Dann L(A) = L(A").

Wir haben somit:

7.19 Lemma
L C T* ist Typ-3 Sprache gdw L = L(A) fiir ein NEA A.
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Beispiele

2. Betrachte

a
a b a
b
b a b
L(A) = {ab, aba}”
DEA
a,b
3. Sei
b

L(A) = {ab, aba}"

»  NEA
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Charakterisierungssatz fiir r.l. Sprachen

7.20 Satz
Zu jedem NEA A gibt es einen DEA A’ mit L(A) = L(A’).

Beweis: Sei A = (Q, 3,11, qo, F') ein NEA. A enthalte keine
e-Uberginge. Definition DEA A’ = (Q', =, TI', ¢}, F') mit

e Q' = Potenzmengevon Q = {T : T C Q}

e II'={Ta—{¢d€Q:3geT ga—q €T} :T €

Q' a € X}

* q,={q}

e F'={TCQ:TNF #2}
Behauptung: L(A’) = L(A).
Beweis: Es gilt Ty 5’ {d€Q:3¢€T qy : q'}y =: T fiir
TCQ,yex
Ind. nach |y| : y = €, so T = T, da keine Spontaniiberginge.
Seiy = az, a € X, dann

Taz l;/{q’:Elqu qa — ¢ €T}z

b {d":3d3¢ €T qa—q €M, ¢zF ¢}

Ind.Vor.
={¢":3¢ €T qazt ¢"}
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Beispiele

Sei
yEL(A) gdw3T€Q(TNF#aA{a}y k- T)

gdw {g € Q:qyhb g} NF #o

gdw y € L(A)
7.21 Beispiel
e Sei

1 a 2
e hat Spontaniiberginge
~1
a b ’
3

Neue Zustandsmenge:

2, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1,3},{2, 3}, {1,2,3}
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Beispiele (Fort.)

a,b

Ist dies minimaler DEA der L(A) akzeptiert, d. h. minimale Anzahl
von Zustdnden? JA.

~ d Fqgd Fq).
x vy gdw (qoz £ g gdw qoy £ q)
o ist rechtsinvariant, d.h.
xzy%wzwyzfﬂrallez IS
Index = Anzahl der Aquivalenzklassen.

L(A) ist Vereinigung von Aquivalenzklassen (Myhill-Nerode).

Es gibt Verfahren um einen dquivalenten minimalen DEA zu bestim-
men.
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Beispiele (Fort.)

{3} ,

{1}
b {1,2}

{1,3}

a,b {1,2,3} {2,3}

Konstruktion liefert oft zu viele Zustande. Nicht erreichbare Zustiande
(vom Startzustand aus) streichen.
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Folgerungen
7.22 Folgerung

a) Rechts-lineare Sprachen sind abgeschlossen gegeniiber Komple-
ment und Durchschnitt.
A=(Q,%,11,q0, F) DEAL = L(A).
A'=(Q,%, 11, qo, Q— F) DEA mit L(A") = —~L.
L1 N Ly = Ly U Ly oder direkt mit Produktautomaten.
A1 X A2 = (Q1 X QQ, E,Hl X 1_.[27 (q017q02),F1 X Fz)
b) Jede Typ-3 Sprache kann von Typ-3 Grammatik G erzeugt werden
mit: IT enthilt fir X € N,a € ¥ X — aY oder X — a
(genau eine Produktion X — aY’). D.h. G ist eindeutig und
somit ist jede Typ-3 Sprache eindeutig.
c) Das WP fiir Typ-3 Grammatiken ist in linearer Zeit entscheidbar.
d) Pumping-Lemma fiir Typ-3 Sprachen.
Zu jeder Typ-3 Sprache L gibt es ein n € N, so dass fiir alle
y € Lgilt: Ist |y| > n. Dann lasst sich y zerlegen in y = uvw
mit 0 < |v| < Juv| < n, so dass fiir alle i € N uv'w € L.
Beweis:
Sei A DEA mit L(A) = Lund n := |Q|. Ist y € L(A),
|y| > n. Betrachte

1 1 1 1

q0Y F q1Y1 .k dn—1Yn—1 = dnYn ek q € Fv
{qo,---,qn} C Q. Es gibt Zustand ¢, der zweimal vorkommt
qouvw I; q'vw : qd'w  qo,v # €, |uv| < n. Dann aber

qouv'w F ¢ fiir alle 7 > 0.
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Beispiel

7.23 Beispiel

L ={w € {a,b}" : |w|, = |w]|p} nicht Typ 3 Sprache.
Angenommen, L ist rechts-linear, sei n Konstante fiir L.

Betrachte y = a"b" € L

Pumping-Lemma ~» a*0(a*)'a*1b™ € L firalle i (ko+k+k, =
n,k > 0) 4

Oder: L N {a}"{b}" = {a™b™ | n > 0} wire rechts-linear, falls
L esist. 4

e) Fiir eine Typ-3 Sprache sind folgende Probleme entscheidbar.
Dabei soll L durch eine Typ-3 Grammatik, oder durch einen DEA,
oder durch einen NEA gegeben sein.

o Ist L leer?

o Ist L = X*7

e Ist L endlich?

e Ist I = L, fiir eine Typ-3 Sprache L;?

Es gibt weitere Charakterisierungen von rl-Sprachen, z.B. durch recht-
sinvariante Aquivalenzrelationen auf 3" von endlichen Index (d.h. nur
endlich viele Aquivalenzklassen) oder etwa durch regulare Ausdriicke.
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Behauptung: Jedes ij ist durch reguldren Ausdruck darstellbar.
Insbesondere auch L(A).

Beweis: Induktion nach ¢:

1
L?j ={y € " : qy b g;} ist endlich.
ijl = ng U L§t+1(Li+1t+1)*L§+1j
LA = |J Ly

q]'EF
7.25 Beispiel
1
0 1
q1 q2 g3
0 0,1
i jlt= o0 1 2 3
1 1 € € (00)*
12 0 0 0(00)*
1 3 1 1 0*1
2 1 0 0 0(00)*
2 2 € €+ 00 (00)*
2 3 1 1401 0*1
3 1 %) 1) (04 1)(00)*0
3 2 0+1 041  (0+1)(00)*
3 3 € € e+ (0+1)0"1
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Andere Charakterisierung von Typ-3 Sprachen

Regulire Ausdriicke iiber 3 : REG(X)
Woarter iiber X U {A, e, U, *, (,)} (oft + fiir U).

Kalkiil:
g a, a, o
& e afre €N GEy Gupy o
Semantik: Reguldre Sprachen, die durch reg. Ausdriicke iiber 3
dargestellt werden: ( ) : reg. Ausdruck — Sprachen iiber

e (A)=0 o () ={e}

e (a)={a} aeX * ((af)) = (@) o (B)
o ((aUp)) =(x)U(B) e(a") = ()"

7.24 Satz

L ist Typ-3 Sprache gdw L ist regulare Sprache, d. h.
esgibt « € REG(X) : (o) = L.

Beweis:

,<="Typ-3 Sprachen enthalten &,{c}, {a} fira € X und
sind abgeschlossen gegen -, U, *.

=S A =(Q, 2, I,q1, F), Q ={q1,...,q,} DEA mit
L(A) = L.Fir4,5 € {1,...,n}undt € {0,...,n}
definiere

1 1 1 1
Liy={yeX:qyFaunt - Fauwmtq
mit Zwischenzustanden

qi17"'7qik€{q17~'-7qt}}
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Varianten + Verallgemeinerungen EA

Endliche Automaten mit Ausgaben Mealy und Moore Automaten
¥ =40,1} x {0,1}

01011
mod 2 Addierer. 00110 10001
00/0 10/0
11/0
qo q1 01/0
01/1
00/1
10/1 11/1
00 10
01
S(]/O 11 81/0
00 11
01,10 11 01,10
00
s0/1 s1/1
00
01,10 11
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Spezifikation von Prozessen
Dynamisches Verhalten

Statecharts, Petri-Netze, SDL

UML Verhaltensdiagramme (Statecharts, Activity diagrams, MSC)
Event-Condition-Action: e[c]a : Uberginge.

Prozess: Bauer/Boot /Fluss, Gans/Fuchs/Korn.

AU S O P 11 S
g

{}{o, f. 9.k} d b {gHb, f kY
{6, f,9,kH} g b, aH7. K} b
g A g {b,gH{f Kk} w K
g
b, g,k
1.k} (b9} {00, 37}
b f
b Ab kMg o {RHD 9}
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Ableitungsbdume - Strukturbdume

7.26 Definition

Sei G eine kontextfreie Grammatik und (Z, u1, . . . , uy,) eine Ablei-
tung in G. Der Strukturbaum zu dieser Ableitung wird induktiv tiber
n definiert:

1. Der Strukturbaum zur Ableitung (Z) besteht aus einem einzigen
mit Z beschrifteten Knoten. Blattwort ist Z.

2. Es sei die Ableitung (Z, w1, ..., Un, Upt1) Mit up, = wAwv,
Up+1 = uby...b,v und eine Produktion A — by...by,,
von GG mit einzelnen Zeichen b; gegeben. Sei weiter der Struktur-
baum von (Z, uy, ..., u,) schon konstruiert. Erweitere in die-
sem Baum den (Ju| + 1)-ten Knoten (mit dem zu ersetzenden A
beschriftet) mit m Folgeknoten, die mit by, . . ., b,, beschriftet
sind. (& als Zeichen erlaubt). Blattwort ist 2, 1.

7.27 Beispiel
G= (N, T,II,Z) mit N ={Z},T = {a, b, c, +, x},
N:2—Z+2 2 —ZxZ Z— alblc

a) Z b) VA
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7.4 Kontextfreie Sprachen - Typ2-Sprachen

Erinnerung Sei G = (N, T, 11, Z) Grammatik.

G ist vom Typ 2 (kontextfrei), falls I — r € II, sol = A, r =
z,A€ N,z € (NUT)".

Eine Sprache heiBit kontextfrei, falls sie durch eine kontextfreie Gram-
matik erzeugt werden kann.

Beispiel: G = (N, T,11,Z), T = {a,b}, N = {Z}.
I1:Z —aZble L(G) = {a™b" | n € N}
Behauptung: L(G) ist nicht rechtslinear. Sei n Konstante fiir L
y = a"b"™. Pumping-Lemma ~ (a*0)(a®)!(a*1)b" € L
firallei € N (ko + k + k1 =n,k > 0) 4
Gibt es auch ein Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen?
Es ist aaabbb € L(G). Ableitung als Baum:

Z

a Z b

a zZ b

a Z b

13
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Strukturbdume
a) Z
Z + zZ
[e2 Z * Z
b c

Es gibt zu a + b * c verschiedene Ableitungen:
(i) (%,%—i—Z,a—i—%,a—i—%*Z,a—i—b*%,a—l—b*c)

(ii)(?,Z—i—?,Z—i—Z*%,Z—i—%*c,%—i—b*c,a—i—b*c)

Die Ableitungen (i) und (i) sind unterschiedlich, erzeugen aber den-
selben Strukturbaum: a).

Desweiteren wird in Ableitung (i) immer das am weitesten links ste-
hende Nichtterminalzeichen ersetzt. (siehe T).

Betrachte die Ableitungen:

(iii)(%,%*Z,%—I—Z*Z,a—i—%*Z,a—I—b*%,a—i—b*c)
(iv)(%,Z*%,%*C,Z—I—%*c,%—l—b*c,a—l—b*c)
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Strukturbdume

b) z

Z + Z c

a b
Ableitungen (iii) und (iv) erzeugen Strukturbaum b).

Insgesamt:

1. Ein Strukturbaum reprasentiert eine Menge von Ableitungen.

2. Ein ableitbares Wort kann verschiedene Ableitungen haben, die
nicht durch einen Strukturbaum dargestellt werden kdnnen.

Punkt 2 kann Schwierigkeiten bereiten, wenn einem ableitbaren Aus-
druck eine Semantik (etwa ein Wert) zugeordnet werden soll.

Eindeutigkeit der Termsyntax geht verloren, wenn auf Klammern ver-
zichtet wird. Was ist der Wert von 1 4 2 % 37

(14+2)x3=6
14+ (2%3)=7
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Eindeutigkeit k.f. Grammatiken

7.32 Lemma

Eine kontextfreie Grammatik ist genau dann eindeutig, wenn jedes
durch die Grammatik erzeugte Wort genau eine Linksableitung (bzw.
Rechtsableitung) besitzt.

Beweis: Ubung.

Beachte:

1. Ist w € L(G), so gibt es eine Linksableitung zu w.
2. Jede rechtslineare Sprache ist eindeutig.

3. Es gibt sogenannte ererbt mehrdeutige kontextfreie Sprachen, etwa
L= {a"b"c"d™ |n,m >1} U
{anbmcmdn | n,m > 1}
Man kann zeigen:
Jede kontextfreie Grammatik G, die L erzeugt, ist mehrdeutig.

Problem: Wie kann man mdoglichst effizient testen, ob ein Wort aus
einer kontextfreien Grammatik ableitbar ist?

~~ Konstruiere Automaten, der den Strukturbaum einer Ableitung in
einer bestimmten Weise aufbaut: Top-Down, Preorder.
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Eindeutigkeit

7.28 Definition

Eine kontextfreie Grammatik G heiBt eindeutig, falls fiir jedes w €
L(G) gilt: Alle Ableitungen von w besitzen denselben Strukturbaum.
Eine k.f. Sprache L ist eindeutig, falls L = L(G), mit G eindeutig.

7.29 Beispiel Betrachte Grammatik G = (N, T, II, Z) mit
N={Z}T={a,b,c,+,*,(,)}
M: Z— (Z+2)
Z — (Z*Z)
Z — alblc
G ist eindeutig und somit die Sprache L(G) auch. ~ Ubung.

7.30 Definition

Sei G eine kontextfreie Grammatik und (wo, w1, ..., U,) eine Ab-
leitung in GG. Die Ableitung heiBt Linksableitung in G, falls fiir alle
i < mn u;y1 aus w; durch Ersetzen des am weitesten links stehende
Nichterminalzeichen mit Hilfe einer Regel in G entsteht.
(Rechtsableitung analog).

7.31 Beispiel G aus vorherigem Beispiel
(2,25 2),((Z + 2)+ 2), (a+ 2) + 2),
((a+b) 5 2),((a+b) )

Ableitung fiir ((a + b) % ¢) ~> Linksableitung.
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LL-Automaten zu einer k.f. Grammatik

7.33 Definition

Sei G = (N,T,II, Z) eine kontextfreie Grammatik. Der LL-
Automat zu G ist das folgende Tupel

ALL(G) = ({#}7 N: T’ HLL(G)7 Z#, {#})

Mit folgenden Produktionen in II..(G):

Fiir alle t € T und alle Produktionen

A — Bj...B, € II mit einzelnen Zeichen B;
A# — B, ...B1# (Produce) (Beachte die Reihenfolge der B's)
tH#Ht — # (Compare)

Ableitbarkeit in A1, bedeutet Ableitbarkeit in diesem Wortersetzungs-

system. Die von A akzeptierte Sprache ist die Menge

ceT": Z#Hx F
{ # HLL(G)#}

Initialkonfiguration bei Eingabe x € T : Z#x, d.h.
iW(X) = Z#x.
Finalkonfigurationen: {#}

7.34 Lemma Sei G eine kontextfreie Grammatik.
Esist x € L(G) gdw T € L(ALL(G)).
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Beispielkonstruktion

7.35 Beispiel GG aus vorherigem Beispiel,
Uin(G): Z# — )Z+ Z(#
Z# — VZ x Z(#
Z# — a#t| b#| c#
atta — #
b#b — #

#) — #
Wir wissen ((a + b) * ¢) € L(G).

Betrachte Ableitung (Berechnung)
( Z#((a+b)xc,

?Z*)Z#b) * ),
#)
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Beispiel: Pumping Eigenschaft

7.36 Beispiel G = ({Z, A}, {a, b},II, Z) mit
I:Z—aAZ|a A— ZbA|ZZ|ba

o Z/FaAZ & aZbAZ &+ aabAZ + aabbaZ - aabbaa
e Strukturbaum fiir aabbaa

Z
Teilbaum mit Wurzel
A ist Strukturbaum
a A z fiir Begrenzung vom Teilbaum
a A F abba
Z b A G
a b a
A
Z b A
a b a
Beachte

A '5 abA '5 (ab)"A '5 (ab)™ba oder
Z '5 aabbaZ '5 (aabba)"Z + (aabba)"a

LAufpumpen” von Teilwdrter bei Wiederholung nichtterminaler Buch-
staben.
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Spezielle Eigenschaften kontextfreier Sprachen
Pumping-Lemma

Erinnerung: Syntaxanalyse: G Typ-2 Grammatik.

e w € L(G), so gibt es eine Linksherleitung (Ableitung) fiir w aus
2z, d. h.
1 1 1
ZEartFtaskE - bFa,=w
¢ ¢ ‘¢
o LL-Automat akzeptiert w (simuliert die Linksableitung).

e Zugehoriger Strukturbaum (geordneter markierter Baum, mit
Blattwort w).
Z

w

e (G ist eindeutig gdw fiir kein w € L(G) gibt es zwei
verschiedene Strukturbdume.
gdw keine zwei verschiedene Linksableitungen.
Es gibt kontextfreie Sprachen, die nicht von eindeutiger kontext-
freier Grammatik erzeugt werden konnen.
2.B. {b"c™d :m, 1 > 1} U {blc"d" : l,n > 1}
Alle Warter der Form bictd® i > 1 sind mehrdeutig.
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Pumping Lemma fiir k.f. Sprachen

7.37 Lemma G = (N, T, 11, Z) kontext-freie Grammatik.

Sei p = max{|B;| : a; — B; € II}. Ist B Strukturbaum fiir
a € (N UT)* der Tiefe h, so gilt || < p™.
(Da Anzahl der Blitter < p™).

7.38 Satz uwvwzy-Theorem (Bar-Hillel, Perles, Shamir).

Sei L eine kontext-freie Sprache. Dann gibt es ein n € N, so dass fiir
jedes Wort z € L(G) mit |z| > n gilt:

Es gibt eine Zerlegung von z in uvwzy mit 0 < |vx| und [vwa| <
n und fiir jedes i € N ist auch uv'wa'y € L(G).

o (Beachte: Insbesondere ist auch uwy € L(G)).

Beweis-ldee: 0.B.d.A. sei L erzeugt von kontext-freier Grammatik
G ohne e-Regeln (bis auf Z — ¢).

Sei p = max{|3] : A — B € Ilg}. Betrachte p!™ und 2 €
L(G) mit |z| > p™! Ist B Strukturbaum fiir z, so ist die Tiefe
von B mindestens |IN| 4+ 1. Sei B gewhlt von minimaler Tiefe h.

Behauptung: Es gibt A € N mit
A E uAy E uvAxy E uvwxy = z, wobei

u,v,w,z,y € X, vr # ¢, [vwz| < pl
Dann A E vAz, A E w, wahle n = plNl + 1.
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Beweisargument

Beachte: Analoges Argument fiihrt zu Beweis des Pumping-Lemmas
fiir RL-Grammatiken.
Z

Z kommt auf keiner

rechten Seite vor.
h>|N|+1 A

keine e-Regeln.

W < |N| A

U v w T Y

Innere Knoten sind mit Nichtterminalsymbolen (NT) markiert.
Dah > |N|+1, gibt es eine Weg zu Blatt der Linge > | N|+1
NT-Symbol (verschieden von Z) wiederholt sich.

Wihle NT A maximaler Tiefe, d.h. Teilbaum unter A hat Tiefe
< |N| und |vwz| < p™l.

e Dann vx # €, da B minimaler Tiefe.

~~ Behauptung.
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Anwendungen (Forts.)

d) Sei G = (N, T, 11, Z) kontextfreie Grammatik
p = max{|8] : A — 8 € O}, n = pNl. L(Q) ist
unendlich gdw es gibt z € L(G) : n < |z] < n-(p+1).
Beweis:
,<=" Pumping-Lemma.
=

z € L(G) minimale Linge mit |z| > m. Angenommen
|z] > n-(p+ 1), dann z = wovway € L(G),
0 < |vz| < Jvwz] < nund vwy € L(G) nach
Pumping-Lemma. Dann ist n < |uwy| < |2] 4
Insbesondere ist es entscheidbar, ob L(G) unendliche Sprache fiir
G Typ-2 Grammatik.

e) Beachte: Pumping-Lemma liefern notwendige, jedoch nicht hinrei-
chende Bedingungen fiir L Typ-2 (3) Sprache:
{aPb" : p-Primzahl, n > p} ist nicht kontextfrei, dies kann aber
nicht mit Pumping-Lemma bewiesen werden.

LL-Automat fir G ({#}, N, T,1..(G), Z#,{#}) kann als

Kellerautomat aufgefasst werden. Nur ein Zustand #.
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Anwendungen

7.39 Folgerung und Anwendungen

a) Die Sprache L = {a™b™c™ | m > 0} ist nicht kontextfrei.
Angenommen L ist kontextfrei, n die Konstante vom uvwxy-
Theorem. Wahle m > n/3.
z=a"b"c™ = uwvwzy, vr # g, lvwz| < n
Enthilt v oder = mindestens zwei Buchstaben aus {a, b, c}, so
uv?wa?y ¢ L, da falsche Reihenfolge der Buchstaben.

Falls v und = nur aus a's, b's oder c's, so falsche Anzahl, da nur
zwei gekoppelt.

b) L = {a" : n Primzahl } C a” ist nicht kontextfrei. Ange-
nommen ja. Dann ist L RL-Sprache (warum?). Sei n Konstante
des Pumping-Lemmas fiir RL-Sprachen a” € L mit p > n.
Dann ist a® = a‘a’a”, 7 >0, QI e 1 > 0. D.h.
i+ 1 - j + k ist Primzahl fiir alle [, insbesondere fiir [ = 7 + k
¢

c) Kontextfreie-Sprachen (Typ-2 Sprachen) sind nicht abgeschlossen
gegen M und —.

Beweis:

Ly = {a"b"c™ : n,m > 1}, Ly = {a™b"c" : n,m >
1} sind kontextfrei, aber Ly N Ly = {a"b"c" : n > 1} ist
nicht kontextfrei, wegen L1 N Lo = X* — ((X*— L) U (X" —
Ly)) folgt Behauptung.
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Kontextfreie Sprachen und Kellerautomaten

7.40 Definition

Ein Kellerautomat K = (Q, N, T, 11, 4iqo, F') mit Q Zustands-
menge, T' Eingabealphabet, N Kelleralphabet, i € N, qy € Q,
F C Q. Anfangskonfiguration: Fir x € T™ i(xz) = iqox,
IT Produktionen der Form

agb — xq' (Lesen eines Zeichens)

aq — xq'  (Spontaniibergang)
mitz € N*,a € N,q,q' € Qundb & T.
Die von K akzeptierte Sprache ist die Menge

L(K):{xeT*:z‘qoxlﬁfﬂjreinfEF}

Lesen eines Zeichens und Spontaniibergédnge erzeugen in Abhéngigkeit
eines gewissen Buchstabens im Keller ein neues Wort.

b b v

Kelleralphabet
und
Bandalphabet
nicht unbedingt
disjunkt
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Beispiele

Deterministische Kellerautomaten:

Fir (a,q) € N X Q gibt es entweder genau eine Produktion der
Form aq — xq’ oder fiir jedes b € T genau eine Produktion der
Form agb — xq’. ~ Deterministische kontextfreie Sprachen.

7.41 Beispiel

L L={w¢w™:wée{a,b}}
k.f. Grammatik fir L: Z — aZa | bZb | ¢
K = ({q. 01}, {Z,a,b},{a,b, ¢},11, Zqo, I = {q:1})
II:: zqgoa — zaqy zqob — zbqy z € {Z,a,b}
zqo £ — 2qu z€{Z, a,b}
agia — q bgib — q
Zq1 — ¢
K ist deterministischer Kellerautomat L(K) = L. Also ist L
eine deterministische k.f. Sprache.

2. G=(N,T,11,Z), I ={a,b},11: Z — aZa | bZb | e
Dann gilt L(G) = {ww™ : w € T*}.
Sei K mit Q = {q}, N ={Z,a,b}, qo =q,1 = Z, und
HKZ
aqa — q, bgb — q
Zq — aZaq | bZbq | q
(nicht deterministische Produktionen).
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Charakterisierungssatz

7.42 Satz

Die kontextfreien Sprachen sind genau diejenigen, die durch einen Kel-
lerautomaten akzeptiert werden.

Beweis: ,~"* LL-Automat.

' Sei K ein Kellerautomat. 0.B.d.A. Finalzustand nur ein Zustand
feaq.

Definiere eine kontextfreie Grammatik GG mit nichtterminalen

N ={[zq,q'| : = €T, q,4 € Q},

Startzustand Z = [iqo, f],

Terminalsymbolen 3 und Produktionen

[l’q, q/] - a‘[l‘mqma qm—l][mm—lqm—lv (Im—Q] te [532(]2, ql] [£E1q, q/]

Fiir jeden Befehl xga — 1 Tmgm, a € X U {e} und alle
qi, - - -5 9m-1, q/ S Q
Esgilt firz € I',q,¢ € Qund w € ©*
Fq i
() zqw i ¢ gdw [zq, ¢ w
Insbesondere erzeugt also G, die von K akzeptierte Sprache.
Beweis von (x):
Es gelte [zq, ¢'] '5 w. Durch Induktion iiber die Lange einer Ablei-

tung in G zeige im Kellerautomaten gilt xqw }l_( q.

7.4 Kontextfreie Sprachen - Typ2-Sprachen 259

Beispiele (Fort.)

Behauptung: L(K) = L(G)
.2 klar.
CY Zqw = g~ Z muss vom Keller geloscht werden., d. h.
1
Zqw F uZqu b uqu - q
uqu F q, wobei Z in u nicht enthalten ist.

~~ nur Vergleiche, also |u| = |v| A u™ = v
(Ind. |ul). _
v ist Endwort von w, d.h. w = zv = zu™ und

Zqow + uZu’_mqwumi F uZqu™, d.h. 2|u| Schritte
und w = uwu™
Induktion nach |u|.
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Charakterisierungssatz (Forts.)

Erster Ableitungsschritt
1
[xqv q,] E a[l’QO, Q’mfl] [xmflqula qm72] st
[22q2, q1][71q1, q'] '5 w

mit a € 3 U {e}. Somit ist w zerlegbar in Teilwérter aw,, . . . wy
mit der Eigenschaft [x;q;, qi—1] E w;.

Fir 1 < i < mund [z1q1, ¢] '5 wy.
Nach Induktion vor folgt =;q;w; 1|_< gi—1 fuir 1 < 7 < m und

Fq.
T1q1W1 e q

Da es die Regel xqa — 1 - - Zm@m im Kellerautomaten gibt,
erhélt man die Ableitung:
TEW = TQaWy, . . - W1 '[; 1 Tm—1TmdmWmWm—1 * * - W1
; X1 Tm—19m—-1Wm—1 " * - W1
F2i Qmos- w1
K
E ziqrwr
K
[’
% q
7.4 Kontextfreie Sprachen - Typ2-Sprachen 260



Charakterisierungssatz (Forts.)

Es gelte umgekehrt zqw II—( q’. Induktiv iiber die Linge einer Ablei-
tung im Kellerautomaten zeigt man nun [zq, ¢'] 'c_: w.

Betrachte ersten Schritt:
1

!
Tqw II—( T Ty Qm? 1|_< q
mit w = av, a € X U {e}. Zerlege die Ableitung von
21+ Tym@mo nach ¢’ in m-Phasen, die dadurch definiert sind, dass
nach der i-ten Phase im Keller nur noch die Zeichen x1 - - -2, —;
verbleiben. (Da Keller leer gemacht werden muss). Die Ableitung hat
somit die Form

1
rqw ; L1 TmdmV = T1 - Ty @mWp * - W1
; Tl Tm—19m—-1Wm—1 "+ W1
;wl"'%—z"'wl
= X1q1wq
K q
Fq'
K

und es gilt z;q;w; }I—( qi—1 fir 1 < i < m, z1qqw; 1'_< q.

Ind.vor ~~ [z;q;, gi—1] '5 w;, K; < mound [z1q1, ¢'] E wi,

1
also [J)q, ql] E a[mm,Q'nu QWLfl] e [$1Q1, q,] '5 AW+ + - W1 =
av = w.
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Abschlusseigenschaften (Forts.)

Es gilt
w e L(K) n L(A) gdW HfK (S FK ’iKQQKw I'_( fK N
fa € Faqowh fa

gdw H[fK,fA] € Fx X Fu:
: -
ix[qos qo4]w (EA [fr, fa]
gdw w € L([K, A])
7.44 Beispiel
L = {ww : w € {a, b}"} ist keine kontextfreie Sprache.
Sei R = a"bTath™ rechts-lineare Sprache (warum?)
LN R = {ata'¥’ : i > 1,5 > 1} ist keine kontextfreie
Sprache.

Angenommen JA: Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen: Sei
n € N die Konstante fiir die kontextfreie Sprache L N R.

Wihlei =j=n a"b"a"b" € LN R.

uvwzy Zerlegung: —— a"b"a"b" = uvwzy
lvwz|<n

~~ Kopplung zwischen a—EXP und b—EXP kann nicht aufrechter-
halten werden 4

(Frage: Ist L kontext-sensitive Sprache?)
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Abschlusseigenschaften

7.43 Lemma

Der Durchschnitt einer kontextfreien Sprache mit einer rechts-linearen
Sprache ist eine kontextfreie Sprache.

Beweis: Idee: Lasse gleichzeitig Kellerautomat und endlicher Automat
ablaufen.

Sei K mit Produktionen der Form
! ! I
Tqra — T qi bzw. ygx — Y q
und A DEA mit Produktionen
qaa — qy(:= 5(qa, a))

Bilde Produktautomat [K, A], d.h. Q@ = [Qk, Q4] 3 [gk, qa]
als Kellerautomat mit Produktionen

z[qr, gala — z'[q), 6(qa, a)]
bzw.

ylax, aa] — y'ldk, 94]
Startzustand [ix, 34], d.h. i(xz) = i[qoy, qo,]x fir = Eingabe-
wort.

Finalzustinde [fx, fa] fx € Finalzustand von K, f4 € Finalzu-
stand von A.
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Bemerkung zu Pumping Lemmata

Beachte Quantoren bei Pumping Lemmata.

v 3 v 3 vV w'we L
Lels neEN ze€L wu,v,weX 4
|z| > n z = uvw
0< v <n

LGL:Q ’LL,’U,’LU,

T,y € 2 wv'wzly € L

z = uvwzry

VL # €

lvwz| < n

Es gibt schirfere Versionen dieser Lemmata. z.B. |uv| < n oder
|[vw| < n fiir rechts-lineare Sprachen. Odgen’s Lemma fiir kontext-
freie Sprachen (Man darf sogar gewisse Buchstaben markieren).
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Wortproblem fiir kontextfreie Grammatiken

G kontextfreie Grammatik. w € X% w € L(G)? Wortproblem ist
primitiv rekursiv entscheidbar. (schlechte obere Schranke!)

Kellerautomat der L(G) akzeptiert Ist dieser effizient?

Problem:

e keine Endeutigkeit (mehrere Strukturbiume)
o Kellerautomat ist nicht-deterministisch.

e Falls deterministischer Kellerautomat moglich, so effizienter.

Beachte Beispiele:

Boolesche Formeln iiber Signatur (PL-Formeln)

e Terme iiber Signatur

Formeln iiber Signatur

While Programme iiber Signatur

Mehrere Regeln mit gleicher linken Seite!
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Beweisidee

Beweisidee: G = (N, T, 11, Z) kontextfrei.

1. Schritt: e-frei: Da ¢ € L(QG), gibt es eine dquivalente Grammatik
G, die keine Produktionen der Form A — ¢ enthilt.

2. Schritt: Normierte Terminierung: Zu G = (N, T, 11, Z) gibt
es eine dquivalente Grammatik G’ = (N, T, II', Z), die
nur Produktionen A — a mita € T und A — « mit
a € N* enthilt.

Sei N = NU{A, :a € T}. I entsteht aus IT indem
jedes @ € T in II durch A, ersetzt wird, vereinigt mit
{A, — a:a € T} Platzhalter.

3. Schritt: Keine Kettenproduktionen: Zu einer Grammatik
G = (N, T,II, Z) gibt es eine dquivalente Grammatik
G' = (N, T,Il', Z), die keine Produktionen der Form
A — B mit A, B € N enthilt (siche NEA).
Sei M = {(A,B) € NQ:AEB}
(Iasst sich berechnen: Entferne Zyklen (A, B), (B, A) €
M. Beginne mit (A, A).)
M = I\{A — B : A,B € N} vereinigt mit
Produktionen A — 7', |r’| > 1, die aus Produktionen
A — r € II durch Ersetzen mancher B in r durch C'
mit (B, C') € M entstehen, vereinigt mit A — a fiir
alle (A, A,) € M.
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Verallgemeinerung der deterministischen
Kellerautomaten

Mit Vorausschau n € N, falls in Abhangigkeit vom Kellerinhalt und
den n-nachsten Eingabezeichen eindeutig die Moglichkeit besteht, die
einzig richtige, als nichstes anzuwendende Produktion zu finden.

1-Vorausschau {a"b" : n > 1}
Schlagwort LR(k)-LL(k) Analyse.

7.45 Definition Normalformen fiir kontext-freie Grammati-
ken

Sei GG eine kontext-freie Grammatik, G ist in

o Chomsky-Normalform: Produktionen der Form
A — BCoder A — a A, B,C € N,aeT
e Greibach-Normalform: Produktionen der Form
A — ax AEN,aeT,aa € N*

7.46 Satz

Zu jeder kontextfreien Grammatik G mit ¢ € L(G) gibt es eine
kontextfreie Grammatik G’ in Chomsky-Normalform, mit L(G) =
L(G).

Die Transformation G ~» G’ ist effektiv.
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Beweisidee (Forts.)

4. Schritt: Chomsky-Normalform: Produktionen der Form
A — Bi...B,, n > 2 ersetzen: Dazu

A — BiH,,Hy, — ByHy -+ ,Hy3 —
B,_oH, o, H, o — B,_1B, mit neuen Nich-
terminalsymbolen Hy, ..., H, _o.

Falls e € L(G), so ist
(Nu{Z'}y, T.Tu{Z" — Z,Z' — e}, Z"), wobei
(N, T,1I, Z) in Chomsky-Normalform.
7.47 Beispiel Sei G = ({Z, A, B}, {a, b}, 11, Z)
II: Z—>bA Z — aB
A—a B —b

A — aZ B — bZ
A —bAA B — aBB

1. Schritt: e-frei: ok.

2. Schritt: Z — A,A | A,B
A—a,B—bA, —a, Ay —Db
A— A Z B — AyZ
A— AL AA B — A,BB

3. Schritt: Keine Kettenproduktionen: ok.
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Wortproblemalgorithmen fiir k.f. Sprachen

4. Schritt: Letzte Zeile oben:
A— AC,Cp — AA
B — A,D.,D, — BB

Auswirkungen auf Strukturbaum? (binar)
~+ Pumping Lemma Konstante: 2Nl 4 1.

x € L(G) ~ x ist in héchstens 2|z| + 1 Schritten in G ableitbar
(exponentieller Aufwand fiir Entscheidung © € L(G)).

7.5 Algorithmus von Cocke-Kasami-Younger
7.48 Satz

Sei GG in Chomsky-Normalform. Dann gibt es einen Algorithmus der
das Wortproblem fiir G mit Laufzeit O(n?) entscheidet.

w € L(G) |w| = n Laufzeit O(n?)
Beweis: Sei w = ai...an,,
Esgilt w € L(G) gdw Z € Lin(w).
Wie berechnet man aus w die L;;. Dynamisches Programmieren.
Induktiv iiber 7 — 4 Berechnung von L;;:
e j—i=0:L;;={A:A—q; €I}
(da Chomsky-Normalform)
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Algorithmus von Cocke-Kasami-Younger

e j — i > 0: Berechne L;; aus L1 und Ly; fiir ein k mit 7 <
k < j,wobei A € L;j, fals A — BC € II, B € Ly,
C € Ly;.

In jedem Schritt miissen maximal 2n Mengen betrachtet werden und
es gibt weniger als n2 Mengen Lyj, daher kann die Laufzeit durch en®
beschriankt werden, wobei ¢ eine Konstante ist, die von der Grammatik
G abhingt.

Verwaltung mithilfe einer Erkennungs-Matrix
j—i i|1 2 ... n
0 {r { {

n—1 {}

Beispiel:

Z —-CB|FA|FB
A—CZ|FD|a
B—FZ|CE|b

D — AAE — BB,C —a,F —b

w = aababb, |w| = 6
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7.6 Unentscheidbare Probleme fiir kontextfreie
Grammatiken

Unentscheidbare Probleme fiir allgemeine Grammatiken

e Wortproblem

e L(G)=w

o L(G)=X%"

e L(G) endlich

e L(Gy) = L(G>)
e c € L(G)?

Fiir rechts-lineare-Grammatiken alle entscheidbar.

Fiir kontexfreie Grammatiken? Wortproblem, L (G) endlich ?,
L(G) = 97,e € L(G)? entscheidbar.

7.49 Satz

Sind GG1, G5 kontextfreie Grammatiken.
Es ist unentscheidbar, ob die zugehdrigen Sprachen disjunkt sind.

Folgendes Problem ist nicht rekursiv entscheidbar:

Eingabe: kontextfreie Grammatiken G1, G2.

Frage: L(G1) N L(G2) # @7
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Unentscheidbare Probleme fiir kontextfreie
Grammatiken (Forts.)

Beweis: Reduktion des PCP auf dieses Problem.

Sei £L = (u1 ~ vi,...,up ~ vk), ui,v; € T k> 1.

Sei J={1,...,k}, JNT = o.

Definiere Grammatiken G; = (N;, T, 11;, Z;), j = 1, 2.
T=TUJ, N, ={2}

I ={Z1 - wiZii|uit:1=1,...,k} 2k-Regeln

Iy ={Zy > v;Zoi|vit:i=1,...,k} 2k-Regeln
L(Gi)NL(G2) # @ gdw Iz € ¥* = € L(G1) N L(G2)

gdw Jtq, te € J*
z = Ut = V(ts)t0"

gdw 3t € JT = U@)t™ = V()™

gdw It € J& U(t) = V(¢)
gdw PCP(L)

Beachte:

Die Konstruktion liefert ,einfache” k.f. Grammatiken G'1 und Ga:
Sie sind linear (A — wBwv Regeln) und eindeutig: nur eine Links-
ableitung maoglich!
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Weitere unentscheidbare Probleme fiir
kontextfreie Grammatiken

7.51 Satz
Folgende Probleme fiir kontextfreie Grammatiken sind nicht entscheid-
bar.

1) Pi(G) gdw L(G) = " (GiberX =T)

2) Py (G) gdw L(G) ist rechts-linear

3) P3(G) gdw —L(QG) ist kontextfrei

(rechts-linear, unendlich)
4) Pu(G) gdw L(G1) = L(G2) (beide iiber T)
5 B5(G) gdw L(G1) C L(G2)

6) Ps(G1,G2) gdw L(G1) N L(Gs) ist kontextfrei
7) P;(Gi1,G2) gdw L(G1) N L(G2) unendlich
8) Ps(Gi1,G2) gdw L(G1) N L(G2) RL-Sprache

Lendl Q L"S ,Q Ldet-kf Q 52 Q L"l Q L"prim-rek Q L"entsch. Q L"O =
»C'rek-aufzb.
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Folgerungen

o Es gibt kein effektives Verfahren, um fiir zwei kontextfreie Gram-
matiken GG1, G eine kontextfreie Grammatik G zu bestimmen mit
L(G) = L(Gi) N L(G2). (Begrindung: L(G) # @ ist fiir
kontextfreie Grammatiken entscheidbar).

e Man kann jedoch eine kontextsensitive Grammatik berechnen mit
L(G) = L(G1) N L(Gs), d.h. L(G) # & ist nicht entscheidbar

fiir kontextsensitive Grammatiken.

7.50 Satz Das Mehrdeutigkeitsproblem fiir kontextfreie Grammatiken
ist unentscheidbar.

Eingabe: G kontextfreie Grammatik.
Frage: Ist G mehrdeutig?
Beweis:

PCP auf Mehrdeutigkeitsproblem reduzieren: Seien GG; und G die
kontextfreien Grammatiken wie oben zu PCP L konstruiert.

Gei= ({2, 21, 22}, TUJ, IWUILU{Z — 21, Z — Z3}, Z)

L ~ G effektiv. L(G) = L(G1) U L(G2)
G1, G5 sind eindeutig.

G ist mehrdeutig gdw L(G1) N L(Gy) # @
edw PCP(L)
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Kontextsensitive Grammatiken und Sprachen

Erinnerung: Die Sprache {a"b"c" : n € N} ist eine Typ-1 Spra-
che: Grammatik ({Z, A, B, H,C},{a,b, c},I1, Z) mit Produk-
tionen I = {Z — ¢ | Ac,A — ab | dACB,CB —
CH,CH — BH,BH — BC,B — b,Cc — cc}.

Sie ist nicht kontexfrei.

Das Wortproblem fiir k.s. Grammatiken ist entscheidbar. Man muss
nur Ableitungen bis zur Linge (|N| + |T'| 4+ 1)1l + 1 durchsuchen
(ansonsten enthilt die Ableitung zwei identische Wérter mit Lange
< l=|).

Ein linear beschrankter Automat (LBA) ist eine (nichtdetermi-
nistische) Turing-Maschine, deren Lese-/Schreibkopf den Bereich, auf
dem beim Start die Eingabe steht, nicht verlassen darf.

e Die Typ-1-Sprachen sind genau die Sprachen, die sich mit einem
LBA akzeptieren lassen.

Solche Automaten lassen sich auch durch Produktionen Charakterisie-
ren. Sie haben die Gestalt:

ga — q¢'a q,¢ € Q,a,a’ e NUT

ga —aq q,¢d € Q,a,d e NUT

bga — ¢'ba ¢,¢ €Q,a,d €ENUT

letztere fiir alle b € N U T falls keine andere diese linke Seite hat.
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Kontextsensitive Grammatiken und Sprachen
(Fort.)

Es gibt weitere Charakterisierungen der k.s. Sprachen durch spezielle
Grammatiken. Eine Grammatik G = (N, T, 11, Z) heiBt erwei-
ternd, falls IT nur Produktionen der Form | — = mit [ # ¢ und
|7| > |1| enthalt. Es gilt: Zu jeder erweiternden Grammatik gibt eine
aquivalente k.s. Grammatik.
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Formale Spezifikationstechniken (Forts.)

Axioms:

All-Quantif.: pop(push(z, y)) = x
is_empty(empty) = true
is_empty(push(z, y)) = false

~~ Formale Spezifikationstechniken

Benétigt: Logik, Modelltheorie

Nicht funktionale Eigenschaften:

z.B. Zeitverhalten, Platzverhalten,. .., Komplexitat"

~- Klassifikation der berechenbaren Funktionen/Pridikate (Relatio-
nen).

Hier: Nicht jede Funktion ist berechenbar. KomplexitdtsmaBe.

Préazisierung der Berechenbarkeit

o While-berechenbare Funktionen

e p-rekursive Funktionen Rp(2)
o RM-berechenbare Funktionen Techniken
e Turing-berechenbare Funktionen Simulation
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8 Grundlagen der Programmierung
Zusammenfassung

Zusammenfassung
Ausblick

Grundlagen fiir die Entwicklung von Software-Systemen
Aktivitaten: Spezifikation - Entwurf - Implementierung

Bendtigt: Formale Beschreibungstechniken

e Syntax
e Semantik

Spezifikation: Was soll ein SW-System leisten?
Funktionalitit: Beschreibung funktionaler Eigenschaften.
Natiirliche Sprache, Logik (Vor- Nachbedingungen).
Hier nur Aussagen- und Pradikatenlogik.

Abstrakte Datentypen = Algebren iiber Signatur.

Was: Axiome. Oft geniigen ,="-Axiome, d. h. Gleichheitslogik. Beding-
te Gleichungen sind standard.

Beispiel: Keller(X) X Parameter = x definiert

empty: — stack; is_empty: stack — bool;
push: elem, stack — stack;
pop: stack — elem;
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Formale Spezifikationstechniken (Forts.)

KomplexitdtsmaB fiir ein Berechnungskonzept ¢ ist eine Abbildung
® : N? — N mit den Eigenschaften

Q(i,n) | gdw pi(n) |

{(i,m,m) € N>: ®&(i,n) < m} ist entscheidbar.

z.B. While Programme: Laufzeit eines While-Programms

O (p, x) = pt.first(i' (inp(p, ))) = 0
wobei 7 Interpreterfunktion.

o Zeitkomplexitat der i-ten TM bei Eingabe n
®(i,n) | gdw i(n) |
P(i,n) = maxp{t : Es gibt eine Berechnung R der Lange ¢
der i-ten TM auf Eingabe n }
e Platzkomplexitdt bei TM
P (i, n) Anzahl der verschiedenen Bandstellen, die die i-te TM
auf Eingabe n hdchstens besucht.
{®(i,n) < m} ist entscheidbar.
Laufzeit muss < m - |Q||I"|™ + 1 (Anzahl der Konfigurationen
der Lange < m).
e Bedarf an Speicherplatz in einem Goto-Programm.
z.B. Anzahl der Register (Einheitskostenmal3)
oder Anzahl der Register und GréBe der Zahlen (log-KostenmaQ)
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Wichtige Begriffe

Beachte:

Ist @ ein KomplexitatsmaB und B : N — N eine totale berechenbare
Funktion. Dann gibt es eine totale, berechenbare Funktion f : N —
{0, 1}, so dass jedes Programm 4, das f berechnet, fiir fast alle Werte
n eine Komplexitit ®(n) > B(n) hat.

Es gibt beliebig komplexe Funktionen (Diagonalisierung!)
~ - Komplexitatstheorie, Komplexititsklassen
DTime(s(n)), NTime(s(n)), DSpace(s(n)), NSpace(s(n))
P =|_JDTime(pol), NP = |_JNTime(pol)

pol pol
e Reduzierbarkeit: P <,, Q

Verfeinerungen: One-one Reduzierbarkeit: Injektion
pm: Pol-Zeit berechenbare Reduktionen.
Wichtig fiir die Klassen P, N P.

e Vollstandigkeitsbegriff: z. B.

K ={a|pa(a) I}, Ko = {(a,2) : pa(x) |}

Sind vollstandig in der Klasse der rekursiv aufzéhlbaren Relationen.
e Rekursionstheorie: Universelle Funktionen ga;”)(wl, ce ey D)
SMN-Theorem: Stelligkeiten der universellen Funktionen.
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Formale Beschreibungstechniken

Welcher Aspekt eines Systems soll beschrieben werden?
Wie soll beschrieben werden?

Nur das was oder was und wie.

e Funktionale Aspekte
Verhaltensaspekt (Temporale Logik, Statecharts, SDL,...)

Entwurfsaspekt (logischer Entwurf, Systemstruktur, , Architektur)

e Implementierungsaspekt (Programmiersprache, abstrakte Maschi-
ne, Compiler,...)

Zielsetzung: Uberginge zwischen Beschreibungen sollten , natiirlich’-

sein, Werkzeug-unterstiitzt.

~~ Verifikation, Validierung, Testen sollten ermdglicht werden.

Ableitung partieller Korrektheitsaussagen

Verifikationsbedingungen

Testgeneratoren

e Dokumenterstellung

Programmiersprachen

Deklarativ, Funktional (u-rekursiver Ausdruck), Prozedural (While-
Programm), Maschinennahe TM-, RM-Programme.
~~ Syntax, Semantik
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Wichtige Begriffe (Forts.)

Ergebnisse sind richtig fiir jede zuldssige Aufzdhlung der be-
rechenbaren Funktionen. D.h. beschriankte Berechenbarkeit muss
entscheidbar sein und SMN-Satz muss gelten.

~~ Charakterisierung der r.a. Relationen, Rekursionssatz, Fixpunkt-
satz sowie die Sitze von RICE iiber Indexmengen

S C Rp(N) Ind(S)={p: ¢y € S}

e Existenz berechenbarer Funktionen mit bestimmten Ei-
genschaften.
Verwende Churchsche These, SMN-, Rekursionssatz oder FPS.

e Nicht Entscheidbarkeit oder nicht rekursiv aufzahlbar.
Verwende Reduktion von K oder K auf Relationen oder Rice
Sétze, falls Indexmengen.

o Weitere Klassen: superrekursiv
subrekursiv
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Syntax Programmiersprachen
(allg. Beschreibungstechniken)

Grammatiken

i.Allg. kontextfrei (Teile kontext sensitiv: Prozedurdeklarationen, ~~
attributierten Grammatiken).

Grundlage: Kalkiile

e Syntaktische Definition von Objektmengen
Regeln, Ableitungen
e Miissen nicht immer Zeichenreihen sein
e Konnen auch graphische Objekte sein
e Oft beides zusammen
Beispiel: Terme, Formeln, Programme, giiltige Formeln, giiltige par-
tielle Korrektheitsaussagen, Diagramme, UML,. ..
Speziell fiir Zeichenreihen: Wortersetzungssysteme.

Grundlage fiir: Grammatiken (RL, KF, KS ...)
Automaten (EA, NDEA, KA, TM ...)
Algebraische Strukturen: Monoide, Gruppen, Algebren

Z.B.: Prozessalgebren: (a, b; ba — ab) kommutatives Monoid.
Termersetzungssysteme: Signatur (S, X)

Listen: nil :— L,cons: X, L — L append : L, L — L
append(nil, 1) =1

append(cons(x, 1),1") = cons(z, append(l,1"))
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Kalkiile (Fort.)

Funktionale Programmiersprachen: Applikative Programme.

(Bedingte Gleichungen ...) ~~ Programmieren mit Gleichungen

Beweiskalkiile:

Aussagenlogik: Axiome (Schemata)

e A— (B— A)

e (A—-(B—-C)— ((A—B)— (A—=0))

e (A — -B)— (B— A)

Regeln: MP Modus Ponens oder Abtrennungsregel (cut Regel)

a,a — 3

B

Az F «, so « Tautologie.

Beweis: a1, ..., a, a, =«
o; € Az oder oy, o, = o — iy, J, k < @

Kompaktheitssatz: > + «, so gibt es eine endliche Teilmenge
Yo CX:YF a.

Verallgemeinerungen: - Pradikatenlogik.
- Andere Logiken. ~~ Logik Vorlesung.
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Logik, Prozessbeschreibungssprachen

Grundlage automatischer Beweiser

Beachte: Nat = (N, 0,1, +, -, <) Theorie von Nat (d. h. giiltige
Formeln in N at) nicht rekursiv aufzihlbar!

Grundlage fiir Prozess-BT: Endliche Automaten

e Endliche Automaten
e Petri-Netze (Verallgemeinerungen)
e Statecharts, SDL - - -

e :
Semantik von Beschreibungstechniken

e Operational (Zustandsiibergénge)
e Denotional (Programme ,bezeichnen” Funktionen)

o Transformation (Ubersetzen in Konstrukte mit wohldefinierter Se-
mantik)

Interpreterfunktionen, Compiler, abstrakte Maschinen, Termerset-
zung,. ..

Wichtige Eigenschaften von BT:

Modularisierung, Parametrisierung, Kompositionsmoglich-
keiten, Verfeinerung (Abstraktionsméglichkeiten).
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