6 Berechenbarkeit

Programmierbare/Berechenbare Funktionen

® Imperative Programmiersprache: while-Programme
e Funktionale Programmiersprache: pi-rekursive Ausdriicke

e Logische Programmiersprachen: Prolog ...

Deklarativ vs. Prozedural

o Abstrakte Maschinen Modelle
Turing-Maschine, Register-Maschine;

e Techniken: Simulation von Berechnungen, Ubersetzung, Interpre-
tation

e Universelle Modelle: Compiler

Aufbau Kapitel 6:

Primitiv rekursive Funktionen

p-rekursive Funktionen (partiell rekursive Funktionen)
Universalitat

Rekursionstheorie

Churchsche These

Wortfunktionen
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6.1 Primitiv rekursive Funktionen P(N)

Funktionen: f : N — N n > 1. Arithmetische Funktionen.

Verwende ,effektive’- Operatoren auf Funktionen, um aus Ausgangs-
funktionen + Operatoren neue Funktionen zu definieren.

Erinnerung: Gleichheit von Funktionen f : A — B, g: A — B

f E g gdw dom(f) C dom(g) N f(z) = g(x)
fir x € dom(f)

f =g gdw dom(f) = dom(g) A f(z) = g(x)
firx € dom(f) gdw (fEgAgL f).

6.1 Definition Komposition - Primitive Rekursion

a) Seien g : N — N, hy,...,h, : N — N Funktionen
n,m > 1
f : N™ — N entsteht aus g und hq, ..., h, durch Komposi-
tion, falls gilt

f(&) | gdw hi(Z) 1, ..., ha(Z) Lund g(hi(Z), ..., ha(T)) |

und in diesem Fall ist

f(&) = g(hi(Z), ..., hn(Z))

Schreibe dafiir f=go(hy,...,hy)
Beachte Stelligkeiten der Funktionen.
Sind g, hq, ..., h, total, so auch f.

Gilt die Umkehrung?
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Operatoren auf Funktionen

b) Seien g : N"*!' — N, h : N**? — N Funktionen.
f : N"™!' — N entsteht aus g und h durch primitive Rekur-
sion, falls gilt:

f(#£,0) | gdw g(#£,0) | (£ € N") und in diesem Fall ist
f(Z£,0) = g(Z,0) und

f@y+1) 1 gdw f(Z,y) | und h(Z, f(Z,y),y) |
(£ € N") und in diesem Fall ist

f(@,y+1) =h(Z, f(Z,y),v)
Schreibe dafiir f=R(g,h).
Beachte Stelligkeiten der Funktionen.

6.2 Bemerkung - Beispiele: Betrachtet man die Gleichung

7 h(Z, F(Z,y),y) z=y+1

so ist f = R(g, h) die kleinste (bzgl. C) Funktion, die diese Glei-
chung erfiillt.

Sind g(-,0) : N — Nund h : N"™ — N total, so ist auch f
total.

Gilt die Umkehrung?

Die primitive Rekursion folgt einem sehr strengen Schema und ent-
spricht der Berechnung des Funktionswerts f (&, n + 1) aus dem
Funktionswert f (&, n), wobei die Verankerung bei f (&, 0) erfolgt.
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Beispiele

e -+ Addition auf N*: Mit g(u, v) = wund h(u, v, w) = v+1
gilt z +y = R(g, h)
(2 falls y = 0

+y = <
rTY (z+(y—1)+1 fallsy #0
oder )
x fallsy =0
T+ Y = 9

\(:c—l—z)—l—l fallsy = z + 1
e - Multiplikation auf N*: Mit g(u,v) = 0 und h(u, v, w) =
v+ugltae- -y= R(g,h)
0 falls y = 0
x -y =
(x-2z)+x falsy=2+1
e Fakultit fac auf N: Mit g(u) = 1 und h(u,v) = u-(v+1)
gilt fac(y) = R(g, h)
1 fallsy = 0
fac(y) =
fac(z) - (z+1) falsy=2z2+1
e Welche Funktion f wird durch folgende Festlegung definiert. Sei

h(u, v) = {u u gerade

T sonst

~_J0 fallsy = 0
fly) = {h(f(z),z) fallsy = z + 1

6.1 Primitiv rekursive Funktionen P (N) 92



Primitiv rekursive Ausdriicke

6.3 Definition

Syntax: Die Menge der primitiv rekursiven Ausdriicke sind die Zei-
chenreihen, die durch den folgenden Kalkiil erzeugt werden:

NULL SUCT PROJ() ri =1
G, Hy, ... H, G G, H
KOMP(G, Hy, ..., Hy) = REK (G, H)

Semantik: Jeder primitiv rekursive Ausdruck 7 reprasentiert fiir
beliebige Stelligkeit n > 1 eine Funktion f7(r”) : N — N, die

induktiv liber den Aufbau von 7 wie folgt definiert ist:
\

fNULL(:cl, cey ) =0
fSUCC(xl, oo @) =@ , > Grundfunktionen
Fonosm @1 o) = {xz sl svsm
O sonst )
fI(gL())MP(G Hy,..., Hm)(371> s T) =
(m) o (f(n) Ce I(;TZL)(a:l, ce ey Tp)
fl(%TJL_%K(G,H) = R(fg", (n+1)) d.h.
fl(%?gK(G,H)(xh ey no1,0) = fé; )(3?1, .oy Tp_1,0) und
f]ESE)K(G,H)(ajl, ey o1,y + 1) =
f$+1)(x1, ,aﬁn_1,fgiE)K(G,H)(a:1,...,xn_l,y),y)
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Primitiv rekursive Funktionen

Die Menge aller Funktionen f : N — N (n > 0), fir die f =
f7(r") mit einem primitiv rekursiven Ausdruck 7 gilt, heit die Menge
der primitiv rekursiven Funktionen.

Bezeichnung P (N)

6.4 Beispiel Folgende Funktionen sind primitiv rekursiv.

e Konstante Funktionen beliebiger Stelligkeit:
a €N ™ N" - N c"(xy, ..., x,) = a (total)

Zeige cé”) = fﬁ”) fiir geeignetes 7
a =0 soklar, wahle 1 = NULL

B (n) — _ (1) (n) =
a=1 f OMP(SUCC,NULL)(:C) - 1SUC’C(fNULL z))
Ind. Schritt:
a=m sei f(”)(a_:’) =a
a=m+1f" (Z) = fsvcc(FI (@)
- KOMP(SUCC,xq) fsvce(fr,
=m+1

d.h. m, = KOMP(SUCC,KOMP(SUCC,...KOMP(SUCC,NULL) ...))
a-mal KOMP(SUCC,...)
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Beispiel (Forts.)

e Die Vorganger Funktion auf N pred : N — N ist primitiv
rekursiv:
pred(0) =0
pred(y+ 1) =y (total)
p’red(O) — f](vl()]LL(O)
pred(y + 1) = ff])mj(2>(p"“ed(y), y) = v,

d.h. mit PRED = REK(NULL, PROJ(2)) gilt

() _ (1)
pred = fpppp = REK(NULL,PROJ(2))"

6.5 Lemma

Die Menge der primitiv rekursiven Funktionen ist abgeschlossen ge-
geniiber Komposition und primitiver Rekursion.

Sindg : N — N,hy,...,hy, : N — N € P(N), so auch
go(hi,...,hy):N*—= N e P(N).

Sind g : N"*!' — N, h : N"*? — N € P(N), so auch R(g, h).
Beweis: Seien G und Hq, ..., H,, primitiv rekursive Ausdriicke

fir g und hy, ..., hy. Dannist KOMP(G, Hy, ..., H,,) ein
primitiv rekursiver Ausdruck fiir g o (A1, ..., hy).

Analog ist REK (G, H) primitiv rekursiver Ausdruck fiir R(g, h),
falls G, H primitiv rekursive Ausdrucke fiir g bzw. h sind.
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Primitiv rekursive Funktionen (Fort.)

Die Menge der primitiv rekursiven Funktionen P (N) ist also charakte-
risiert als die kleinste Menge von Funktionen f : N — N (n > 0)
die die Grundfunktionen enthalt und abgeschlossen ist gegeniiber Kom-
position und primitiver Rekursion.

In der Literatur findet man oft die Betrachtung von Funktionen
f : N* — N" (n,m > 0). Diese lassen sich iiber die Paral-
lelausfiihrung f := (g, h) von g : N — N° h : N* — N’ die
erklart ist durch

fiN' = N (g, h)(x) = (9(2), h(z))
aus den obigen Funktionen gewinnen.

Offenbar sind die primitiv rekursiven Ausdriicke sehr einfache Program-
me. Sie sind aufgebaut aus NULL, SUCC, PROJ(%) und den
variadischen Operator KO M P und den bindren Operator RE K.
Die Interpretation der atomaren Ausdriicke durch die Grundfunktionen
und der Operatoren durch die offensichtlich ,effektiven” Operationen
Komposition und primitive Rekursion machen deutlich, dass diese Pro-
gramme effektive Berechnungen darstellen. Jedes Programm erlaubt es
fir jedes n > 0 eine Funktion der Stelligkeit n zu berechnen. D. h.
ein Programm berechnet unendlich viele Funktionen.

Beachte: Ein primitiv rekursiver Ausdruck stellt stets fiir jedes n
eine Funktion dar. Diese kdonnen recht unterschiedlich sein. Siehe z. B.

(n) e (2)
fPROJ(i). Welche Funktion ist fREK(NULL,PROJ(Q))?
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Nachweis von Eigenschaften primitiv rekursiver
Ausdriicke oder primitiv rekursiver Funktionen

Erneut: Induktion iiber Aufbau der primitiv rekursiven Ausdriicke
(strukturelle Induktion) bzw. fiir die Menge P (N) die sogenannte
Induktion iiber den Aufbau: Zeige die Eigenschaft gilt fiir die
Grundfunktionen und die Eigenschaft bleibt erhalten bei Kompositi-
on und primitiver Rekursion.

6.6 Lemma

Jede primitiv rekursive Funktion ist total.

6.7 Beispiel Weitere primitiv rekursive Funktionen

add : N° - N add(x,y) = x + y primitiv rekursiv

2
add(w,0) = fppo 0 (@, 0)

add(z,y +1) = f,égCC(f](Dgf?iOJ(Q)(aj7 add(z,y),y))

ADD :: REK(PROJ(1), KOMP(SUCC, PROJ(2))
ist ein primitiv rekursiver Ausdruck fiir add, d.h. add = ffl))D.
Die Multiplikation mult : N* — N mit mult(z,y) = x - y ist
primitiv rekursiv:

mult(x,0) = ](\?[)JLL(QZ, 0)

mult(x,y +1) = add(f](f]zioj(l)(az, mult(z,y),y),

f](f%m@)(:v, mult(x,y),y))
d.h. REK(NULL, KOMP(ADD, PROJ(1), PROJ(2)))

reprasentiert folglich mult.
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Beispiele und Vereinfachungen

Die Funktion sgn : N — N mit

sgn(a) — {0 z =0

1 sonst

sgn(0) = £l (0)

sgn(y +1) = fl(?)OMP(SUCC,NULL)(Sgn(y)’ y)

dh. REK(NULL, KOMP(SUCC, NULL)) reprasentiert
sgn.

Analog die Funktion sgn : N — N mit

sg—n(a:):{l z =0

0 sonst

Vereinfachungen: Auflockerung des strengen Schemas der primiti-
ven Rekursion.

e Variablen permutieren, mehrfache Verwendung, oder Nicht-
Verwendung von Variablen.

e Weitere Abschlusseigenschaften.

e \erwendung bereits als primitiv rekursiv nachgewiesener Funktio-
nen.
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Vereinfachungen

6.8 Lemma
Sei g : N™ — N primitiv rekursiv, m > m und seien 1 < 47 <
n,..., 1 < 4, < n Indizes. Dann ist auch die Funktion h :
N" — N mit

]’L(Cﬁl, .« .. ,mn) — g(xi17 s 7$im)

primitiv rekursiv.

Beweis: Es gilt

h(xl, .« . ,CUn) =
9 Erosin) (P12 @) Pl (i (@152 7))

6.9 Beispiel Es geniigt in Zukunft, den Nachweis der primitiven Re-
kursion einer Funktion auf der Basis einer Rekursionsgleichung wie bei
den folgenden Funktionen zu fiihren.

e Nicht negative Differenz: — : N* — N
x —0 =
v — (y+1) =pred(z —y)
e Fakultit fac: N — N
fac(0) =1(= fgg)MP(SUCC,NULL)(O))
faC(y)Jr 1) = fac(y) - (y +1)

_ r(2
(= frompavrrpros (1), KOMP(SUCC, PROJ(2)) (f2C(Y): Y))
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Weitere Abschlusseigenschaften

e Insbesondere ist die Funktion |z — y| : N* — N, mit

z -y = (x —y)+(y — )

primitiv rekursiv.

e Einfache Fallunterscheidung. Oft werden Funktionen nur in be-
stimmten Bereichen benétigt. Sei etwa h : N* — N primitiv
rekursiv, dann ist auch die Funktion
F(x,y) = {h(a:, y) fallsz >y primitiv rekursiv.

0 sonst
Esist F'(x,y) = sgn(x — y) - h(z,y)
Spater werden wir allgemeinere Formen der Fallunterscheidung
kennenlernen.

6.10 Lemma Abschluss von P (N) gegeniiber Iteration.
Sei f : N — N primitiv rekursiv, dann ist auch g : N° — N mit
g(x,t) = f'(x) primitiv rekursiv.

Beweis: Es ist
g9(x,0) =z
g(z,t+1) = f(g(x, 1))

Frage: Lasst sich jede ,Rekursionsgleichung” durch primitive Rekursion
simulieren?
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Andere Rekursionsformate

e Das folgende Format ist erlaubt:

f(0,y) = g(y)
flx+1,y) = h(=z, f(z,9),y)

Mit primitiv rekursiven Funktionen g, h. Dann ist f auch primitiv
rekursiv (Argumente vertauscht).
e Hingegen ist die alternative Definition der Iteration:
g(z,0) =
gz, t+1) = g(f(z),1t)
nicht vom Format einer primitiven Rekursion, da der Parameter
f(x) statt « in der Rekursion verwandt wird.
Wir werden gleich zeigen, dass auch dieses Format erlaubt ist.
e Allerdings ist die Ackermannfunktion A : N* — N, die durch
folgende Rekursionsgleichung definiert wird

A(an) = y+1
A(xz +1,0) = A(x,1)
Alx+1,y+1) = A(x,A(x+ 1,y))

keine primitiv rekursive Funktion (Beweis spater).

A ist eine totale Funktion, die sehr schnell wachst. Uberzeugen Sie
sich!
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Andere Rekursionsformate (Fort.)

6.11 Lemma

Seien g : N — N, h : N = N w:N— N primitiv rekursiv und
f : N? — N durch die Gleichungen

f(z,0) = g(x) -
definiert.

fx,y+1) = h(=z, f(w(z),y),y)
Dann ist auch f primitiv rekursiv.
Beweis:

by falls ¢ >
Sei F(t,ﬂj,y): {f(w (x)7y) alls _y
0 sonst

Es gilt F(t,2,0) = f(w'(x),0) = g(w'(x)) und
firt > y+1
F(t,z,y+1) = f(w' ™ Hz),y+1)
= h(w' ™" (z), f(w(w ™" (z)),y),v)
= h(w'™""H(z), f(w' ¥ (), ), y)
— h(wt_y_l(x)7 F(ta L, y)7 y)
Firt <y 4 1 gilt
F(t,z,y+1) = 0
F' ist also primitiv rekursiv.
Wegen f(x,vy) = F(y, x,y) ist auch f primitiv rekursiv.
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Fallunterscheidung

6.12 Lemma Abschluss gegeniiber Fallunterscheidung

Seien g; : N — N, h; : N — N mit h; totale Funktionen fiir
1 = 1,...,7, so dass es zu jedem & € N" es genau ein % gibt mit
h;(Z) = 0. Die Fallunterscheidung mit den Funktionen g;, h; ist die
Funktion

f=FU(gi,hi i=1,...,k), mit

(91(53’) falls h1(Z) = 0
f(T) =4
Lgk(ﬂff) falls hy(€) = 0

Offenbar gilt:
f(@) = sgn(hi(%)) - g1(Z) + - - - + 5gn(he(Z)) - gr(T),
d.h. sind g;, h; € P(N), soist auch f € P(N).

Die Fallunterscheidung wird meistens mit k = 2 angewendet. Sei h

gegeben und hi(x) = h(x), ho(x) = sgn(h(x)). Dann gilt

f(:lj) _ {91(513) hl(ilﬁ) =0 _ {91(33) h(:c) —0

g2(x) ha(x) =0 g2(x) sonst
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Primitiv rekursive Relationen

6.13 Definition

Eine Relation R C N" heiBBt primitiv rekursiv, falls ihre charak-
teristische Funktion xr € P(N).

Erinnerung fiir £ € N" gilt:

() 1 fallsx € R
r) =
X 0 falls# ¢ R

6.14 Beispiel

Primitiv rekursive Relationen sind:

e Die Gleichheitsrelation: = C N X N
x=(z,y) =1—|z —y

e Kleinerrelation: < C N X N
x<(@,y) = sgn(y — x)

e Kleinergleichrelation: < C N X N

x<(z,y) = x=(z,y) + x<(z,y)
e Analog GroBerrelation und GroBergleichrelation.
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Abschlusseigenschaften primitiv rekursiver
Relationen

Erinnerung;:
Seien R, S C N" Relationen.

Dann

e —R Komplement von R N — R
e 1R A S Durchschnitt von R und S RNS
e RV S Vereinigung von R und S RUS

6.15 Lemma
Sind R, S C N" primitiv rekursiv, so auch =R, RA S, RV S.
Beweis: Es ist

X-r = 1—XR XBAS = XR-Xsund RV S = —(-RA~S).

Frage: Gilt Xrvs = Xr + Xs7
Insbesondere sind #, <, >, > primitiv rekursiv.
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Reduzierbarkeit

6.16 Lemma

Seien S C N" h; : N — N (1 < ¢ < n) primitiv rekursiv. Dann
ist auch die Relation R C N"" mit

RZ gdw Shi(Z) - - hn(Z)

primitiv rekursiv.

R ist auf .S primitiv rekursiv reduzierbar, falls es primitiv rekur-
sive Funktionen h; : N — N (1 < i < n) gibt mit obiger
Eigenschaft.

Beweis:

Xr(Z) = xs(hi(Z), ..., ha(T))
= x50 (hi,...,h,)(T)
6.17 Beispiel Sei R C N? mit
Rxy gdw «x ist ganzzahliger Anteil der Quadratwurzel von .

Dann ist R primitiv rekursiv
Rxy gdw z-x<yA(xz+1)-(z+1) >y
Wende Lemma an mit

Suvw gdw u < v Aw > v
hfl(ajay) :33'513,]’1,2(513,y) :y,hg(ib,y) — (CB—I—l)(CB—I—l)
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Fallunterscheidung mit primitiv rekursiven

Relationen
6.18 Lemma
R; C N"1 < 4 < m sind paarweise disjunkte primitiv rekursive Re-
lationen und h1, ..., hy,,11 n-stellige Funktionen mit h; € P(N)
1=1,...,m+ 1.

Dann gilt fir f : N — N mit

(hi(z)  falls Ri@

F@) = ho(Z)  falls R

| Am+1(Z)  sonst

f € P(N).
Beweis:

f(%) = xr(Z) - hi(Z) + -+ - + XBm (%) - A (T)+
(1 — (XRyv-vERm(T)) * hpy1(T)

6.19 Beispiel Maximum und Minimum von (n)-zwei Zahlen

x fallsx >y

max(x,y) = {

Yy sonst

6.1 Primitiv rekursive Funktionen P (N) 107



Weitere Abschlusseigenschaften von P(N)

6.20 Definition

1. Die beschrankte Summation und beschrankte Multiplika-
tion mit der Funktion ¢ : N — N sind erklart durch

f,h:N"™" & N
f(@y) = > 9@z k@ vy =]]9&2)

z<y z2<y

2. Die beschrinkte Minimierung mit der Funktion ¢ : N* ™! —
N ist erklrt durch die Funktion f : N"™1 — N mit

)
u u <y, g(@u)=0und g(Z,2z) > 0firz < u
0 g(&,z)>0firallez <y

\T es gibt u < y mit g(Z,u)T, g(Z,2z) > 0 firz < u

f(%,y) =

N\

Bezeichnung f (%, y) = po<,lg(7, 2) = 0]
3. Die beschriankte Minimierung mit einer Relation R C N"*!
ist erklart durch die Funktion f : Nt — N mit

kleinstes z mit z < y A RxXz falls z existiert

f(Z,y) ={

Y sonst

Schreibe f(Z,y) = pz < y.RZz f ist total.
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Beispiele

6.21 Beispiel
1. Mit g(y) = y + 1 ergibt sich

S ey = WD W +2)

fly) = 5
h(y) = ]]o9(z) = fac(y +1)

Mit g(x, y) = x ergibt sich

fle,y) = D> glz,2) ==z (y+1)

z<y

hz,y) = [Jox 2) =a""

z<y

2. Sei f(x,y) = pa<ylg(z, z) = 0].
Wir betrachten zwei Funktionen g:

>
g(z,y) =z —y liefert f(x,y) = < oY
z ==y
: 0 (0 2> 0
gz,y) =<1 7 7 YD e fla,y) =3 "
T sonst \T T =
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3. Beschrankte Minimierung mit einer Relation

e f(x) = ganzzahliger Anteil der Quadratwurzel von x
=py<z(y-y<zA(y+1)- (y+1) >
put <z (t+1)-y>x fallsy >0

0 sonst

° xmody:{

o rdivy =

x— (xdivy) -y fallsy >0

0 sonst
6.22 Lemma 7P (N) ist abgeschlossen beziiglich beschrankter Sum-

mation, beschrankter Multiplikation und den beschrankten Minimie-
rungen.

Beweis
1. Sei g € P(N); zu zeigen ist f, h € P(N), wobei

flzy) = > gl=,2)

hz,y) = []ox 2)
Es gilt
f(z,0) = g(=,0) f(z,y+1) = flz,y)+g(=,y+1)
h(z,0) = g(z,0) h(z,y+1) = h(z,y) g(z,y+1)
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also

f — R(gah'l) mit hl(az,y,z) — y—i—g(a:,z—|— 1)
h = R(g,hs) mit he(x,y,z) =y -g(z,z+ 1)

Es gilt g;, h, € P(N), also f, h € P(N)

2. Seig € P(N) und f(z,y) = po<y[g(x, z) = 0]. Fiir den
Nachweis, dass f € P(N) gilt, muss f in der funktionalen Pro-
grammiersprache zu P (N) programmiert werden. Die Idee hierzu
spiegelt die natiirliche Berechnung von f(x, vy) wider: Wir bilden
die Funktion

1 g(x,u) >O0firalleu < z
O sonst

fo(z,z) = {

und summieren die Werte fo(x, z) fir z = 0,1,...,y auf.
Setze also

fo(z, z) = sgn | [ [ 9(z,w)
u<z

dann gilt fo € P(N) nach 1. und eine kurze Uberlegung zeigt

S~ folz,2) folz,y) =0
flz,y) = q #=v
0 Sg—n(fO(xay)) =0

Also gilt f € P(N) nach 1. und Lemma 6.12.
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Der Beweis zur beschrankten Minimierung soll noch an folgendem

Beispiel verdeutlicht werden. Sei

2
g(x,y) = —y

Die folgende Tabelle verdeutlicht die Berechnung von f(5, vy)

y | g(5,y) fo(5,y) f(5,9)
0 5 1 0
1 4 1 0
2 1 1 0
3 0 0 3
4 0 0 3

3. Ist R primitiv rekursiv und f durch beschrankte Minimierung aus

R wie eben definiert, so ist f € P(N). Es gilt namlich

f(£,0) =0

f(f,y+1)={

6.1 Primitiv rekursive Funktionen P (N)

f(Z,y) falls REf(Z,y)
y—+1 sonst
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Beschrankte Quantifizierung

6.23 Definition

Sei R C N""! Definiere Relationen T C N"*! ynd S C N"*!
durch beschrankte All-/Existenz-Quantifizierung durch

Sxb gdw es gibt y < b mit R¥y (Schreibe 3y < b. RZy)
Txb gdw fiir alle y < b gilt RZ¥y (Schreibe Vy < b. RTy)
6.24 Lemma

Die primitiv rekursiven Relationen sind abgeschlossen gegeniiber be-
schrankter Quantifizierung.

Beweis: Sei Sxb gdw dy < b. Rxy
Danngilt xs(&,0) Xr(Z,0)
xs(Z,b+1) = max(xr(Z, b+ 1), xs(Z,b))
Wegen T'xb gdw —dy < b.—Rxy folgt die Behauptung.
6.25 Beispiel

Die Teilbarkeitsrelation | ist primitiv rekursiv.

o v |ygdw It <yt -x=uy
Rxyz gdw z - x =y
Dannist z | y gdw Sxyy gdw It < y. Rxyt gdw
dt<yt-xz=y

e {p : pist Primzahl} ist primitiv rekursiv.
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Primitiv rekursive Codier- und
Decodierfunktionen

Paarungsfunktionen, Codierung von Zahlenfolgen
6.26 Definition

Die Cauchysche Paarungsfunktion (-,-) : N> — N wird defi-
niert durch

(z,y) =((z+y)(z+y+1)div2) +y

Sie ist primitiv rekursiv und bijektiv.

(z,y) (0,0) (1,0) (0,1) (2,0) (1,1) (0,2)---
<$7y> 0 1 2 3 4 5...

Abzihlen auf geeigneten Diagonalen: = + y konstant.
(x, y) kommt auf der Diagonalen = + y + 1 vor.

o x + y komplett gefiillte Diagonalen: 1 +24-- -4+ (z 4+ y) =
(x4+y)(z+y+1)div 2

e Inder Diagonalen, in der (x, y) steht, kommen noch y viele Punk-
te vor dem Punkt (z, y).

Also ist (-, -) : N* — N bijektiv
Definiere folgende Umkehrfunktionen first, rest: N — N mit
(first(z), rest(z)) = z und

first({(z,y)) =«
rest((z, ¥)) =y
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Paarungsfunktionen Codierung von Zahlenfolgen

6.27 Lemma Die Funktionen (-, -) : N? — N und first, rest:
N — N sind primitiv rekursiv.

Beweis:
Nach Def. von (x,y) = z, folgt x < z und y < z.

Dann
first(z) = pxr < z.3y < z.(x,y) = 2

rest(z) = py < z.3dz < z.(z,y) = 2
Nach Lemma 6.24 und Lemma 6.22 sind first und rest primitiv rekursiv.

Codierung endlicher Zahlenfolgen

6.28 Definition Sei xq,...,x, Zahlenfolge. Die Codierung
[z0, ..., xn] € N wird induktiv tiber n definiert durch

e [ | = 0 (Codierung der leeren Folge)

o [xg,...,xzn] = (o, [®1,...,Tn])
Die Folgenzugriffsfunktion get : N* — N sei definiert durch

o get(z,0) = first(2)
o get(z,i+ 1) = get(rest(z), %)

Die Folgenzugriffsfunktion liegt in P(N).
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Wertverlaufsrekursion

Beachte: Die Folgenkodierung ist eindeutig bis auf Nullen am rechten
Folgenende, d.h. es gilt [zq, ..., x,] = [T0o,...,Zn,0,...,0].
Die Elemente xg bis x,, mit x,, # 0 konnen eindeutig bestimmt
werden.

6.29 Lemma Wertverlaufsrekursion

Sind g : N*™' — Nund h : N*™ — N primitiv rekursiv, dann
auch f : N"t! — N mit

e f(£,0) =g(Z,0)
e f(Z,y+1)=nh(Z [f(Zy)...,[(Z0)]y)
Hier greift die Rekursion auf beliebig viele Vorgangerwerte zuriick.

Beweis:

Die Hilfsfunktion F'(Z,y) = [f(Z,v), ..., f(Z,0)] ist primitiv
rekursiv, da

o F(X,0) = (g(¥0),0)
o F(Z,y+1) = (h(Z, F(Z,y),y), F(Z,y))

und somit ist
f(Z,y) = get(F(Z,y),0) = first(F(Z, y))

primitiv rekursiv.
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Beispiel

6.30 Beispiel

1. Sei f definiert durch
o f(x,0)=1
o f(z,y+1) = f(x,ydiv2) +1
Dann ist f € P(N): Wahle im obigen Lemma h(z, u,y) =
succ(get(u, y div 2)).
2. Folgenverkettung * : N> — N
(nicht Multiplikation von Zahlen!)
[0y -« s Tn] * [Yos - -+ s Ym] = [T0y e+ - s Try Y0s - -+ s Y
wobei x,, £ 0 (falls n > 0).

Behauptung: x ist primitiv rekursiv.
Beweis: Betrachte

Oxv =w

(u+1) v = (first(u + 1), rest(u + 1) * v)
wegen rest(u + 1) < w folgt die Behauptung durch Wertver-
laufsrekursion (hier wird die Voraussetzung x,, 7# O bendtigt).
Es gilt namlich:
i+ 1)

J

>0 (i #0)

[7’] — <7:70> —

\

VAN
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Beispiel (Fort.)

LCUOP .- 7$nl: <CUO, [331,. . ,ajn]> —

(xo + [x1...2p]) (o + [T1...2p] + 1) N

- 5 ’ (1, ..., 2]
>1

D. h.

o first(u + 1) = xg < u (Listenlinge > 2)

o rest(u+1) = [x1,...,2,] < u

Wir werden diese Funktionen noch benétigen, und zwar bei der
Arithmetisierung der While-Programme. Programme sind Folgen
von Anweisungen. Wir werden Anweisungen durch Zahlen codie-
ren und dementsprechend Programme durch die Codierungen der
Zahlenfolgen darstellen. Um die Interpreterfunktion zu simulieren
bendtigen wir die Folgenzugriffsfunktion und die Folgenverkettung.
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Simultane Rekursion

6.31 Definition

Eine Funktion f = (f1,..., fm) : N — N heiBt primitiv rekur-
siv, falls jede Komponentenfunktion f; : N — N¢ =1,...,m
primitiv rekursiv ist.

6.32 Lemma Simultane Rekursion

Sind g : N*™' — N™ und h : N"t™ 1 N™ primitiv rekursiv,
dann ist auch die Funktion f : N"T1 — N mit

o f(%,0)=g(&,0)
o f(Z,y+1)=h(Z, f(Z,v),y)

(= ist als Gleichheit von Vektoren zu lesen).

Beweis:
Die Hilfsfunktion

F(f,y) — [fl(fa y)a c "fm(fa y)]

ist primitiv rekursiv.
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Simultane Rekursion (Forts.)

Da F'(£,0) = [g1(Z,0), ..., gm(Z,0)]

und

F(Z,y+1) = [Mm(Z, F(Z,y),y), -, hm(Z, F(Z,y), y)]
und fiir festes m die Funktion [kq, ..., k] : N® — N primitiv
rekursiv ist fir k; : N* — N, k; € P(N).

Aus fi(Z,y) = get(F(Z,y),1) ¢« = 1,...,m folgt die Behaup-
tung.

6.33 Beispiel

Sei paar : N — N? die Umkehrung der Cauchyschen Paarungsfunk-
tion. Es gilt

paar(0) = (0,0) und

(y +1,0) falls paar(n) = (0,y)
(x — 1,y + 1) sonst, wobei paar(n) = (x, y)

paar(n+1) = {

Zeige: paar(n) = (first(n), rest(n)).
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Sind alle totalen ,,berechenbaren“ Funktionen
primitiv rekursiv?

e Numeriere effektiv alle primitiv rekursiven Ausdriicke, z. B. lexiko-
graphische Anordnung der Worter iiber dem Alphabet

{NULL,SUCC,PROJ, KOMP, REK, (,),0,...,9,,}

e Sei 7; der t-te primitiv rekursive Ausdruck in dieser Nummerierung
(Lange + Lexikographisch).
e Definiere Diagonalfunktion d : N — N durch

d(n) = f(n) +1

Dann ist d total und ,effektiv berechenbar".

6.34 Satz Diagonalschluss fiir primitiv rekursive Funktionen

Die Funktion d ist nicht primitiv rekursiv.

Beweis:

Ware d primitiv rekursiv, dann gabe es einen primitiv rekursiven Aus-
druck 7, so dass d = fﬁl) Dann aber

fH(n) =dn) = f(n)+14
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Universelle Funktionen fiir P(N)

6.35 Folgerung Aufzéhlung der einstelligen Funktionen in P (N)
Es gibt keine universelle primitiv rekursive Funktion f : N* — N
fir P(N), d.h. eine Funktion f € P(N) mit der Eigenschaft

Vg € P(N)Ji € N: f(i,-) = g(-) (7 heiBt Index fiir g).

Beweis: Sei f : N* — N universelle Funktion fiir P (N).

Sei d'(z) = f(xz,z) + 1.

Angenommen f € P(N). Dann d’ € P(N) und es gibt 7 € N mit
d'(x) = f(i,z) firx € N.

Insbesondere f(i,%) = d'(i) = f(i,4) + 1 4

Gesucht: Konkrete Funktionen, die nicht primitiv rekursiv sind.

6.36 Beispiel Ackermann Funktion

e A(0,y) =y +1

e A(x+1,0) = A(z, 1)

e Alx+1,y+1) = Az, A(z + 1, y))
A ist eine totale Funktion.

A ist ,eine Art" universelle Funktion fiir P(N).
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Eigenschaften der Ackermann Funktion

Alz,y) > y.

A(x,y1) > A(x,y2), falls y1 > y2 (Monotonie).
Alx + 1,y) > A(x,y + 1).

Alx 4+ 2,y) > A(x, 2y).

A ist total. (wie zeigt man dies!)

A ist effektiv berechenbar.

A S

proc AK M (in x,y : nat,out z : nat)
{true}call AK M (x,y,z){z = A(z,y)}

begin
ifr =0
then z := y + 1;
else
ify =20
then call AK M (pred(x), 1, 2);
else
call AK M (x, pred(y), z1);
call AK M (pred(x), z1, 2);
end;
end;
end.

Die Prozedur ,sollte® korrekt kommentiert sein! (Nachweis!) iiber
(Nat, ..., A).
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Eigenschaften der Ackermann Funktion (Forts.)

7. Fiir jede primitiv rekursive Funktion f : N" — N gibt es ein
r € N, so dass

f(@) < A(r,max{xz1,...,x,})

Beweis: Induktion iiber Aufbau von P(N).

e Grundfunktionen: wahle r = 0

0
z1+1 < A0, max{xi,...,x,}) =max{zy,...,xz,} +1
Ly

e Sei f =go(hy,...,hy,)undy = max{xy,...,x,}.

wobei fiir g durch r, h; durch s; beschrankt sei, d. h.
9(Z) < A(r,y), hi(Z) < A(si, y).

f(@) =go(hy,...,hn)(T) = g(h(Z), ..., hn(T)) =

< A(r,max{hi(Z),..., hn(Z)})
(2)
< A(r,max{A(s1,Y),.--, A(Sm,Y)})
(i) A(r, A(max{si,...,Sm},¥y))
(2)(3)
< A(max{si,...,Sm,7}, A(max{si,...,Sm, "}
+1,y))
def A(max{si,...,Sm, 7} + 1,y + 1)
(3)
< A(max{si,...,Sm, T} +2,v)
Wahle max{si, ..., Sm, } + 2 als Konstante fiir f.
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Eigenschaften der Ackermann Funktion
(Forts.)

e Sei f = R(g,h).
g sei durch r, h durch s beschrankt.
Hilfsbehauptung:
f(Z,z) < A(max{r,s} 4+ 1,y + z) mit
y = max{xy,..., Ty}
Beweis: Induktion iiber z. (einfach).
Setze p := max{r, s} + 1. Dann

(2) (4)
A(p,y+z) < A(p,2max{y, z}) < A(p+2, max{y, z})
p + 2 kann als Konstante fiir f gewahlt werden.

8. Die Ackermannfunktion ist nicht primitiv rekursiv, d. h.

A & P(N).

Beweis:

Angenommen A € P(N). Dannist f mit f(z,y) = A(z,y)+1
primitiv rekursiv. Es gibt (wegen 7.) ein € N mit
flz,y) = Az, y) + 1 < A(r, max{=z, y}).

Insbesondere fiir x = y = r

f(r,r) = A(r,r) +1 < A(r,7) 4
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6.2 p-Rekursive Funktionen R, (N)
(partiell rekursive Funktionen)

e Primitiv rekursive Funktionen P (N)

Die bisher betrachteten Operationen auf Funktionen bilden totale
Funktionen wieder in totalen Funktionen ab.

z.B. Komposition, primitive Rekursion, Fallunterscheidung, be-
schrankte Minimierung, Wertverlaufsrekursion.

e Diagonalisierung liefert fiir jede effektiv aufzihlbare Menge von
totalen Funktionen eine Diagonalfunktion d, die total, effektiv und
nicht in der Menge liegt.

Will man alle effektiv berechenbaren Funktionen charakterisieren,
so bendtigt man partielle Funktionen.

Welche Operationen fiihren zu partiellen Funktionen?
Vergleichbar dazu: While Konstrukt der Programmiersprache.
Idee: Unbeschrankte Minimierung: Suchen nach ,erster Nullstelle”.

Hat eine Funktion keine Nullstelle, so ist eine solche Suche nicht er-
folgreich sein und fiihrt somit zur Partialitat.
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Minimierung

6.37 Definition Minimierungsoperator
Sei f : N — N eine Funktion n > 1.
g : N — N entsteht aus f durch Minimierung, falls gilt

9(Z) | gdw Iy (f(Z,y) | A f(Z,y) =0A
Vz (z <y — (f(Z,2) L A f(Z,2) > 0)))

In diesem Fall ist g() als das eindeutig bestimmte 4 definiert.

Schreibe: g(¥) = py.f(Z,y) = 0,
(kleinste vy, so dass f(Z, y) null ist)

6.38 Beispiel
o +:NXN—N
g(z) = py.(z+y=0) = {

o x : NXN—=N
g(xr) = py.(xxy =0) =0

0O =0

T sonst

Beachte:
Die Minimierung wird auf Funktionen mit Stelligkeit > 2 angewendet.

Offenbar ist P (N) nicht abgeschlossen gegen Minimierung
(sieche py.x + y = 0).
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p-rekursive Ausdriicke und Funktionen:
Die Klasse R, (N)

6.39 Definition Erweiterung der Ausdriicke

e Syntax: u-rekursive Ausdriicke entstehen durch Hinzunahme
der Regel

G
MIN(G)

zum Kalkiil der primitiv rekursiven Ausdriicke.

e Semantik: Jeder p-rekursive Ausdruck 7 reprasentiert fiir belie-

bige Stelligkeit n > 1 eine Funktion ffrn) : N — N durch:
f](\zN(G)(ajl, ceyTp) = uy.f((;nﬂ)(:cl, ey Tn,y) = 0,
falls m = MIN(G).
Sonst bleibt fﬁ”) wie im primitiv rekursiven Fall unter Beobach-
tung, dass nun partielle Funktionen vorkommen diirfen, d.h. ist
beim rekursiven Auswerten eine Teilfunktion an der betrachteten
Stelle nicht definiert, so ist auch die gesamte Funktion an der be-
trachteten Stelle nicht definiert.

e FEine Funktion f : N™ — N heiBt p-rekursiv (oder partiell
rekursiv), falls f = ffrn) fiir einen p-rekursiven Ausdruck 7 gilt.

Sei R, (N) die Menge der partiell rekursiven Funktionen.

6.2 p-Rekursive Funktionen Rp(N) (partiell rekursive Funktionen) 129



Beispiel
6.40 Beispiel
Seim = REK(SUCC, MIN(PROJ(1))).
Bestimme f7(r2> : N* —» N.

(=, 0) = fipec(@,0) =z +1
@y +1) = Fainerosay @ £ @), v)
— Mz-fl(j}goj(l)(x? f7(r2)(377 v),y,2) =0
o z=0
N <\T sonst
ra:—l—l falls y = 0
ff)(:c,y) =<0 falszx =0Ay >0
\T sonst
6.41 Satz

Die Klasse der u-rekursiven Funktionen enthalt die Grundfunktionen
und ist abgeschlossen gegeniiber Komposition, primitiver Rekursion

und Minimierung. Sie ist die kleinste Klasse von Funktionen mit dieser
Eigenschaft.

Es gilt P(N) € R,(N).
Beweisprinzip fiir Eigenschaften u-rekursiver Funktionen:

e Eigenschaft E gilt fiir die Grundfunktionen.

e E bleibt erhalten bei Komposition, primitiver Rekursion, Minimie-
rung.
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Entscheidbare Mengen
Abschlusseigenschaften

6.42 Definition

Eine Relation R C N" heiBt (rekursiv-) entscheidbar, falls ihre
charakteristische Funktion xr : N — N p-rekursiv ist, d. h.

Xr € Rp(N)
Beachte: Jede primitiv rekursive Relation ist entscheidbar.

Es gelten fiir die p-rekursiven Funktionen und entscheidbaren Relatio-
nen zum primitiv rekursiven Fall analoge Abschlusseigenschaften.

Insbesondere:
6.43 Lemma Reduzierbarkeit

Ist S C N" entscheidbar und sind f1,..., f, : N — N totale
p-rekursive Funktionen (z.B. wenn die f; primitiv rekursiv sind).

Dann ist auch R C N™ mit
R gdw Sfi(Z)... fn(Z) entscheidbar.

6.44 Beispiel
Sei f eine totale u-rekursive Funktion, dann ist ihr Graph entscheidbar.

Beweis:

R(%,y) gdw (&,y) € graph(f)
gdw f(Z) =y

Lemma mit f1(Z, y) = f(&), fo(Z,y) =y, S = =
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Fallunterscheidung mit entscheidbaren Relationen

6.45 Lemma Fallunterscheidung

Seien R4, ..., R,, paarweise disjunkte entscheidbare Relationen und

hi, ..., hpmi1 p-rekursive Funktionen auf N™. Dann ist die Funktion
f:N" — N mit

(hi(Z)  falls R %
7y =14
(@) P () falls R,, @

| Am+1(Z)  sonst

p-rekursiv.

Sind die Funktionen h; auf R; definiert und ist A, 1 auf N\ |_J R;
1

definiert, so ist f total.
Beweis:
Der Beweis geht nicht wie im primitiv rekursiven Falll

Damals:
f(Z) = xr (Z) - hi(Z) + - - - + XRpm () - A () +

(1 = (XR v vRn (Z)) - hm41(T)
Diese Gleichung gilt mit partiellen Funktionen h; nicht!
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Fallunterscheidung (Fort.)- Weitere
Abschlusseigenschaften

Definiere p-rekursive Hilfsfunktionen H; fir 1 < 7 < m 4+ 1 auf
N™* durch
H;(%,0) =0 Hi(Z,y + 1) = hi(T)
Dann gilt H; € R,(N) und
f(Z) = Hi(Z, xR, (Z)) + -+ + Hun(Z, XRp (T))+
Hpy1 (2,1 — (XRy + -+ + XBRm)(T))
(Beachte H;(Z, y) ist fir y > O definiert gdw h;(Z) definiert ist).

6.46 Lemma

e Die entscheidbaren Relationen sind abgeschlossen gegen —, A, V

und beschrankte Quantifizierung.
e Die Klasse R, (N) ist abgeschlossen gegen beschrankte und unbe-

Nn+1

schrankte Minimierung mit Relationen. Ist R C entscheid-

bar, so ist die Funktion
f(#,b) = py < b.RTy

und
9(Z) = py.RTy
p-rekursiv.
(Das kleinste y mit RZy, falls es ein solches gibt, sonst T).
Beachte dabei f ist stets total.
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6.3 Universalitdt der p-rekursiven Funktionen

Ziel:

Aquivalenz der p-rekursiven und der durch while-Programme bere-
chenbaren Funktionen.

6.47 Satz

Jede p-rekursive Funktion ist durch ein while-Programm iiber N pro-
grammierbar.

Beweis: Simulationstechnik Durch Induktion iiber Aufbau der -
rekursiven Ausdriicken zeige, dass jede partiell rekursive Funktion
durch ein while-Programm berechenbar ist.

Somit sind die Grundfunktionen programmierbar. Komposition, primi-
tive Rekursion, Minimierung von programmierbaren Funktionen liefern
programmierbare Funktionen.

Voraussetzung: Werden mehrere Programme benétigt, so Verwendung
unterschiedlicher Variablen (ggf. Umbenennung von Variablen).

7 u-rekursiver Ausdruck, n > 1.

Induktive Konstruktion eines While-Programms agrn), das die Funk-
tion ffrn) mit Eingabevariable X, = (X7(Tl), Ce XT(r”)) und der
Ausgabevariable Y. berechnet.

Verwende dabei als Abkiirzung

X::E fir X1 ::tl; o, X =t
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Programmierbarkeit der p-rekursiven Funktionen

e Grundfunktionen:

(n)

O NTILL ist das Programm  Yyyrr := 0;

n . 1
aggcc ist das Programm  Yspycoco 1= suce(Xspyoo);

™) ist das Programm  Ypro i) := X};ROJ(,L.) 1< n

XpROJ() .
Yprosu =0 i>n
e Sei F = KOMP(G, Hy, ..., Hpn).
Dann ist a( ") das Programm:
{true} Xp, = Xp; afy) (Y, = £i)(Xr)}
Xy, = Xp; alfy) {Yir, = fig (Xr)}
XG = (YH17 « v YHm); aém)
(Yo = 18" Yo+, Yi)}
YF = Yg,
(Ve = f&V(F(Xp)s - F (X))}
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Programmierbarkeit der p-rekursiven
Funktionen

e Sei ' = REK(G, H). Dann ist a;rb) das Programm:

I :=0;
Xoi=(XkL, ..., X0 D); o) {Yg= g()g,())}
Y = Yg; {Yu = g(X,0)}
while =7 = Xt do
e 1 n . (nt2)
XH = (XF, “ . ,XF,YH,I), &y
{Yu=~h(...)}
I := succe(I);
end;
YF = YH;

e Sei ' = MIN(G). Dann ist a;?) das Programm

I := 0;
Xo:= (Xp, I); a2tV {Ye = g(X,0)}
while =Y = 0 do

I := succe(I);

Xo:=(Xp, I); o2 {ve=g(X, 1)}
end;
YF = I,
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Universalitat der p-rekursiven Funktionen

D. h. alle partiell-rekursiven Funktionen sind while-berechenbar.

Dies gilt fiir jede praktisch anwendbare Programmiersprache, die
0, succ enthdlt und Zuweisung, Fallanweisung und Whileanwei-
sungen zuldsst. Insbesondere gilt die Behauptung auch fir N =

(N, 0, succ).

Wie zeigt man die Umkehrung: Simulation der Berechnung eines
while-Programms durch eine p-rekursive Funktion.

IA(c, z): Interpreterfunktion, als primitiv-rekursive Funktion
lteration
Minimierung.
da Semantik z[[a]]az’ gdw In € N I} (a, 2z) = (g, 2)
Problem: Die p-rekursiven Funktionen sind arithmetische Funktio-

nen, also muss man eine Arithmetisierung aller Konstrukte die bei den
While-Programmen vorkommen durchfiihren.

Codierung syntaktischer Objekte, die in der Definition der
Interpreterfunktion vorkommen

code : syn_obj — N

Vereinbarungen:

e Variablen sind aus Menge Var = {Vj, V4, ... } zu wéhlen
e Terme enthalten nur Var, 0, succ (d.h. Programme iiber V).

e Boolesche Formeln nur mit A, —
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Codierungsfunktion code

6.48 Definition Codierungsfunktion code : syn_obj — N
Induktiv tiber Aufbau der syn_obyj, definiert durch:

e code(e) =0
e code(0) = [1]
o code(V;) = [2,1]
o code(succ(t)) = [3, code(t)]
code(s = t) = [4, code(s), code(t)]
code(—B) = [5, code(B)]
code(B AN C) = [6, code(B), code(C)]
code(V; :=t; ) = [7,1, code(t)]
code(if B then 3 else v end; ) =
[8, code(B), code(3), code(y)]
e code(while B do 8 end; ) = [9, code(B), code(3)]
e code(Ay...A,) = [code(Ay),...,code(A,)]
(Anweisungen A;, n > 2)
e z:V — NZustand mit VC {Vp,...,V,} so
code(z) = [xo, ..., Tm]
mit x; = z(V;), falls V; € V, sonst x; = 0.
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Codierungsfunktion code (Forts.)

Beachte:

e [-]ist die Codierung von endlichen Zahlenfolgen mit Folgenzugriffs-

funktion

, x; fir[xg,...,xy] =2 (1 < n)
get(z,i) =
O sonst

get ist primitiv rekursiv.
Abkiirzung: z[i] fiir get(z, 1).

e code(z) ist wohldefiniert, wegen der Invarianz der Folgencodie-
rung in Bezug auf Nullen am rechten Folgenende.

e Codierung ist nicht injektiv:
Termcodes, Formelcodes und Programmcodes konnen gleich sein.
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Codierungsfunktion code Beispiel

6.49 Beispiel

Sei v das Programm:

Vo i= Vi3
V3 = 0;
while =V, = V; do

Vo := succ(Vp);

V3 := succ(V3);
end;
code(a) = [code(A1), code(As), code(As)]

= (code(A1), {code(As), (code(A3),0)))
code(A,) = [7,0,[2,1]] = [7,0,7] = 97895
code(Aq) = [7,3,1] = 182
code(Az) = [9, code(—=Va = V3), code(Vy := succ(Vp);
e Vs := succV3s))]

5, code(_VQ = V3)]

[5, [4, [2, 2], (2, 3]]]
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Primitiv rekursive Simulation der
Termauswertung

e Definiere Termauswertungsfunktion 7 : N> — N, so dass
fiir alle Terme ¢t und Zusténde z gilt

(%) T(code(t), code(z)) = valy .(t)

7 ist somit auf den Codes von Termen und Zustinden eindeutig
definiert. (Dies geniigt!)
Definiere 7 durch Fallunterscheidung wie folgt

f

0 falls [0] = 1 (konst 0)
() = < ylx[1]] falls z[0] = 2 (var)
7 T(x[1],y) + 1 falls z[0] = 3 (succ)
| 2001 sonst

Offenbar ist 7 € P(N) (Fallunterscheidung primitiv rekursiver
Relation) und 7 erfiillt ().
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Primitiv rekursive Simulation der Auswertung
B-Ausdriicke

e Definiere Auswertungsfunktion Boolescher Formeln
B : N? — N, so dass fiir alle B-Formeln B und Zustinde z gilt

1 fallsN =, B

0 sonst

(%) B(code(B), code(z)) = {

Definiere 3 durch Fallunterscheidung + Wertverlaufsrekursion.

(x=(r(z[1], ), 7(x[2],y)) falls z[0] =4
Bla,y) = 4 1 — B(x[1],y) falls x[0] = 5
B(z[1],y) - B(z[2], y) falls z[0] = 6

\2001 sonst

Offenbar ist 3 € P(N) und 3 erfiillt ().
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Primitiv rekursive Simulation der
Speicheranderungen + Interpreterfunktion

e Definiere Funktion fiir Speicheranderungen (bei Zuweisun-
gen): o : N3 — N, so dass fiir alle Zustande z, Variablen V; und
Werte a € N gilt:

(% * x) o(code(z),1,a) = code(z(V;/a))
Definiere o rekursiv iiber ¢ durch
o(x,0,a) = {(a,rest(x))
o(x,i+1,a) = (first(x), o(rest(x), i,a))
Offenbar ist o € P(N) und erfiillt (* * ).

e Definiere Funktion zur Simulation der Interpreterfunktion
In, i : N — N, so dass fiir alle Programme o und o’ und
Zustinde z und 2’ gilt:

(% * **) In(a, z) = (&, 2)) gdw
i({code(a), code(z))) = {code(a'), code(z"))

¢ muss fiir Codierungen der Form (p, y) richtig arbeiten.

Beachte es gilt

p = (first(p), rest(p)) (Paarungsfunktion) und fiir p > 0 die
erste Anweisung des von p codierten Programms den Code first(p)
und das Restprogramm den Code rest(p) haben.
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Interpreterfunktion (Forts.)

i({p, y)) wird durch Fallunterscheidung definiert:

i((p,y)) =
((p, y) falls p = 0
(rest(p), o(y,first(p)[1], fallsfirst(p)[0] = 7

7 (first(p) (2], v)))
(first(p)[2] * rest(p), y) falls first(p)[0] = 8
und B(first(p)[1],y) =1
< (first(p)[3] * rest(p), y) falls first(p)[0] = 8
und B(first(p)[1],y) =0

{first(p)[2] * p, y) falls first(p)[0] = 9
und B(first(p)[1],y) =1
(rest(p), y) falls first(p)[0] = 9
und B(first(p)[1],y) =0
| 2001 sonst

Offenbar ist ¢ € P(N) und erfiillt (x *x ).
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Simulation der Speicherinitialisierung und
Ausgabefunktion

e Speicherinitialisierung fiir Programm mit Code p,
inp™ : N"t!1 & N.

Initialisierung bei Eingabe von n-Zahlen x1, ..., x, in den Va-
riablen V1, ..., V,. Vj dient als Ausgabevariable.
inp(n)(p, X1y, Tn) = (p, [0, 21,...,2Ty])

e Ausgabe des berechneten Wertes fiir Programm mit Code p,
out : N — N
out({(p, z)) = =[0]
e inp™ und out sind in P(N).

Wir haben nun alle Bestandteile zusammen um die Simulation der
while-berechenbaren Funktion durch die partiell rekursiven Funktionen
nachzuweisen. Die Interpreterfunktion ist so lange zu iterieren, bis als
Restprogramm das leere Programm (mit Codezahl 0) entsteht. Die-
se |terationszahl kann als Zeitkomplexitatsfunktion betrachtet werden.
Sie misst namlich die Anzahl der ausgefiihrten Anweisungen sowie die
Anzahl der ausgewerteten B-Formeln.
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Laufzeitfunktionen
Universelle Funktionen

6.50 Definition Zeitkomplexitatsfunktion

Sei p Code eines Programms mit Eingabevariablen V7, ..., V,,. Die
Laufzeit (Anzahl der Rechenschritte) bei Eingabe x4, . . ., x,, sei de-
finiert durch folgende pi-rekursive Funktion o™ . N**t! — N mit

<I>(n)(p, X1y e, Tp) = ,ut.first(it(inp(n)(p, T1y--.,Ty)) =0

d heiBt Zeitkomplexitatsfunktion.

Simulation der Berechnung des Programms mit Codezahl p bei Ein-

gabe x1, ..., x, durch u-rekursive Funktion gp(”) : N1 5 N,
go( )(p, X1y e, Tp) = out(zq) 2.1, )(Inp( )(P, Ti,...,Ty)))
" (p,x1,...,x,) | gdw Programm mit Code p terminiert
bei Eingabe 1, ..., x,.
o™ (p, 1, ..., zy,) ist dann die Ausgabe (in ;) vom Programm
mit Codezahl p bei Eingabe x1,...,xz, in V1, ..., V,.
~+ Universeller Rechner fiir While-Programme
Schreibweisen: gpz(j”)(azl, .., xy) fur gp(”) (py, 1,y ..., Ty)
bzw. CIDZ()”)(:Ul, .., Ty) flr CID(”)(p, Tlye-ny Tp).

(n) weglassen, falls n = 1.
Offenbar gilt &™), (™ € R (N).
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Aquivalenz while-berechenbaren und p-rekursiven
Funktionen

6.51 Satz

Ist f : N — N mit n > 1 durch ein while-Programm in N
berechenbar, dann ist f p-rekursiv.

Beweis: o.b.d.A. Eingabevariable V7, ..., V), Ausgabe V}.

Alle anderen benutzten Variablen mit O initialisiert (d. h. Codezahl fiir
Zustand der V, ..., V,, belegt ist auch Codezahl fiir Zustand der
Vo, -y Vi, Vir1, . .., Vi, belegt, wobei V,,411,...,V,, mit O
belegt werden).

Sei «v ein solches Programm, « berechne f : N — N, dann gilt
flz1, ..., zn) = ™ (code(e), x1, . .., zn)

Da o™ € R,(N) gilt auch f € R,(N).

These: Die Klasse der berechenbaren Funktionen ist R, (N).

6.52 Folgerung Jede Funktion f &€ R, lasst sich mittels maxi-
mal einmaliger Anwendung der Minimierung angewandt auf eine totale
Funktion definieren.

Beweis: f(z1,...,2z,) = ¢ "™ (code(ay), 1, ..., x,), wobei
f vom Programm oy mit Eingabevariablen V7, . .., V;, und Ausgabe
Vo berechnet wird.

Beachte: Zu f € R,, f : N — N gibt es ein p € N, so dass

flxy, ..., xn) = gpz()”)(acl, ..., Zy). p ist Index fiir f.
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Universelle p-rekursive Funktionen

Es gibt Funktionen f : N* — N mit f € R,(N), so dass es
fir jede p-rekursive Funktion g : N — N einen Index ¢ gibt, mit

f@i,-) =g

Beachte: Es gibt stets co-viele 4 fiir festes g. (wéhlez. B. f = gp(l))

Das Ergebnis fiir While-Programme lasst sich leicht auf rekursive Pro-
gramme libertragen.

code(call . . .)
Fiir die erweiterte Interpreterfunktion I ldsst sich wiederum eine pri-
mitiv rekursive Simulation 2, leicht angeben. Man erhilt entsprechend:

It I (a, z) = (g,2') < 3t ié((code(a), code(z))) =
(0, code(z"))

Insbesondere gilt:

Rekursive While-Programme konnen nicht mehr berechnen als While-
Programme.

Beide Klassen sind R, (N).( Fiir die Algebra IV)
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6.4 Grundziige der Rekursionstheorie

Folgerungen aus der Existenz universeller Funktionen

) N N Zeitkomplexitatsfunktion
o™ Nt 5 N Universelle Funktion

6.53 Lemma Eigenschaften von &) bzw. (™)
&™) und ™ haben denselben Definitionsbereich.
Die Relationen Beschrinkte Laufzeit BLZ C N"*2
BLZ = {(p,Z,b) € N**2.: & (p, &) < b}
und Beschrinkte Berechenbarkeit BBER C N"*?

BBER =

{(p,Z,b,y) € N"?: M (p, &) <bA ™ (p, &) =y}
sind primitiv rekursiv.

Beweis:

Definitionsbereiche gleich folgt aus Definition von ®™ bzw. ™.
Relationen primitiv rekursiv, da

BLZ = 3t < b.first(i' (inp™ (p, ¥))) = 0

rel(p,Z,t) primitiv-rekursiv

bzw.
BBER = 3t <b.
(first (" (inp"™ (p, ©))) = 0 A out(d' (inp"" (p, ©))) = y)

NV
rel(p,Z,t,y) primitiv-rekursiv
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Folgerungen

6.54 Satz s-m-n Theorem

Zusammenhang zwischen universellen Funktionen. Zu jedem Paar
m,n € N mit n > 1 gibt es eine primitiv rekursive Funktion
Sm.n N1 5 N, sodass firallep € N,Z € N* und ¥ € N™
gilt:
(n4m) = 2 — () =\ 2 (”) =

© (2, Z,9) =¢ " (smn(p,¥), T P (o) (T
Beweis:
In Anhangigkeit von ¢ ist der Programmcode p so abzuandern, dass
die Werte ¥/ nicht iiber die Eingabe eingelesen, sondern im Programm

zugewiesen werden. Hierbei ist zu beachten, dass die Eingabezahlen
durch geeignete Terme dargestellt werden.

Ist p = code(a) muss s, »(p, y) der Code zum Programm

Vg1 := succ’(0); ...; Vigym = succ’(0); « sein.
Sei
Sman(D,Y) = [[7,n+1,h(y1)],...,[7,n+m, h(ym)]] *p

Mit * die Folgenverkettungsfunktion von Beispiel 6.30 und A : N —
N wobei

h(0) = [1] (code von 0), h(y+1) = [3,h(y)],
d.h. h(y) = code(succ’(0))
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Folgerungen - Programmtransformatoren

Beachte:

Bei obiger Situation gilt auch fiir beliebige n € N und [ mit 1 <
[ < m die Aussage

Sp(n—i—m)(p’ T, Y) = 90(n+l)(3m,n(pa v), T, Z)
fiir alle 7 € N'.
6.55 Lemma

Es gibt eine primitiv rekursive Funktion compose : N? — N, so
dass fiir alle p, g € N gilt

¥ compose(p,q) (aj) — Spp(gpq (CU))

Beweis:

Die Funktion f(z,p,q) = pp(@q(x)) ist p-rekursiv. Sei a Index
zu einem f berechnenden Programm. D. h.

0¥ (x, p,q) = f(x,p,q) fir (x,y,q) € N

_ (1)
B 9032,1(a,p’q)(37)

D.h. compose(p, q) = s21(a, p, q) ist primitiv rekursiv.

Lasst sich auf andere Operationen iibertragen:

Primitive Rekursion, Beschrankte Minimierung, Minimierung, Wertver-
laufsrekursion.

6.4 Grundziige der Rekursionstheorie 152



Rekursiv aufzahlbare Relationen

Wir haben bisher Relationen betrachtet, die entweder primitiv rekursiv
oder rekursiv entscheidbar waren. Eine weitere Klasse von Relationen
sind die effektiv aufzahlbaren Relationen.

6.56 Definition

Eine Relation R C N" heiBt rekursiv aufzdhlbar, wenn es eine

berechenbare (p-rekursive) Funktion f mit Definitionsbereich R gibt,
d.h.

R C N" rekursiv aufzdhlbar gdw 3f € R,(N) : dom(f) = R
also (f(¥) | gdw R (x € N"))

6.57 Lemma

R C N" ist entscheidbar gdw R und — R rekursiv aufzahlbar.
Beweis:

Sei R entscheidbar. Dann ist auch = R entscheidbar.

R ist Definitionsbereich der Funktion

@) — {1 falls RZ

T sonst

f € R,(N) (Beachte dabei T () =T alle x ist in R,(N)).
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R.a. Relationen - Charakterisierungen

Seien R und — R rekursiv aufzadhlbar und a bzw. b Programmindizes
von Funktionen, die als Definitionsbereich R und — R haben.

Sei
(@) = pt. (&) <t v e(F) < t)
f € R,(N) und total, da jedes & entweder in R = dom(gpé”))
oder in =R = dom(gpgn)) liegt.
Weiterhin ist  RZ gdw ®"(Z) < f(Z) entscheidbar.

6.58 Lemma R.a. Relationen und entscheidbare Relationen
R C N" ist rekursiv aufzahlbar gdw es gibt eine entscheidbare Re-
lation S C N1 mit R% gdw dy Sxy.

Beweis:

e Sei R rekursiv aufzihlbar. Sei a Index mit R = dom(p™).
Dann gilt

Rz gdw o!"(&) | gdw Ty ,(7) < y

Die Relation STy gdw ®,(&) < y ist entscheidbar (sogar pri-
mitiv rekursiv entscheidbar).

o Gelte R¥ gdw Jy SZy mit S entscheidbar. Dann ist f (&) =
py.Sxy berechenbar und hat als Definitionsbereich genau R.

(Lemma gilt auch, wenn entscheidbar durch primitiv rekursiv ersetzt
wird.)
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Zusammenhadnge

6.59 Lemma

f : N — N ist berechenbar gdw der Graph von f rekursiv auf-
zahlbar ist. D. h.

graph(f) = {(&,y) € N"™': f(&) | Af(Z) = y} rekursiv

aufzahlbar.
Beweis:

o Sei f = goé"). Dann gilt fiir alle &, y.

(%,y) € graph(f) gdw 3b (®V)(T) < b A o{M(F) = y)

SZyb entscheidbar nach 6.53

also rekursiv aufzahlbar nach Lemma 6.58.

e Sei graph( f) rekursiv aufzéhlbar: graph(f) = dom(gpl()”H)),

dann gilt
(@) = first(uy. (" (Z, first(y)) < rest(y)))

Dafiir betrachte man y = (z, t) als Codierung eines Paares (z, t).
Ist (£, 2z) € graph(f), so gibt es ein ¢ mit Cbl()nﬂ)(f, z) =t
und der p-Operator liefert y mit y = (z, t). Fir f(&) =7 gibt es
kein solches .
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Folgerungen - Weitere Charakterisierungen

6.60 Lemma

Sei f eine totale Funktion. Dann gilt f € R,(N) gdw graph(f)
ist entscheidbar.

Beweis:

Sei f total, berechenbar. Dann ist die Menge {(Z, y) : f(Z) = y}
entscheidbar, d.h. graph(f) ist entscheidbar (siehe auch Beispiel
6.44).

Ist graph(f) entscheidbar, so ist auch graph(f) rekursiv aufzahl-
bar und somit f berechenbar.

Einfacher: f(Z) = py.Xgrapn(s)(z,y) = 1.

6.61 Lemma Effektive Aufzahlungen r.a. Relationen

R C N" ist rekursiv aufzahlbar gdw R = & oder es gibt totale
berechenbare Funktionen f1,..., fn, : N — N mit

R = {(fl(fl’)a Tt fn(fl’)) RS N}

Man kann also R mit Hilfe der Funktionen f; ,effektiv‘ aufzihlen.

Ist n = 1, soist R = im(f1), d.h. R ist Bild einer totalen
berechenbaren Funktion.
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Weitere Charakterisierungen (Fort.)

Beweis:

Sei R C N" rekursiv aufzihlbar, R # @. Sei R = dom(p'™),
b € R fest. Definiere Funktionen f; 7 =1, ..., n durch

z[i] falls ") (x ..., xn x
ﬁ(m):{ ] falls @ (2[1], ..., z[n]) < 2[0]

b; sonst

Durchlauft o alle natiirlichen Zahlen, so werden alle méglichen Para-
meter fiir &) durchlaufen. Die Relation (™ (z[1], ..., z[n]) <
x[0] ist nach Lemma 6.53 primitiv rekursiv. Somit sind die f; primitiv
rekursiv, also total, und liefern alle Werte von R.

Umgekehrt ist R = &, so ist R rekursiv aufzdhlbar als De-
finitionsbereich der nirgends definierten Funktion. Sei also R =

{(fi(2),..., fu(2)) : i € N} f; € Rp(N) totale Funktionen,
dann liefert

RZ gdw Fi(x1 = fi(i) A -+ Az = fr(2))

R ist rekursiv aufzahlbar nach Lemma 6.58.
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Abschlusseigenschaften r.a. Relationen

6.62 Lemma Abschlusseigenschaften

Die r.a. Relationen sind

a) Abgeschlossen gegen existentielle Quantifizierung
R C N"™! 5 > 1 sei rekursiv aufzihlbar. Dann auch S mit

Sr gdw dyRzxy

b) Abgeschlossen gegen Vereinigung und Durchschnitt

Sind R, S C N" rekursiv aufzahlbar. Dann sind auch R U S,
R N S rekursiv aufzéhlbar.

Beweis:

a) Sei R rekursiv aufzdhlbar. Also Rad gdw dzT'az fiir eine ent-
scheidbare Relation T". Dann ist ST gdw
JyRTy gdw JydzTTyz gdw b TZfirst(b)rest(b)

b) Sei R¥ gdw Jdy T'Ty und ST gdw Jy VZy mit T, V ent-
scheidbare Relationen. Dann gilt
(R A S)T gdw
Jy3dz (Txy AN VZz) gdw Ju (TZfirst(u) A VErest(u))
und
(RV S)Z gdw
Jy3dz (Txy vV VZz) gdw Ju (TZfirst(u) A VErest(u))
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Zusammenfassung
Charakterisierungen der r.a Relationen

Sei R C N", dann sind aquivalent:

o R C N" ist rekursiv aufzihlbar.

o R =dom(f) firein f € Rp(N).

e R=0V R=1im(f1,...,fn) fir fi € R(N).

e R=oV R=1im(f1,..., [fn) fir fi € P(N).

e R endlich V R = im(fi1,..., fn) fir fi € R(N) mit f;
injektiv.

e R¥ gdw dy STy fir eine entscheidbare Relation S.

e R¥ gdw dy STy fiir eine primitiv rekursive Relation S.

R ist entscheidbar gdw R und — R sind rekursiv aufzihlbar.

Rekursiv aufzahlbare Relationen sind abgeschlossen gegen U, M, 3.

Was mit = und V 7
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Weitere Funktionsdefinitionen

6.63 Lemma Funktiondefinition auf r.a. Relationen
Sei g : N — N berechenbar, R C N" rekursiv aufzahlbar. Dann

ist auch
. g(x) falls Rx
£(@) z{ )
T sonst
berechenbar.
Beweis: Es gilt f(Z¥) = sgn(succ(h(Z))) - g(&), sofern
dom(h) = R.

Da R rekursiv aufzihlbar ist, gibt esein b € R, (N) mit dom(h) =
R, also auch f € R,(N).

Fiihrt jede Definition einer Funktion durch Fallunterscheidung mit
paarweise disjunkten r.a. Relationen wieder zu berechenbaren Funk-
tionen?

Sind die r.a. Relationen eine echte Obermenge der entscheidbaren Re-
lationen. Gibt es r.a. Relationen die nicht rekursiv entscheidbar sind?
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Unentscheidbare Relationen

Wichtige Probleme

e Das allgemeine Halteproblem: K, C N?
Ko={(a,z) € N": pu(z) |}

e Das spezielle Halteproblem (Selbstanwendungsproblem):
K CN
K={aeN:p.a)l}
e Sei f: N — Nmit f € R(N), d.h. total.
Spez(f) = {a € N: ¢, = f} Menge der ,Indizes von f*
) Aquiv C N? Aquivalenz von Indizes
Aquiv = {(a,b) € N*: ¢, = @}

Beachte: Ky und K sind rekursiv aufzahlbar. Wie stehen diese Pro-
bleme in Beziehung?

Erinnerung: R C N", S C N'. S kann auf R rekursiv reduziert
werden (schreibe S <;, R), falls es totale berechenbare Funktionen
fi, ..., fn: Nl — N gibt, so dass gilt

ST gdw Rf1(Z) - -« fn(T)
Wir hatten gezeigt: Ist R entscheidbar, so auch S.
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Eigenschaften der Many-one Reduzierbarkeit

6.64 Lemma Es gilt

o <,, ist reflexiv und transitiv.
o Ist S <,, R, R entscheidbar, so ist S entscheidbar.

o Ist S <,, R, R rekursiv aufzihlbar, so ist S rekursiv aufzihlbar.
o S5<,, R, soist =S <,, =R.

Beweis:

Sei R = dom(f), dannist S = dom(f o (fi,...,fn)).
Die anderen Eigenschaften sind leicht zu beweisen.

6.65 Lemma

Es gilt
o K <,, Ky @ K <,, spez(f) o Spez(succ) <,, Aquiv

Beweis:
e Esista € K gdw (a,a) € Ko (f1, f2 |dentitit auf N).
e Sei f : N — N total berechenbar. Definiere

f(x) fallsp € K

T sonst

@b(ﬂ%p) — {

1) ist berechenbar, also gibt es ein a € N mit gpf) — ).
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Rekursiv aufzahlbare Relationen, die nicht
entscheidbar sind

Nach Definition von ) gilt
p€K = (zp)=f(x)
p &K=l (x,p)1

Nach s-m-n Theorem gibt es primitiv rekursive Funktion

g(p) = s11(a,p) : 9 (2, p) = @y (@),
e Dannist p € K gdw g(p) € Spez(f).

e Sei a € N mit p, = succ : )
b € Spez(succ) gdw (a,b) € Aquiv.

6.66 Satz
K ={a € N: p,(a) |} ist nicht entscheidbar.

Beweis: Angenommen K ware entscheidbar. Wende Diagonalisie-
rungsargument an: Sei f : N — N mit

fz) = {gox(a:) +1 fallsx € K

0 sonst

f € R,(N) und f ist total. Es gibt einen Index p € N fiir f, d.h.
f = @p. Insbesondere f(p) = ¢, (p). Dies ist ein Widerspruch, da

o Istp € K,s0p,(p) | und f(p) = pp(p) +1 4
o Istp & K,s0 p,(p) Tund f(p) =0 4
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Folgerungen

6.67 Folgerung Es gilt

o Ky, Spez(f)(f € R) und Aquiv sind unentscheidbar.
e — K, Ky sind nicht rekursiv aufzahlbar.

e Die rekursiv aufzahlbaren Relationen sind nicht abgeschlossen ge-
geniiber Komplementbildung und Allquantifizierung.

e Die entscheidbaren Relationen sind nicht abgeschlossen gegeniiber
existentielle- und Allquantifizierung.

6.68 Lemma
Sei R rekursiv aufzdhlbar. Dann gilt R <,,, K.

Beweis: Sei R C N" rekursiv aufzihlbar. R = dom (™) fiir ein
a € N.

Es gilt
e R gdw " (F) |
gdW @sn_l’l(a,xQ,...,xn)(ml) \L

gdW (Sn—l,l(a’a L2y .- 75671)7 xl) S KO
Seien fi(x1,...,Tn) = sp—11(a,x2,...,x,) und
fo(x1, ..., xy) = x1. f1, fo € P(N), also R <,,, K.

Die Relation K ist also die ,schwerste” r.a. Relation.
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Volistandige rekursiv aufzdhlbare Relationen

6.69 Definition

Eine Relation S C N" heiBt vollstindig bzgl. <,,, falls S rekursiv
aufzahlbar ist, und fiir jede andere rekursiv aufzdhlbare Relation R C
N™ (m > 1), R <, S gilt.

S ist eine ,schwerste” rekursiv aufzahlbare Relation.

6.70 Satz Existenz vollstandiger, r.a. Relationen.

K ist vollstandig fiir die rekursiv aufzahlbaren Relationen.

6.71 Lemma

Ist S vollstandig fiir rekursive aufzdhlbare Relationen und gilt S <,,
R fiir R rekursiv aufzahlbar, dann ist auch R vollstandig.

Beweis:
Sei 1" rekursiv aufzahlbar, dannist 1" <,, S <,,, R.D.h. T <,, R.
6.72 Folgerung K ist auch vollstandig.

Anwendung des s-m-n-Theorems. Zu zeigen:
Ko ={(a,z) € N*: pu(z) |} <o K = {a: pau(a) |}
Betrachte Rzax gdw Kgax. Dann ist R rekursiv aufzahlbar, d. h.

R = dom(gol()g)). Das s-m-n-Theorem liefert:
3) q
Py (Za a, CB) \L gaw 3032,1(b,a,x)(z) \L
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Volistandige rekursiv aufzdhlbare Relationen
Die Satze von Rice

Dann gilt mit 2z = s2.1(b, a, x)

pao(x) | gdw 905)3>(82,1(b, a,x),a,x) |
gdw 9032’1(b,a,$)(32,1(b7 a, 33)) !
gdw Kso (b, a, )
Da h(a,xz) = s21(b, a,x) primitiv rekursiv ist, gilt die Behaup-
tung Ko <,,, K.

Methoden fiir den Nachweis von Unentscheidbarkeit und
nicht rekursive Aufzahlbarkeit.

6.73 Satz (Rice) Entscheidbare Indexmengen

Sei S C Rél)(N) Menge einstelliger Funktionen. Dann ist die Index-
menge der Funktionen in S, die Menge S|, = {a € N: ¢, € S},
genau dann entscheidbar, wenn S = & oder S = Rél)(N).

Also ist eine Indexmenge R C N entscheidbar gdw R = & oder N.

Beweis:
Ist S = & oder S = Rz()l)(N), so ist S, = @ oder S;, = N und

somit entscheidbar.
Sei S # O, #£ R;1>(N). Angenommen S, ist entscheidbar.
O.b.dA. T &€ S (sonst statt S, wihle =S,).
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Die Sdtze von RICE (Fort.)

Nach Vor. gibt es eine Funktion f € S.

Definiere
Fla,y) — {f(y) falls Kz

T sonst

F' ist berechenbar, also gibt es ein a € N mit F(xz,y) =

(2) _ (1)
Pa (y,z) = 9081,1(@733)

ist primitiv rekursiv und es gilt

r € K = @y = f €S gdwg(x) €S,
$€K2>¢g(x): T gsgdwg(aj) gsu
Es gilt somit x € K gdw g(z) € Sy, d.h. K <,,, S, ¢

(y). Die Funktion g(x) = si1(a,x)

Nichttriviale Indexmengen sind also nicht rekursiv entscheidbar. Sind
sie iiberhaupt rekursiv aufzahlbar?

6.74 Definition

f : N — N heiBt endliche Restriktion von g : N — N, falls
dom/( f) endlich ist und f C g, d.h.

dom(f) endlich und f(z) |= (g9(z) | A f(z) = g(x))
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Die Sdtze von Rice (Fort.)

6.75 Satz (Rice-Shapiro) Rekursiv aufzihlbare Indexmengen
Sei S C Rz()l)(N). Ist die Menge S, = {a € N : ¢, € S}
rekursiv aufzihlbar, dann folgt fiir f € Ré”(N):

- f € S gdw es gibt eine endliche Restriktion g von f in S.

Insbesondere sind spez(f) (f total berechenbar) und somit auch
Aqutv nicht rekursiv aufzahlbar.

Es gibt keine effektive Aufzdhlung aller while-Programme, die nur pri-
mitiv rekursive oder nur totale p-rekursive-Funktionen berechnen.

Beweis:

Sei S, rekursiv aufzhlbar und f € Rz()l)(N).

e Sei g endliche Restriktion von f und g € S.
Angenommen f & S. Betrachte die Funktion:

) fly) falls Kz
Flo,y) = {g(y) sonst

Behauptung: F' ist berechenbar. Da

Pz, y) = {g(y) falls y € dom(g)
’ sgn(succ(pz(x))) - f(y) sonst
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Beweisfortsetzung

Sei a € Nmit F(x,y) = ¢ (¥, 2) = @) 1 (ar) (Y)
re K= F(zx,.)=f

r € K= F(z,-)=g

dh o & K gdw s;1(a,xz) € Sy, d.h. S, ist nicht r.a. 4

e Sei umgekehrt f € S. Angenommen es gebe keine endliche Re-
striktion von f in S.

Betrachte die Funktion:

Flo,y) = {f(y) falls =@, () < y

T sonst
F' ist berechenbar.
Sei a € N mit F(z,y) = o (y,2) = @4 (0.0 (4):
Es gilt: |
e x € K = F/(x,-) ist eine endlichen Restriktion von f:
Da p.(x) |, d.h. P,(x) = tg und fiir
y <to F(z,y)=f(y)
y=>to F(z,y)1
exr & K = F(x,) = f,da P, (x) < y giiltig.
x & K gdw s1.1(a,x) € S, d.h. S, ist nicht r.a.
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Nicht rekursiv aufzahlbare Mengen

6.76 Folgerung Der Satz erlaubt uns zu zeigen, dass gewisse Index-
mengen nicht r.a. sind.

Ist ndmlich A eine Indexmenge partiell rekursiver Funktionen und
p € A fir die gilt:

a) Es gibt ein ¢ € = A mit ¢, C ¢, oder

b) Es gibt kein Index einer endliche Restriktion von ¢, in A.

Insbesondere sind folgende Mengen A; nicht rekursiv aufzahlbar:

Ay ={z eN| p, =T,d h dom(p,) = o}

A1 ={z € N | dom(p:) endlich}

Ay = {x € N | im(p,) endlich}

As ={zxz € N|dom(p:) = N,d.h. p, total}

Ay ={x € N|im(p,) = N,d. h. ¢, surjektiv}
—As ={x €N |a & dom(p,) afest,d.h. p.(a) |}
—Ag ={x €N |a € im(p;) afest,d. h. Jyp,.(y) = a}

Wende Satz 6.75 an.

Beachte = Ag, 7 A5, = Ag sind rekursiv aufzahlbar.
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Existenz von Programmen (berechenbare
Funktionen) mit bestimmten Eigenschaften

6.77 Satz Fixpunktsatz - Rekursionssatz

a) FPS. Zu jedem f € RW(N) (totale p-rekursive Funktion) gibt
eseinp € Nmit @i, = @p.
D.h. die ,Programme” p und f(p) berechnen die gleiche Funktion.
Es muss nicht f(p) = p gelten.

b) RS. Zu jeder Funktion G € R (N), G : N> — N, gibt es ein
4 € N mit 9, = G(, ).
D.h. p,(x) = G(x, q) fir alle x € N.

Beweis:

a) Betrachte die Funktion F(x,y) = @y 1) (T)
F € R (N). Sei g Index von F, d.h.

2
F(aja y) — 9051 )(377 y) < n 9031’1(q,y)(x)

—m —

Setze p = s1.1(q, q). Dann gilt
1) (T) = Prsy1(0,0)(ET) = F(2,9) = 05y 1 (q,0) (@)
= ¢p(@).
Beachte: wahlt man fiir f(y) = s1,1(y, ), so gibt es ein p mit
Ps1.1(pp) = Po-
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Anwendungen

b) Sei G € R (N) und a Index von G, d.h.
G(z,y) = ¢ (z,y) = sy (®).
Sei f(y) = s1,1(a,y). Nach a) gibt es ¢ € N mit

Soq(aj) — Sof(q)(x) — @sl,l(a,q)(x) — G(CB, Q)

6.78 Folgerung Existenz spezieller Programme!

e Es gibt ein while-Programm, das fiir jede Eingabe seine eigene Co-
dezahl ausgibt.

Sei G(x,y) = f}giij@)(:c, y) = y. Dann liefert RS ¢ € N mit

wq(r) = G(x,q) = q

e Es gibt eine primitiv rekursive Funktion f mit f : N — N, so dass
Vz € N. dom () = {z°}.

JImplizite Definition von Programmen”

Sei h(x,y) = pz.(xp2(y) =1) = {

0 y:az2

T sonst

h € Ry dh hiz,y) =P (y,0) = 0 (0) (V).
Wihle f(x) = s1.1(a, ).

e FPS liefert sogar Existenz von pg € N mit

Pprog = Pfpg): d.h. dom(@po) — dom(gof(po)) — {p(Q)}
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6.5 Die Churchsche These

Maschinennahe Programme: Register- und Turing-Maschinen.
Bisher: R, (N)=While-programmierbar iiber N.

=While-rekursiv programmierbar iiber V.
Wichtige Ergebnisse
Existenz universeller berechenbarer-Funktionen:
$() . Nt 5 N Zeitkomplexititsfunktion.

o " (p, &) = pt.first(it(inp™ (p, &))) = 0
inp™, 4, first € P(N)

0™ : N"*! _ N universelle Funktion fiir n-stellige Funktionen.

o o™ (p, &) = out(i™ PV (inp!"™ (p, 7))
Kleenesche Normalform fiir p-rekursive Funktionen.
o & " ¢ R, (N) (d.h. berechenbar)
o Vf € RIV(N) TpeN: f=¢l
Jede berechenbare Funktion hat einen ,Index".
Satze: ,Programmtransformationen’
s-m-n Theorem: 3s,, , € PmﬂgoZer(:E’, ¥) = e5 i (@)
Fixpunktsatz: Vf € RW(N) Jp € N Cp) = Pp
Rekursionstheorem: VG &€ Rz(f)(N) dp €N ¢, = G(-,p)

Die Satze von Rice: Entscheidbarkeit und r.a. von Indexmengen.
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Klassifizierung von Funktionen und Relationen

f:N"—= N

RN) Rp(N) Funkt(N)

Pol 7 ¢A y y

R C N" Relationen:

bel.Relationen

rekursiv
prim-rek. Entsch.  Sufzshlbar K
_ Entsch. — K,
endlich R,-R R,-R K
7 K, Spez(f)
Pol # 'O
/ Aquiv
= 7
A
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Churchsche These

Die Klasse der effektiv berechenbaren Funktionen ist genau die Klasse
der p-rekursiven Funktionen. Jede Formalisierung von berechenbaren
Funktionen liefert die gleiche Klasse.

Wir werden einige dieser Formalisierungen kurz vorstellen.

6.79 Definition Register-Maschinen (goto-Programme iiber V)

Goto-Programme iiber der Variablenmenge V- = {V4, ..., V,,}
sind markierte Befehlsfolgen der Form

P O: BO
1: Bl
L : BL
Mit Befehlen B;,i € {0, ..., L} einer der Formen

oV, := s5(V;) oV, := p(V;) eif V; = 0 then goto [, else goto [
mit V; € V, 11,15 € {0,..., L + 1} (Marken).

Die intendierte Semantik von s, p ist die Nachfolger- bzw. die Vor-
gangerfunktion auf N.

6.5 Die Churchsche These 175



Register-Maschinen Semantik

Vo  2n €N Speicher
beschreibt Zustand
Kontrolle z2(V;) = x;
1=0,...,n
P V3  x3€ N
0,..., L +12> Befehlszdhler Vv, 2, N
Akkumulator \%] x1 € N
Operand Vo xp€ N
Register
Erweiterung: RAM Registermaschine

Interpretersemantik:
Ip(l,z) :{0,...,L4+1} x Z—{0,...,.L+1} x Z

Startzustand: (0, z), Eingaben 2(V;) = z; € N

IP(Z7Z) —

([ (1+1,2(Vi/2(V;) + 1)) [:Vi:=s(V;) €P
(I+1,2(Vi/2(Vi) — 1)) L:Vii=p(Vi) €P
(l1, 2) [ :if V; = 0 then goto [; else goto I, € P

X Nz(V;)) =0
(l2, 2) [ : if V; = 0 then goto [; else goto [, € P

Nz(Vi) # 0
| (1, 2) | = L + 1 oder [ kein Label in P (Stopp)
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Register-Maschinen berechenbare Funktionen

Programm P stoppt aus Startzustand z gdw keine Befehlsausfiihrung
mehr moglich.

Ein- Ausgabevereinbarungen fiir die Berechnung von Funktionen

f:N - N: P berechnet f gdw

i) Die Rechnung stoppt aus Anfangszustand
z2(Vi) =x;, 1 =1,...,1, 2(V;) = 0 sonst gdw
(x1,...,x;) € dom(f).

i) Gilt (x1,...,x;) € dom(f), y = f(x1,...,x;), so stoppt

P in einem Zustand 2’ mit 2’ (V) = y. Also gilt:
3t € N: I5(0,2) = (L + 1,2)

6.80 Beispiel Einfache RM bzw. goto-Programme
Sei S festes Register mit Inhalt 0, d.h. 2(V;) = 0

a) Register leeren"
V&0: 0:V:=pV)
1:if V = 0 then goto 2 else goto 0

b) Z <= Z + 1, Z <= Z — 1 sind leicht anzugeben.
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Einfache RM bzw. goto-Programme

c) ,Inhalt umspeichern"

Z <Y 0: Z<«<=0
copy Y nach Z 1:if Y = O then goto 5 else goto 2
Hilfsregister U 2:Y :=p(Y)
initialisiert mit O 3:U :=s(U)
unbedingter Sprung: 4 : if V; = 0 then goto 1 else goto 1

goto 1 (Abkiirzung)

5:if U = 0 then goto 10 else goto 6
6:U :=pU)

7T: 7 :=s(2)

8:Y :=s(Y)

9 :goto 5

6.81 Lemma

e Jede u-rekursive Funktion ist goto-berechenbar.
e Jede goto-berechenbare Funktion ist p-rekursiv.

Beweisidee:
e /eige die Grundfunktionen sind goto-berechenbar.
f=go(hi,....hn), f=R(g,h) [f=upg

Lassen sich durch Goto-Programme berechnen, falls g, h1, ..., hpm, h
goto-berechenbar.

e /eige die Funktion Ip lasst sich durch eine primitiv rekursive Funk-
tion simulieren. Dann lteration und Minimierung.
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Turingmaschinen (nach A. Turing)

> = {by,...,b.} Alphabet, Leersymbol (0 &€ 3, a € X
Band Arbeitsfeld
a
qo Steuereinheit
n Q:{qO7Q17"'}
q2

endliche Zustandsmenge

Zu jedem Zeitpunkt sind nur endlich viele Felder nicht mit [J belegt.
Es gibt somit stets zusammenhangenden Block endlicher Lange, der
das A-Feld enthalt und auBerhalb davon nur Leerzeichen vorkommen.

Erlaubte Operationen:

In Abhangigkeit vom Zustand und Inhalt des A-Felds schreibe Zeichen
ins A-Feld, bewege Lese-Schreibkopf um ein Feld nach links (L), rechts
(R) oder bleibe darauf (.S), dndere Zustand.

Beschreibung durch ,Ubergangsfunktion"
0: QXTI —=QxT x{L,R,S}, wobei Q endliche Zustands-
menge und I' Bandalphabet sind.
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Turingmaschinen (Forts.)

6.82 Definition

Eine Turingmaschine T ist ein 6 -Tupel T' = (Q, X, T, 6, qo, F)
mit folgenden Bestandteilen:

e () ist endliche Zustandsmenge.

e > Eingabealphabet mit [ & 3. Eingabezeichen.

e [' Bandalphabet mit > C I' und L1 € I'. Bandzeichen.
® ( ist der Startzustand.

o F' C (Q Menge der Endzustdnde.

e 6 : QXTI - Q xT xA{L,R,S} (oft als total verlangt)
geniigt dom(8) = (Q\F) x I'. Ubergangsfunktion.

Wird oft als Tafel oder Tabelle angegeben.

Ein Bandzustand von T ist ein Tripel (g, z, 3) mit ¢ € Q (ak-
tueller Zustand), x € Z (aktuelle Kopfposition), 3 : Z — T totale
Funktion (aktueller Bandinhalt) mit 3(y) = O fiir alle bis auf endlich

viele y € Z.
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Turingmaschinen (Forts.)

T iberfiihrt den Bandzustand (g, z,(3) in den Bandzustand
(¢', x', B") (Folgezustand), falls

e 0(q,8(x)) = (¢, B'(x), M)
o B'(y) = B(y) fiiralle y # x Folgezustand
(2~ 1 fals M =L
e x' =< x+1 fals M = R
& falls M = S

Eine Rechnung von T’ ist eine endliche Folge von Bandzustinden
(z0y--.,2n), so dass T fir alle 0 < 4 < m den Zustand z; in
Zi+1 uberfiihrt.

Eine Rechnung heiBt haltend, falls z,, = (g, z, 8) AN q € F.
6.83 Beispiel

Y={L2}, T=Xu{0} Q={q,q,q} F={q}

) [ 1 2

q0 (qoalj?R) (q17D7R) (Q17D7R)
a1 (Q27D75) (Q17|:|7R) (Q17|:|7R)
g2 (QQ,D,S) (Q27175) (QQ7275)

Andere Beschreibungen von 6 maoglich: z.B.
Fiinftupel {gbq' b’ M : q € Q,b e T'}
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Beispiele von Turingmaschinen

Beispiel Rechnung:

2-1012345¢67
12 2

qo
q2
qi
Anfangszustand zg = (qo, 0, 8) wobei 3(2) =1

B(3) =2
B(5) =2
sonst []

<1 = (q07 1, ﬁ)

<2 = (q07 2, ﬁ)

z5 = (q1,3,61) mit B1(3) = 2 = B5(5) sonst [J
z4 = (q1,4, B2) wmit B3(5) = 0 sonst [J

z5 = (q2,4, B32) O g2 haltend oder ,Haltezustand"
z¢ = (q2,4, 32) ,Endzustand”

Wirkung: TM sucht rechts vom A-Feld w € X* als Block und 16scht
es. Bleibt auf Leerzeichen hinter w stehen, falls w € X7 existiert.
Stoppt nicht, falls auf AFeld und rechts davon lauter [J-Zeichen sind.
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Turing-berechenbare Funktionen

Undre Codierung von Zahlen n — ||| .. .|
N —

n

6.84 Definition

Eine Funktion f : N — N heiBt Turing-berechenbar, falls es
eine TM T mit Eingabealphabet {|, $} gibt, so dass der Bandzustand

(QO7076)mit

o B(¢4) =0firt: <OQundi>xz1+x2+ - +xp +n

e 3(0)=0(x1+1)=p0(x1+x2+2)="--- =
Blx1r+ -+ zp+n) =59

e 3(i) = | fiir alle anderen ¢

genau dann zu einer haltenden Rechnung erganzt werden kann, wenn

f(x1,...,x,) | und, ist in diesem Fall (q,%,3") der Zustand,
in dem die Rechnung hélt, dann ist die Anzahl der Striche |, die
in 3'(i + 1), 8 (i + 2), ... unmittelbar aufeinanderfolgen, gleich
f(.iEl, « oy azn)
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Turing-berechenbare Funktionen (Forts.)

$ axq viele Striche $ - - $ x,, viele Striche $
q0
.
-------- f(x1, ..., x,) viele Striche kein Strich -+ -
q € F

6.5 Die Churchsche These 184



Beispiele

6.85 Beispiel
1. Vorganger und Nachfolger: v(z) =n — 1, s(n) =n+1
v: $ n-Striche $ ~ $ m — 1-Striche $
q0
q € F
5(q07$) — (q17|:|7R) by — {|7$}
5(Q1,|) — (Q37$7S) I :{‘7$7D}
5(q17$) — (QQ7$7L) Q — {QOaQbQQ,%}
6(q2,0) = (g3,9%,9) F o ={g}
s:: $ n-Striche $ ~ $ n + 1-Striche $
q0
q € F
5(q07$) — (QO, |7L) > — {|7$}
5(QO>D) — (Q17$7S) I = {‘7$7D}
Q ={q0q}
Foo={q}
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Beispiele (2)

2. Suche rechts vom A-Feld erstes Vorkommen von $, bleibe dort
stehen.

nicht $ $ o nicht $ $

q0

q € F

5(Q07 b) — (Q17 b) R) bel
5(qi,b) = (q,b,R) beT\$
5(¢1.8) = (2,8, 5)

SL$. Analog SRS

3. Verschiebe Block $n-Striche$ um ein Feld nach links

012 ---n+4+2 --. 0 n+1
$ n Striche $  Zeichen~~ $ n Striche $ Zeichen

q0

qe€F
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Beispiele (2) (Forts.)

X =A{l,3} b3S Rq
FZZU{D} q1bqu2
Q=19 -9} a||Lags
F:{q5} QQ$|:|LQ4
QSb|RQ1
ga b $ R g5
g5 bb S g5

VL. Analog VR (verschiebe nach rechts).

6(Q2, $) — (q47 Da L)
q3 merkt sich |
q4 merkt sich $

Strategie:
qo 0

qi1

qs q2

44 qi1

6.5 Die Churchsche These
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Simulation von RM-Programme durch TM

6.86 Lemma

e Jede RM (goto)-berechenbare Funktion lasst sich durch eine TM
berechnen. Also ist jede p-rekursiv Funktion TM-berechenbar.

e Jede Turing-berechenbare Funktion ist p-rekursiv.
Beweisidee:

Simuliere Berechnung des goto-Programms iiber Vi, ..., V,,, f :
N — N. Speichere Zustand z : V — N als

$$ x1-Striche $ x9-Striche $---$ x,-Striche § $---8
m + 2 $-Zeichen
z(Vo) = x
q0

Ein-Befehl wird durch mehrere TM-Schritte simuliert.
Die Zustidnde entsprechen Marken im Goto-Programm.

Vi = s(Vi)

e Verschiebe die Blocke vor V; jeweils um ein Feld nach links wie
oben.

e Wende s TM an.
e SL$ 7-mal.
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Simulation von TM durch 1 rekursive Funktionen

Simulation der Uberfiihrungsfunktion einer Turing-Maschine durch ei-
ne primitiv-rekursive Funktion 27 : N — N, die auf geeignet codierten
Bandzusténden arbeitet (g, x, 3).

Dann wie ublich.

Wir haben somit weitere Charakterisierungen der p-rekursiven Funk-
tionen, die die Churchsche These untermauern.

Man kann fiir P(N) (primitiv-rekursiven Funktionen) ebenfalls eine
Charakterisierung mit Hilfe einfacher Programmiersprachen finden.

z. B. For-Programme iiber N
Anweisungsfolgen:

Anweisung: Zuweisung, Test oder For-Schleife der Form:

for I = 0 to J do « end;

I,J € V o For-Programm iiber V', das keine Zuweisung der Form
I := t oder J := t mit Term t enthilt (Schleife wird genau z(J)
mal ausgefiihrt, dabei wird stets o ausgefiihrt und I um 1 erhoht).
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6.6 Berechenbarkeit auf Zeichenreihen
Wortfunktionen

Wortfunktionen: f : (X°)" — X
Wortrelationen R C (X*)" SprachenR C X~
Bisher: Funktionen, Relationen auf N: p-rekursive Funktionen.

Turing-Maschinen und While-Programme sind fiir beliebige Alphabete
bzw. beliebige Strukturen definiert.

Verallgemeinerung der Ergebnisse der Rekursionstheorie, insbesondere
tiber Entscheidbarkeit und Nichtentscheidbarkeit auf Wortfunktionen
und Relationen.

1. Méglichkeit: Codierung von ™ in N. Einfache effektive Codie-
rungen: z.B. Folgencodierungsfunktion oder Interpretation als Zahl
(binére-, dezimale-Darstellung).

f. X" 3
K Y f(n) =k (f(k(n)))
f:N N

6.6 Berechenbarkeit auf Zeichenreihen Wortfunktionen 190



Berechenbarkeit auf Zeichenreihen (2)

Definition f € R,(2) gdw f € R,(N).

Zeige: Unabhangig von der gewahlten effektiven Codierung.
2. Méglichkeit: X = {a1,...,a,} (n > 1)
While-Programme:

Betrachte die Algebra

String = (X7, €, succqy, - . . , SUCCq,, pred) mit

o succy(u) =au (a €X)

o pred(au) = u pred(e) =¢

Ordnungen auf X*: <;;.. Linge-Lexikographisch,
d.h. u <jjer v gdw |u| < |v]| oder
lu] = |v| Au <jep v

Wobei <., lex. Ordnung, die von lin. Ordnung auf X2 induziert wird
(Z.B. a; < agx <azg--- < CLn).

Beachte: | - | : X" — X" |u| = a|1u| und X <izes Sind while-
berechenbar.

3. Moglichkeit: p-rekursive Funktionen iiber X*: a € X

¢ ](\;L[}LL(TE) = & fé%)cca(w) = aw; (W = (w1, ..., wy,))

° ngOJ(Z.) wie bisher.
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Berechenbarkeit auf Zeichenreihen (3)

Komposition: f o (g1, ..., gn) wie bisher.
Primitive Rekursion: f = Rx(g, h1, ..., h,), falls

g f(’a:) 5) — 9(67 5)
o f(u,a;v) = h;(u, f(u,v),v)

Minimierung: f (%) = pe.v - g(U,v) = €
f(@) = w lex-minimal mit g(u,w) = g, sofern ein solches
existiert.

4. Méglichkeit: RM (Goto-Programme): z(V;) € ¥°
Befehle:

e X := s(a, X) Wirkung wie succ, in X*
e X := p(X) Wirkung wie pred in X"
e if X = ¢ then goto [ else goto /-

e Test (Anfangsbuchstabe ist a € X0):
if AB(X) = a then goto [, else goto [
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Berechenbarkeit auf Zeichenreihen (4)

5. Moglichkeit: Turing-Maschinen:
T = (Q727F 2 ZU{D}767QO7F g F)

u d (%

u,v € X°
g Block w a v € T™*

auBerhalb nur [J-Zeichen

Konfiguration: wu qav € I'* - Q - T'" (I'" =T"*\{e})
Zwei Konfigurationen heiBen daquivalent, falls sie sich nur durch Blo-
cke von []-Zeichen davor und danach unterscheiden.

Anfangskonfigurationen: ¢y [J w w € X°
w

q0
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Berechenbarkeit auf Zeichenreihen (5)

Folgekonfigurationen

k' ist Folgekonfiguration von k : k I; E', falls gilt

k d(q, a) k'
uvugav (¢,a,S) wq awv
uqgav (¢,a,R) wadq¢dv wvel’
uqa (¢,a',R) wdad ¢ 0O
ubgav (¢,a',L) uwqgba'v bel
qav (¢,a’, L) ¢ Oa v

Eine Rechnung einer TM T' ist Folge von Konfigurationen
(ko, ..., kn) mit k; I; kiyq. Sie ist haltend, falls k,, eine End-

konfiguration ist, d.h. k,, = w q v mit ¢ € F'. Schreibe kg -7 k,
Eine Berechnung einer TM T' ist eine Rechnung wobei kg eine An-
fangskonfiguration (kg = qo O w)w € X7 ist.

TM-berechenbare Funktionen: f : (X")" — X" ist TM-
berechenbar, falls es eine TM T' gibt die f berechnet, d. h.

a) T stoppt fiir Anfangskonfiguration kg = qo U a1 Dz - - - Oz, O
gdw (x1,...,x,) € dom(f)

b) Gilt (x1,...,x,) € dom(f) und y = f(x1,...,xy,), so
hat T beim Stopp die Konfiguration 0 ¢ Oz, O - - - O z,, Oy [V,
fiir geeignete 2, 7 € N.
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Berechenbarkeit auf Zeichenreihen (6)

6.87 Satz
f 1 (X7)" — X7, dann sind dquivalent

o fcR,y(X), dh fistp-rekursiv.

e f ist while-programmierbar iiber String.
e f ist RM-(goto)-berechenbar.

e f ist TM-berechenbar.

Existenz universeller Funktionen, universeller Programme und univer-
seller Maschinen wie bisher.

e Relationen: Entscheidbarkeit, rek-Aufzihlbarkeit

R C (X7)"
e wé€R
a; weER
e R rekursiv-aufzihlbar gdw R = dom(f), f € R,(2).

e Halteproblem: Ky = {(7T,w) | T mit Anfangskonfiguration
qo 10 w hilt, d. h. Berechnung mit Endkonfiguration}

e R entscheidbar gdw xr € R,(2), xr(W) = {

Ist nicht entscheidbar.
Bisherige Ergebnisse lassen sich iibertragen.

Insbesondere: Reduzierbarkeit <,,.
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Turing-Maschinen als Akzeptoren von Sprachen
und als entscheidende Automaten

6.88 Definition Akzeptierende und erkennende TM
Sei T' = (Q7Z7F 2 2 U {D}767QO7F)

e T akzeptiert die Sprache L C X* gdw fiir

w e X igdwhkrugqumtg € Fgdw w € L,
d.h. es gibt haltende Berechnung aus qp L w gdw w € L,
L = L(T).

e T entscheidet die Sprache L. C X* gdw fiir jede Eingabe
we X hitT:godwhkruqgvmitqg € F und

w € L, so q = g, w & L,soq = qy
wobei q,, ¢, € F spezielle ,Ja*-, ,Nein"- Zustdnde sind.

6.89 Lemma

e I C X% ist entscheidbar gdw es gibt eine TM T, die L ent-
scheidet.

o I C X7 ist rekursiv aufzihlbar gdw es gibt eine TM T, die L
akzeptiert, d.h. L = L(T).

Beachte: Andere Konventionen sind méglich. Andere TM: Mehrband
TM, é unvollstandig, Band einseitig unendlich, mehrspurig, nicht de-
terministisch.
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Beispiele

Turing-Programme

e Turing Befehl hat die Form

B = Op Op €e T U{R, L, stopp}

B =q q € @ unbedingter Sprung

B =a,q a € I',qg € Q bedingter Sprung nach q,
falls a in A-Feld

e Turing Programm ist endliche Folge markierter Befehle
Q ={q0,q1,---,qn}, @ # gq; firi # j

TP:: g : By B; Turing-Befehl
1: By
qn : By,

e Semantik eines T-Programms durch Angabe der TM
T=(Q,%,T,9, qO,F) a €l Q =QU{gn+1}

6(qi,a) = (qi+1, a’ ,S) B = a €T
= (gi+1,a,M) B;=M € {L, R}
= (qi+1,a, S) B@-Ea',q a#a’
:(Q7aas) Bq;Ea,q
— (Qn+1, a, S) B, = stoppoderi =n + 1

F ={qn1}
e FEigenschaft:Jede TM kann durch ein dquivalentes T'-Programm
beschrieben werden.
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Beispiele

Suche Links von AF das erste Vorkommen von [ ... Rechts ...

SLUO: L SRU: R
L], Fin 1, Flin
SL [ SR [
Fain : Stopp Fin : Stopp

TM, die die Menge der Palindrome iiber {a, b}" entscheidet
L=Hw € {a,b}" : w=w"}

qo: R qp:
L : gy SR [
a: qq L
b:qp L : qy
b:q
a:qn
qq: U q [
SR [ SL [
L qo
L : gy
a:q
b:qn

Diese Turing Programm hilt fiir jede Eingabe w € X™ und entschei-
det die Menge der Palindrome.
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Simulation von TM-Berechnungen durch
Wortersetzungssystemen (3, IT)

IT ist Menge von Produktionen [ ::= r, mit [l € AT r e A*

Kalkiil: ,3’7[0% fir l i=r €1II, u,v € A*.

Sei

T=(Q,X,I,6,q0, F) und A = QUT U {#}

Produktionen II:

Fiir jedes §(q,a) = (¢',a’, S) : qa::=4q a € Ilr.

Fiir jedes 5(q,a) = (q¢',a’, R) und b € I":
qgab:=a ¢ belly
qga# =a ¢ O# €Ilr

Fiir jedes 5(q,a) = (¢’,a’, L) und b € T
bga::=q ba €llr
#qa:=H#q¢g Oa €llr

Offenbar gilt:

k=wuquv I; u' ¢ v = Kk, d.h. k' ist Folgekonfiguration von k
1

gdw  #ugod E#u g v #
T

d. h. Rechnungen der TM T" kénnen in II7 simuliert werden.

#qODw#HI— H#uqu#H# gdw quwIEuqv
T
firwe X% u,vel” qge Q.
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Das Ableitbarkeitsproblem

6.90 Definition Sei (32, IT) ein Wortersetzungssystem.

Das Ableitbarkeitsproblem Abl C " x X* fir (32, IT) ist ge-
geben durch
Abl x y gdw x IE Y

(fir x,y € ¥X7) d.h. ,y lasst sich aus x mit Hilfe der Produktionen
aus IT ableiten™.

6.91 Satz Unentscheidbarkeit des Ableitbarkeitsproblems

Das Ableitbarkeitsproblem fiir beliebige Wortersetzungssysteme ist
nicht entscheidbar.

Beweis:

Reduziere das Halteproblem fiir TM auf das Ableitbarkeitsproblem. Die
Konstruktion TM T — simulierendes Wortersetzungssystem Il ist
effektiv. Fiir ¢ € F' fiige noch die Produktionen

aq:=4q,qa:=q,fira €& A\{#} und # q # ::= q hinzu.
Dann gilt: T halt mit Eingabe w

gdw Ju, v EF*,qumithle;Fuqv
gdWElu,’UEF*,qumit#qODw#Hl— Huquv #

T
gdWElqEFmit#qODw#Hl— q.
T

Also ist das Halteproblem auf das Ableitbarkeitsproblem reduzierbar.

Speziellere Ergebnisse (z.B. spezielles Wort ableitbar) sind moglich.
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Das Postsche Korrespondenzproblem (PCP)

6.92 Definition

Das Postsche Korrespondenzproblem (PCP) besteht aus allen Listen
von Wortpaaren

L= (x1~Y1,. -, Tk ~ Yk) kE>1

mit nichtleeren Wortern x;, y; € X7 (1 < i < k) zu denen es eine
Indexfolge i1, ...,%, € {1,...,k} mit n > 1 gibt, so dass

(%) Ty Ty = Yip - Yy, gL
Schreibe: PCP(L). Die Folge (%1, ..., %y) ist Losung, falls (x) gilt.

Einschrankungen: z. B. i1 = 1 spezielle PCP (SPCP).
Beachte Parameter: 3, k, z;,y; € 7,1 < i < k
Losung: Liste natiirlicher Zahlen aus {1,...,k}.

Beachte: Zu gegebener Liste 21, . . ., 2, ist es einfach zu iiberpriifen,
ob sie eine Losung ist.
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Beispiel

6.93 Beispiel X = {0, 1}

e L1=(0~000,0100~01,001~1) k=3
Losungen konnen nur mit 21 = 1 oder 2; = 2 beginnen.
1. Losung: 21 = 1,2 =3:0 001 =000 1.
2. Losung: 11 = 2,19 = 1,23 = 1, 14 = 3.
ToT1L1T3 010000001
Y2Y1Y1Y3 010000001

d.h. PCP(L4), SPCP(L4)

e Lo=(1~111,10111~10,10~0) k=3
Losung: 2, 1,1, 3 (muss mit 1 oder 2 beginnen).
roxrixixs 101111110 11--- keine
Yo1yiys 101111110 111111---  Lésung

d.h. PCP(L2), = SPCP(L>)

e L35=(01~010,100~00,010~100)
Behauptung: — PCP(L3):: Lésung muss mit 1 beginnen und
mit 2 enden. t € {1,2,3}" ¢t = 1¢'2.

01010010--- t’ muss mit 3 beginnen
010100100---

[
-
-

Keine Fortsetzung

-
-

moglich, da kein y mit 1 endet
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Beispiel (Forts.)

¢ L, =(001~0,01~011,01~101,10~001)
Es gilt PCP(£4) aber — SPCP(£,4)

Losung etwas langer: mit 2 beginnen, mit 3 enden, 1 muss ver-
wendet werden.

0110010110 keine Forts.
011001011011001
01100110100100101100110---
0110011010010010110011001101001
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Unentscheidbarkeit von PCP

6.94 Satz Das PCP ist unentscheidbar.
Beweisidee: Reduziere Ableitbarkeitsproblem fiir WES auf PCP.

e Sei v = (X, IT) ein Wortersetzungssystem ohne e-Regeln.
Abl,(u,v) gdw u IE v

e Konstruktion: Aus v, u, v ~» L, , mit u IE v gdw PCP(L, ).
Seivy= (X, II), I =Au; :i=v; |i=1,...,n},
> =Aay,...,a.}. X = {ay,...,a,} Kopie von 3 und
r=xuxu{+,+,[,]}

e u,v € X" Definiere L, ,, tiber I" durch

X [u+, ], +,F.a1,. .. ,a0,a1,. .. ,87,01,. . . ,Un, D1y. .., Op

! ! !l !l ! ! !
Yo [, vl an,. 80,01, QT e T, U, - U,
NR: 1 2 345 ... 1 m n

l=44+r m=4+r+1n=4+2r + 2n
Behauptung: PCP(L, ,) gdw u IE v (0.b.d.A. u # v).

(1) (1) (1)
= ukFvetwau=wg - w k- Fw,=v k>0
I I T T
Esgibtt; € J°, j=1,...,k mit

j-gerade X (t;) = [wo + WiFws + - -+ + W1 Fw,
Y (t;) = [wo + W1+ws + -+ - + bj_4

j—ungerade X(tj) == [’w() —|— wl—T—wg —|— s —T—wj_l —|— ’UA)j
Y (t;) = [wo + witws + - - +wj_q
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