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Aufgabe 1.1. Klar: f(XNY) C f(X)N f(Y).

Sei f injektiv. Seien weiter X, Y C A und z € f(X) N f(Y). Es gibt also z € X mit
f(z) = zund y € Y mit f(y) = z. f injektiv ~ aus f(z) = z = f(y) folgt x = y. Also
r=ye XNY und z = f(x) € f(XNY). Daher auch f(X)Nf(Y) C f(XNY) und somit
fX)NfY) =fXny).

Sei umgekehrt z,y € A mit f(z) = f(y). Sei X = {z} und Y = {y}. Es gilt f(z) = f(y) €
fX)NfY)=f(XNY). Alsoist f(XNY) # 0 und so auch X NY # (. Es folgt x = y.

Aufgabe 1.2. Seien E und F' nicht-leere endliche Mengen. Wir treffen folgende Vereinba-
rung: [n] :={1,...,n}.
(1) Seien f: E — [n] und ¢ : ' — [p] Bijektionen. Dann ist auch h: EU F — [n + p|
mit h(x) = f(x) fiir alle z € E und h(z) = g(z) + n fiir alle 2 € F eine Bijektion.
~ |[EUF|=n+p=|E|+|F|
h(z) ist Bijektion weil sie eine Inverse h™'(z) : [n + p] — F U F hat.
k), wenn k < n
gl (k—n), wennn<k<n+p
(2) Seien f: E — [n] und g : F — [p| Bijektionen und h : E x F — [n - p| definiert
durch h(z,y) =p- (f(z) — 1) + g(y) fur alle (z,y) € £ x F. Dann ist h Bijektion
und |E x F| = |E| - |F|. Die Inverse von h(z,y) ist

B = (£ L+ P2 ) (1 (b= 1) mod p)

mit (k — 1) mod p der Rest der Division (k — 1)/p.

(3) Mit der Darstellung E = {1,...,n} und F = {1,...,p} konnen wir die Funktionen
von E nach F bzgl. der Basis p aufzihlen, wir beginnen mit {(1,1),(2,1),...,(n,1)},
{(1,1),(2,1),...,(n,2)}, bis wir {(1,p),(2,p),...(n,p)} erreicht haben. Es gibt p"
viele Funktionen.

Die Bijektion h : F'¥ — [p"] liefert fiir eine Funktion s : E — F

$)=1+> p"*(s(k)—1)

und die Inverse h~!(k) liefert eine Funktion, die fiir 7 (1 <7 < n) wie folgt definiert
ist:

h=1(k) =

k—1
—| mod p

R (k) () =1+ | o
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(4) Die Abbildung, die mit jeder Teilmenge A C E ihre charakteristische Funktion x4
assoziiert, ist eine Bijektion.
o [PE)| = [{0,1}¥] = 21 (mit (3).
Oder so: Induktion iiber |E| =: n.
n = 0: E=0.PE)={0}. |P(E)|=1=2"=2Fl
n—n+1: Sei E = {ay,...,an,a,+1} und E' = {a,...,a,}. (Anders:
|[E|=n+1~3JF CE:FE=FEU{ay1} und |E'| =n).

o |B = n 3 [P(BY)| = 2B = o

Fiir jede Teilmenge A C FE gilt: entweder a,,1 € A oder
an+1 ¢ A.

Ist a,41 & A, soist A C E’. Solche Teilmengen gibt es 2"
Stiick (I.V.).

Ist a,.1 € A, so gibt es genau eine Teilmenge A’ von E mit
A= A"U{ap41} und A’ C E'. Solche Teilmengen gibt es also
auch 2" Stiick (da A; # Ay — A} # A}). 2" + 2" = 27l
|P(E)| = 2n+! = 2171,

Aufgabe 1.3. Gilt fiir ein Wort w € ¥* die Gleichung w = w™, nennt man w ein
Palindrom. Beispiele sind etwa abba oder ababa. Aus der Spiegelungssymmetrie folgt fiir
Palindrome, deren Linge grofer als 1 sind, die Ubereinstimmung von Anfangs- und End-
buchstaben. Sei also w € ¥* ein Palindrom mit |w| > 1. Dann lésst sich w schreiben als
w = zvx, wobel z € ¥ ein Buchstabe und v € ¥* ein Wort ist. Aus der Spiegelungssym-
metrie folgt nun, dass auch v ein Palindrom sein muss.

ad (1). Es gilt:
dom(f) = {we s fw) |}

={we¥*: Jv: (w,v) € graph(f)}

={we¥X :: f(w)=v}

={weX: I:w=rvr,r €Y und w = w™}

={weX :w=w" und |w| > 1}
Es gilt:
im(f) ={f(w) € X*:w € dom(f)}

={f(w) € T*: w=w™ und |w| > 1}

Nach obiger Argumentation ist f(w) selber ein Palindrom. Sei u € ¥* ein Palindrom. Dann
ist auch aua ein Palindrom und es gilt f(aua) = u. Im Wertebereich der Funktion f finden
wir also alle Palindrome, d.h.
im(f) ={weX:w=uw"}
ad (2). Anschaulich schneidet f? allen Palindromen w mit |w| > 3 jeweils die ersten
zwel und die letzten zwei Buchstaben ab. Der Definitionsbereich verkleinert sich also im
Vergleich zu f.
dom(f?) ={w e X*:w=w™ und |w| > 3}



Aufgabe 1.4. Sei: X = {S,a,b}.

Zeige:

II={S —aSa,S — bSHh, S — ¢}.
M = {uSp(u) | u € (B\{S})"} U {up(u) [ u € (E\{S})"}.

a) Vee M: S l_H X (d h. {S} l_K(E,H) .CE)
b)Vee ¥ :Stpa -~z e M.
Bezeichnung: I' := ¥\ {S5}.

Beweis:

a) Wir zeigen die Aussage zunéchst fiir jedes Wort wSp(u) mit u € T'*.

Induktion iiber |ul:

lu| = 0: Klar, da S +Y S.

lu| — |u| +1: Es ist |u| > 1. D.h. v = «/c mit ' € T und ¢ € T.
uSp(u) = vw'eSp(u'c) = u'cSep(u’) (Eigenschaft von p).
Nach LV. gilt {S} Frmm w'Sp(v'), da |[v']| < |ul.

o/ Sp(u) ' Sp(u)

waSap(u') w'bSbp(u')

Kalkiils K(X,II) sind, folgt {S} Frxm uSp(u) fir alle

u€eI™ mit wu=vcund ceT.

Da sowohl als auch Regeln des

Da fiir u € I'™* ufpp(gjﬁ) eine Regel von K (X,1I) ist, folgt auch noch {S} Fg = m

up(u) fiir alle u € I'*.

Sei M; fiir i € N die Menge der Worter aus X*, die in genau i Schritten in (X, 1)
aus S ableitbar sind. (Beachte: M = U M;.)

i>0
Behauptung:
M; ={uSp(u) | v € I'" und |u| =i} U{up(u) | w € I'* und |u| =i — 1} fiir i > 0.
Beweis:
1= 0: klar.
i=1: M, = {aSa,bSb, e} (wg. II)

={uSp(u) | u e T* |u| = 1} U{up(u) | u € T*, |u| = 0}.



i— i+ 1: LV M; = {uSp(u) | v € T* und |u| = i} U {up(u) | v € I'* und
lu| =i —1}.
Auf up(u) mit v € I'* ist keine Produktion anwendbar, da S in
up(u) nicht vorkommt.
Sei nun uSp(u) € M;, d.h. v € I' und |u| = 7.
Damit sind in einem Schritt aus uSp(u) ableitbar:

uaSap(u) = uaSp(ua) (mit S — aSa),
ubSbp(u) = ubSp(ub) (mit S — bSh),
up(u) (mit S — ¢).

Sonst gibt es keine in einem Schritt ableitbaren Worter.
~s My CH{uSp(u) |w e I und |u| =i+ 1} U {up(u) | u € T* und
lu| = i}.
Sei andererseits x = uSp(u) fiir beliebiges u € I'* mit |u| =i + 1.
~ = u'eSp(u'c) (mit v € I'*, ¢ € I' und u = v/c).

= u'cSep(u).
Dies ist in einem Schritt aus u'Sp(u’) ableitbar. Da v/Sp(u') € M;
(wg. |v/| =i und I.V.), ist x € M.
Sei zuletzt x = up(u) fiir beliebiges u € I'* mit |u| = 1.
Dies ist ein einem Schritt aus uSp(u) ableitbar. Da uSp(u) € M;
ist (wg. |u| =7 und L.V.), ist x € M;;.

Losungsalternative fiir Punkt 2:

Behauptung: Jedes von S ableitbare Wort ist ein Element von M.
Beweis: Erinnerung:
Ein Objekt ¢ ist in einem Kalkiil K ableitbar, falls es eine Folge (¢4, ..., ¢,) von Objekten
gibt, so dass fiir alle ¢« = 1,...,n Objekt ¢; die Konklusion einer Regel von K ist, deren
Préamissen alle in {¢1,...,¢;—1} (0 fiir ¢ = 1) enthalten sind und ¢,, = ¢ ist. Wir sagen
dann, dass ¢ in n — 1 Schritten ableitbar ist.
Also: w ist aus S ableitbar gdw. w ist aus S in ¢ Schritten ableitbar fiir ein ¢ € N.
Der Kalkiil:

uSv (u,v € £¥)

uaSav

S x
UZS;)}U (u,v € 37)

usSv (u,v € £¥)
uv

S
Wir zeigen: Fiir alle ¢ € N gilt: w aus S im Kalkiil in ¢ Schritten ableitbar

~w € M.
i=0: w=2S5=¢eS¢,¢e=p(e) und € € {a,b}*.



i — 1+ 1: Sel w also aus S in 7 + 1 Schritten ableitbar.
U

1. Letzte angewandte Kalkiilregel: % fiir u,v € ¥* geeignet.
~ W = U

uSv ist also in ¢ Schritten aus S ableitbar.

W= p(u) und u,v € {a,b}* (da nach I.V. uSv € M).

~w € M.

2. Letzte angewandte Kalkiilregel:
~ w = uaSav.

uSv ist also in 7 Schritten aus S ableitbar.

uSv
a

BaSav fiir u,v € X* geeignet.

= p(u) und u,v € {a,b}* ~ av = ap(u) = p(ua)
~w € M.

3. Analog fiir m

Informationen zur Vorlesung:
http://www-madlener.informatik.uni-kl.de/ag-madlener/teaching/ss2005/gdp/gdp.html



