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Aufgabe 11.1. ad (1)

Sei G = (X,N,P,5), ¥ ={a,b}, N={S,T}, P={S :=aT|bT,T == aS|bS|e}.
Beh.: L(G) = {w € ¥* : |w| ungerade}.
Bew.: Sei L = {w € ¥* : |w| ungerade}.

Wir zeigen zunéchst L C L(G). Sei dazu w € L, d.h. |w| =2n + 1 fiir ein n € N.
Wir zeigen durch Induktion nach n, dass w € L(G).

n=0|lw=1—weX.
(1) w=a:StLaT s a
(2) w=b:SFLOT FL D
Also w € L(G).
n—n+1ljw=2n+1)+1
Es gibt ¢,d € ¥,u € ¥* mit w = cdu und |u| = 2n + 1.
Stp T FpedS Fpcdu=w — w € L(G).
——
LV.
Also: L C L(G).
Zeige nun: L(G) C L.
Dazu zeigen wir zunéchst: Falls S H5 o mit m € NT und a € (X UN)*, so (i) falls m = 2n
gerade: & = aby - -+ a,b,S oder (|a] = 2n — 1 und a € ¥*) mit a;,b; € X, oder (ii) falls
m = 2n + 1 ungerade: @ = a1b;y - - - a,bpa,417T mit a;, b; € 3.

Induktion nach m:
m=1:Sr,a — a€{al,bT}.
m—m+ 1:
1. Fall: m € N* gerade.
Dann gilt S F% a1b; - - - a,b,S Fh « (a;,b; € ¥) mit
a € {aby - - - apbpal, arby - - - anb,bT} (a;,b; € 3) und
m+1=2n+ 1, also m + 1 ungerade und « hat die geforderte Gestalt.
2. Fall: m € N* ungerade.
Dann gilt S Fp aib; - - - apbpan 1T Fb « (a;,b; € ) mit
—

IV
a € {aby -+ - apbpani1aS, a1by - - - anbyan1bS, a1by - - - apbpans} (a;, by € 3) und
m+1=2n+ 2, also m + 1 gerade und « hat die geforderte Gestalt.
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Ist also S Fp a mit o € ¥*, so ist |a| =2n — 1 fiir ein n € NT(a;,b; € 3), dh. a € L, da
|a| ungerade.

ad (2)

Sei L = {a"b™a"|n,m € N und n,m > 0}.

Beh.: Fiir G = (X, N, P,S) mit ¥ = {a,b}, N = {5, T} und
P={S:=gaSa|aTa, T:=bT | b }gilt: L(G) = L.
=~
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Bew.: L C L(G):

Sei w € L, d.h. w = a"b™a" fiir n,m > 0.
Dann S F5 ' @ 1Sa" b aTa R e e Fp a™bman,
~

—~— —— —~—

Produktion(1) (2) (3) (4)
Also w € L(G). (Eigentlich: Induktion nach n und m.)
L(G) C L:

Wir zeigen durch Induktion nach m: Gilt
SHpa(ae (XUN)Y)
dann ist

a € {a™Sa™, a™Ta™, a"b™ *Ta* a"v" *a*|0 < k <m — 1} = L,,(G).

m=1S+sra — a€ {aSa,aTa}.

m—m+1: SE? B+FL amit 8 € L,(G).

a€{ amSa™™  (Produktion (1) auf a™Sa™)
a™ 1 Ta™  (Produktion (2) auf a™Sa™)
a*bm k1 Ta*  (Produktion (3) auf a*b6™*T'a*)
afbm=k+tlgk  (Produktion (4) auf a*b™*Ta*)

}

Fir o € ¥* ist also a € L.

Aufgabe 11.2. ad (1)

Automat erkennt, ob die Quersumme einer Dezimalzahl durch 5 teilbar ist.
Aus Tabelle ergibt sich ¢z F4 q(i+a)mods

mit € {071"" 9% a4 € {Q(b"' Q4}

Und somit goxoxy...x, Fa qo gdw x9xy...7, mod b = 0, wobei xgx;...x, die Eingabe ist.
ad (2)

Sei & = (ab + ba)* ein reguldrer Ausdruck tiber {a,b}.

Beh.: Der deterministische endliche Automat A = (@, X, 11, qo, F')

mit Q = {6107(117(]27(]3};2 - {Cl, b}vF - {QO} und
II = {QOG = q1, qob = qo, qua = g3, ub = qo, qea = qo, @b = g3, qza = g3, qzb =



gs}
erkennt die Sprache < a > (d.h. L(A) =< o >).

Bew.: Wir zeigen durch Induktion nach |w| = n, dass folgende Behauptung gilt: Nach
Lesen des Wortes w befindet sich A im Zustand

(1) o gdw w €< (ab+ ba)* >
(2) ¢ gdw w €< (ab+ ba)*a >
(3) ¢2 gdw w €< (ab+ ba)*b >
(4) g5 gdw w €< (ab + ba)*(aa + bb)(a + b)* >

n=0,dh w=e¢, we< (ab+ ba)" > und A ist in .

n—n+1,dh w=wecmit v € {a,b}* und ¢ € {a, b}.
Fiir w” gelte die IV, d.h. A befinde sich im entsprechenden Zustand.
(1) gow’ F4 qo gdw. w" €< (ab+ ba)* >.
c=a: guwaktysq
c=0b quwbhka ¢
(2) gow' Fa 1 gdw. w' €< (ab+ ba)*a >.
c=aw=wae< (ab+ ba)*(aa+ bb)(a+ b)* > und gow'a 4 gs.
c=0bw=wbe< (ab+ ba)* > und gouw'b 4 qo

(3) Ahnlich wie (2).
(4) gow' F4 g3 gdw. w' €< (ab+ ba)*(aa + bb)(a + b)* >.
Fiir ¢ € {a,b} gilt:w = w'c €< (ab + ba)*(aa + bb)(a + b)* > und gow'c F4 gs.

Aufgabe 11.3. Sei L eine Sprache vom Typ 3. Dann existiert ein a € reg(X) mit L = ().
Da reg(X) beziiglich des x-Operators abgeschlossen ist, ist auch a* € reg(X) und es gilt

(0) = (o) = I’

Also ist auch L* eine Sprache vom Typ 3.

Das ganze ldsst sich aber auch anders zeigen — man ersetzt in einer Grammatik, die L
erzeugt, alle Regeln der Form B ::= € durch B ::= S und alle Regeln der Form B ::= a
durch B ::= aS (wobei B Nichtterminal, ¢ Terminal) und nimmt dazu noch die Regel
S ::= e auf. Dann muss man allerdings noch die Gleichheit der so definierten Sprache mit
L* zeigen, das geht durch eine Induktion fiir jede Inklusionsrichtung und ist insgesamt
aufwendiger.

Aufgabe 11.4. Wihlen .= |Q|. y€ L = qyt g€ F

= Hao, - @} CQ gy quyn - F ey Foguyn B F g € FL
Es gibt einen Zustand ¢/, der zweimal vorkommt, da |y| > |@|. Seien u,v,w € ¥* mit
luv| < m, v # ¢, so dass

(1) quvw F dvwk dwtqe F
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Wir zeigen: Vi € N: qouv'w - q € F

(Woraus sich die Beh. uv'w € L unmittelbar ergibt.)
Induktion iiber i: 7 = 0

Es gilt: gqouw - ¢'w = ¢ € F, wegen (1).

1 — 1+ 1
quvw F ¢vtw F dvw F qwhkq€e F = uwlw e L.
nach(1) nach IV



