Grundlagen der Programmierung

SS 05
Prof. Dr. K. Madlener
Losungshinweise zu Ubungsblatt 2

Aufgabe 2.1. ad 1: p i st kein Endomorphismus. Dies kann man aus der Identitét

p(uwv) = p(v)p(u)

fiir alle u,v € ¥* folgern. p ist offensichtlich injektiv und surjektiv. Beachte

plp(w)) =w
fir alle w € X*.

ad 2: Das Kalkiil K ist gegeben durch folgende Regeln fiir alle a € X, z € ¥*

T
g’ a’ ara

Bezeichne Pk die Menge aller in K ableitbaren Worter. Es ist folgendes zu zeigen:
b) P C Pk
Zeige: Py C P
(Induktion iiber die Lénge von Ableitungen).
Sei u aus einem Axiom ableitbar.
~u =c¢coderu=a,ac€X.
Klar: €,a € P.
Sei nun u € ¥* ein Wort, das durch eine echte Regel gewonnen wurde, wobei fiir die
Préamisse v die Behauptung, also v € P, gegolten hat.
~ 4 = ava mit a € ¥ und es gilt

plava) = p(va)p(a)
— p(a)p(v)p(a)
= ap(v)a
= ava
~» 1 ist Palindrom, also u € P.
Insgesamt: Px C P.

Zeige: P C Pk

(Induktion tiber die natiirlichen Zahlen).

Zeige dazu: Fiir jedes n € N sind alle Palindrome v mit |u| < n in K ableitbar.

n=0: Es gibt nur ein Wort u mit |u| = 0, ndmlich v = . Dies ist
offensichtlich in K ableitbar und ein Palindrom.

n = 1: Jeder Buchstabe a € ¥ ist ein Palindrom und in K ableitbar.
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n—mn+1: Sei n > 1 und w mit |u] = n + 1 ein Palindrom. Dann l&sst
sich u darstellen als
u = ava
mit a € 2, v € X,

Offensichtlich ist v ein Palindrom, |v| < |u| und somit |v| < n, und somit die Ind. Vor. auf
v anwendbar.
Somit ist v in K ableitbar, d. h.

l_K v

Anwenden der Regel 7 liefert - K ava.
ava

Also ist © in K ableitbar.
Insgesamt: P C Py
q.e.d

Aufgabe 2.2. Losung

ad(1):

Sei R := Ty (0).

Zeige: R ist Relation, aber nicht Graph einer Funktion.
Es gilt R C A x N, R ist somit Relation(trivial).
Betrachte nun den Ausdruck

at+bxb

der in AFExp; ableitbar ist. Es existieren u.a. folgende Ableitungen:

(1) (a,b,a+b,a+bxb)

(2) (a,b,bxb,a+bxb)
In Val; lassen sich diese Ableitungen erweitern zu

(1) ((a,1),(b,2),(a+b,3),(a+bxb,6))

(2) ((a,1),(b,2),(bxb,4),(a+bxb,5))
Hinter Auswertung (1) steckt Berechnung (1 + 2) % 2, hinter (2) Berechnung 1+ (2% 2). In
R findet sich also sowohl (a + b+ b,6) als auch (a + b*b,5). Somit ist R nicht Graph einer
Funktion.
Im AExps; werden nun Klammern eingefiigt, die in Auswertungskalkiil Valy berticksichtigt
werden. Durch die Klammerung wird die Eindeutigkeit des Kalkiils garantiert.

Zur Erinnerung: Ein Kalkil K = (A, R) mit Objektmenge A und Regel-Relation R C
A* x A heiit eindeutig, wenn R~ Graph einer Funktion R™! : A — A* ist, d.h. fiir alle
a € A existiert hochstens ein @ € A* mit (a,a) € R.

Dies soll nun gezeigt werden. Hierzu verwenden wir strukturelle Induktion iiber den Aufbau
von arithmetischen Ausdriicken in AEzps.
Es gilt: Ist o € T Agap, (D) und k(e 7) die Anzahl der “(” minus der Anzahl der “)” in den
ersten ¢ Buchstaben von «, so gilt

(1) k(a,i) > 1 fiir 1 <i < |a] und

(2) k(a,lal) =0.



(ohne Beweis.)

Weiter gilt: Ist v € T agap, (0), so hat v genau eine eindeutige Darstellung der Form

(1) v =a oder

(2) v =b oder

(3) v = (a+ ) mit a, 5 € T apap, (0) oder
(4) v = (axf) mit o, 8 € T apap, (V).

Beweis: Dass v eine solche Darstellung hat, ist klar (betrachte den letzten Ableitungs-
schritt). Es bleibt die Eindeutigkeit zu zeigen.

1. Fall: v = a. Dann ist natiirlich v # b, v # (o + () und v # (a % [3).

2. Fall: v = b geht analog.

3. Fall: v = (a + ). Natiirlich ist hier v # a und v # b. Eine andere Darstellung von ~
muss also die Form v = (¢/ o ') mit o', 3" € Ty, (D) und o € {+, x} haben.

Zunéchst zeigen wir |a| = |d/|.

Angenommen |a| # |/|. Sei O.B.d. A. |a| < |/|. Dann folgt

k(d/,]al) = k(oo +1) -1
= k(v,]al+1)—1
= k((a,]af +1) =1
= k(a,|a]) =0.

Also gilt |o/| = |a|.. Widerspruch. Beachte, dass in der ersten bzw. der dritten Gleichung
das Wort (o’ bzw. (« als erstes Argument fiir k& gemeint ist!

Da das Ergebnis beim Entfernen der ersten (letzten) n Buchstaben von ~ eindeutig be-
stimmt ist, gilt « = o/ und g = (. Beachte: (a + ) = (o’ o #'), d.h. das Wort (« + [3)
stimmt mit dem Wort (a’of’) iberein, insbesondere auf den ersten (letzten) n Buchstaben.
4. Fall: v = (a % ) geht analog.

Angenommen, es gibt 7 € T apzp, () und n,m € N mit (vy,n),(y,m) € Tya,(d) und
n # m. Dann gibt es auch ein solches v mit minimaler Lénge, d.h. fiir alle 3 € T 44y, (0)
mit |G| < |v| folgt aus (8, m1), (8, ma) € Tya, (D), dass m; = my gilt.

Durch Fallunterscheidung folgt m = n, was ein Widerspruch zur Annahme ist:

1. Fall: ¥ = a. Dann muss n = 1 = m sein.

2. Fall: v = b. Dann muss n = 2 = m sein.

3. Fall: v = (a + ). Dann muss wegen der Eindeutigkeit der Darstellung von v sowohl
(v,n), als auch (y,m) durch die dritte Regel von Valy erzeugt worden sein, d.h. es gibt
ni,ng, my,me € N mit (a,nq), (8, n2), (a, my), (8,ma) € Tya,(0) und my + my = m und
n1 + ny = n. Weil v minimal gewahlt wurde, gilt ny = m; und ny = msy. Daraus folgt
m = mij -+ Mg =mn1+ No =nN.

4. Fall: v = (a x 3) geht analog,.

ad (2):



1 rT=a
Sei go = 0 und g;41(z) = < 2 r=2>b

gi(@) on gi(B) x = (o f),0 € {+,x}
Mit Induktion {iber den natiirlichen Zahlen wird nun g; C g;,; gezeigt.
Fiir ©+ = 0 gilt die Behauptung offensichtlich.

Sei nun ¢ > 0 und = € dom(g;). Fiir z = a und = = b gilt offensichtlich g;(z) = gi11(z). Sei
nun x = « o 3. Dann gilt

0:((20 8)) = gir(a) o gi1(5) (Rekursionsgleichung)
= gi(a) on gi () (Induktionsvoraussetzung)
= gir1((o ) (Rekursionsgleichung)

Insgesamt gilt somit dom(g;) € dom(g;41) und fiir alle z € dom(g;) die Gleichung g;(z) =
gi+1(z), d.h. g; E gis1.
Es gilt

g= L_J{gZ .1 € Nat}.

Funktion g erfiillt die Rekursionsgleichung und ist bzgl. C die kleinste Losung dieser Glei-
chung.

Wir zeigen, dass g = f gilt.
Zunéchst stellen wir fest, dass g und f totale Funktionen sind. Dies kann mit struktureller
Induktion iiber dem Kalkiil AEzp, gezeigt werden. Ebenfalls mit struktureller Induktion
iiber dem Kalkiill AExpy zeigen wir nun die Gleichheit von f und g. Fiir xt =aund x = b
ist die Behauptung offensichtlich. Sei also x = (a0 3). Es gilt
f(@oB) = fla)ox F(3) (Kalkil)

= g(a) on g(B) (Induktionsvoraussetzung)

=g((aof)) (Definition von g)
Somit gilt f = g. Also ist f bzgl. C die kleinste Losung der angegebenen Rekursionsglei-
chung.

Aufgabe 2.3. ad (1): Signatur ({nat},{0 :— nat, succ : nat — nat, + : nat x nat —
nat, % : nat X nat — nat, <: nat X nat}).
Algebra A ist gegeben durch
naty = 40,1}
04=0
succy(z) = x
1 z=0undy=1
THay=
0 sonst
THraYy =T +ay
<a={(0,1)}
ad (2):
{nat,index, array}
const : nat — array
get : array, indexr — nat



set : array,index,nat — array
1.2,..., N :index

14 = 1y

Na = Ny

indexy ={1a... Ny}

array = (nat 4)ndeea

consta(i)(j) =1

get(a,i) = a(i)

seta(a.i,m() = V) 177
n sonst

Beachte: set4(a,i,n) liefert ein Feld (array). Dieses Feld wird modelliert durch eine Funk-

tion, die Indizes aus index 4 auf Elemente aus nat, abbildet. Diese Funktion kann also

insbesondere an einer Stelle j € index, ausgewertet werden.

Informationen zur Vorlesung:
http://www-madlener.informatik.uni-kl.de/ag-madlener/teaching/ss2005/gdp/gdp.html



