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Aufgabe 3.1. Beweisen Sie Lemma 4.15, d.h. zeigen Sie:

(1) Fiir t vom Typ s ist vala ,(t) € sa.
(2) Ist 2’ ein weiterer Zustand iiber A und V mit z(X) = 2/(X) fiir alle in ¢ vorkom-
menden Variablen X, so ist vala ,(t) = vala . (t).

Aufgabe 3.2. (1) Sei (S, %) die Signatur der Algebra Nat (siehe Beispiel 4.4) und V/
mit V O {X,Y, Z : nat} eine geeignete Variablenmenge. Sei weiter die Substitution
o definiert durch o = {X/0,Y/succ(Y)}. Berechnen Sie
(a) [X + 0]
(b) 3XTIY - X =Y]o
() 3X (X =0AY < X)]o
(d) VY(EX X =0AY < X))o
(2) Seien o und p Substitutionen iiber der Signatur (S, %) und der Variablenmenge V.
Zeigen Sie: Es gibt genau eine Substitution v iiber (S,%) und V, so dass fiir alle
Terme ¢ iiber (S5,) und V folgendes gilt:

ty = (to)p

) die Signatur der Algebra Nat (siche Beispiel 4.4). Eine
)-Algebra, in welcher folgende Formeln giiltig sind:

Aufgabe 3.3. Bezeichne (
Peano-Struktur A ist eine (
(1) VX=0 = suce(X)

2) VXVY (succ(X) =succ(Y) - X =Y)

JVXX +0=X

) VXVY X + suce(Y) = suce(X +Y)

) VX X %0 =0
)
)

S,y
S,y

VXVY X xsuce(Y) = (X*Y)+ X

Fiir jede Formel ¢ iiber (S, %) und V das 'Induktionsprinzip’:

(({X/0} AVX (o — [pl{X/succ(X)})) — VX ¢)

Die oben angegebenen Formeln heiflen Peano-Aziome. Eine k-stellige Relation R in einer

(S, 3)-Algebra A heifit definierbar, wenn eine Variablenmenge V' und eine Formel ¢ {iber
(S,%) und V existiert, so dass

(a/l, e ,ak) - R & A }:z(Xl/al

Zum Beispiel ist in Nat die Menge der geraden Zahlen definierbar. Betrachte etwa eine

Variablenmenge V' O {X,Y : nat} und die Formel 3Y X =Y + Y.
(1) Ist Nat eine Peano-Struktur? Zeigen Sie mit Hilfe der Definitionen 4.17 und 4.18,
dass mindestens ein Peano-Axiom in Nat gilt. Uberpriifen Sie die Giiltigkeit der

Formel -(X =Y) — X <Y in Nat.
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Xp/a) ¢ fidr alle (aq,...,a;) € R.

-----



(2) Geben Sie das Induktionsprinzip fiir die Formel ¢ = (X =0V 3Y X = succ(Y))
an.

(3) Zeigen Sie, dass die die Menge der Primzahlen (als einstellige Relation gesehen)
in Nat definierbar ist. Verwenden Sie hierbei, dass die Teilbarkeitsrelation in Nat
definierbar ist.

(4) Zeigen Sie, dass die Relation des grofiten gemeinsamen Teilers ggT in Nat definier-
bar ist, wobei

geT(z,y,2) & z ist der grofite gemeinsame Teiler von x und y

Aufgabe 3.4. Sei a das folgende Programm {iber einer beliebigen Signatur und einer
Variablenmenge, die die paarweise verschiedenen Variablen X, Y und T eines Typs s
enthalte:
T =X, X=Y;,Y =T,

Zeigen oder widerlegen Sie folgende Aussagen:

(1) z[a]az(X/vala.(Y),Y/vals (X))

(2) z[a]az(X/vala . (Y),Y/vala .(X),T/vala (X)),
jeweils fiir eine beliebige Algebra zur Signatur und einen beliebigen Zustand z.

Informationen zur Vorlesung:
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