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Aufgabe 3.1. ad 1: (Strukturelle Induktion im Termkalkiil)

[y}: X ist Variable vom Typ s. Nach Definition ist
vala (X) = z(X). Der Zustand z iiber A und V' ordnet
der Variablen X einen Wert z(X) in der Menge s zu
(Definition).

[2]: c :— s Konstante. Es ist vals.(c) = c4 und es gilt
Cp € Sa (Def)

{fé’—’t"} : Sei Behauptung fiir ¢4, ..., t, erfiillt. Dann ist nach De-
Tyoo-

) finition:
vala,(f(ti, ... tn) = fa(vala(t1),...,vala.(t,)).

Wegen fa: sy X+ x 8% — s4 und Ind. Vor. gilt fa(vala.(t1),...,vala.(t,)) € sa.
q.e.d.
ad 2: (Strukturelle Induktion im Termkalkiil).
[7}: ~valy ,(X) = 2(X)

= 2/(X)

=wval »(X)
[5]: valy .(c) = ca = vala »(c)

{ffl’—’t"} . Sei Behauptung fiir ¢4, ..., erfiillt. Dann gilt
o vala . (f(ti,. .. tn)) = fa(vala.(t1),...,vala (1))
= fA(UalA,Z/(h), N ,U&lA7zl(tn))

fr—y UGIA,Z’(f(tla oo ,tn>>
q.e.d.

Aufgabe 3.2. Losung

Lésung zu Aufgabenteil (1)

Sei VO {X,Y,Z, X" Y' Z': nat} eine Variablenmenge.
(1) 0+0

(2) IX/AV' -X' = V"

(3) 3X’ (X' =0 Asucc(Y) < X')
(4) VY'(3X' X' =0 A Y < 0)

Lésung zu Aufgabenteil (2)

[1 ] Wir zeigen zunéchst die Existenz einer solchen Substitution.
Seioc={X;/s;|i=1,....m}tund p={Y;/t; |i=1,...,n}.
Definiere
1



vi= {Xi/(sip) |i=1,...,mund X; # s;p} U
{Yi/t:]i=1,...,nund Y; € {X1,..., Xin}}
[1.1 ] Mit strukturellen Induktion im Termkalkiil zeigen wir nun
ty = (to)p fiir alle Terme ¢ tiber (S, %) und V.
[1.1.1 | t = X: Wir unterscheiden drei Fille:
[1.1.1.1] X = X, fiir ein i € {1,...,m}.

Dann ist
PO falls X; # s;p
X falls X, = sip
= Sip
= (Xio)p
[1.1.1.2 ] X =Y firein: € {1,...,n}.
Dann ist
Y, . tz fa,HSY; g{Xl,...,Xm}
7= s;p fallsY; = X; furein j € {1,...,m}

Y;P falle; g{XhaXm}
(X,o)p fallsY; =X, firein j € {1,...,m}
= (Yio)p
1113 ] X &{X;|i=1,....m}uU{Y;|i=1,...,n}.
Dann ist Xy =X = (Xo) = (Xo)p
[1.1.2 ] t = ¢: Behauptung folgt unmittelbar aus Definition 4.10.
[1.1.3 ] t = f(t1,...,t,): Sei Behauptung fiir ¢4, ..., ¢, erfiillt.

Dann ist
flte, .. tn)y = fltiy, .. tay) (Definition 4.10)
= f((tro)p, ..., (t,o)p) (Vor.)
= f(tio,...,t,0)p (Definition 4.10)

= (f(t1,...,tn)o)p (Definition 4.10)

(
Also existiert eine (!) Substitution mit der geforderten Eigenschaft.

q.e.d. [[1.1]]
[2 ] Es muss noch die Eindeutigkeit der Substitution gezeigt werden.

Sei also 4" weitere Substitution mit t7 = (to)p fiir alle ¢ iiber (S, %) und V.
Dann gilt insbesondere X+ = (Xo)p = X~ fir alle X € V.
2.1 | Wir zeigen

7=7gdw X7=X7"fiiralle X € V

[2.1.1 ] Aus 7 = 7/ folgt unmittelbar X7 = X7’ fiir alle X € V.

[2.1.2 ] Sei umgekehrt X7 = X7’ fiir alle X erfiillt.
Seit ={X;/s;|i=1,...,m}und X,/s; € Tfiireinj € {1,...,m}.
Dann gilt

X, =5 (nach Definition 4.10)
= X;7" (nach Vor.)

J
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Da X, # s; folgt X,;7" # X,. Somit ist X,/s; € 7" und insgesamt
7 C 7'. Analog folgert man 7" C 7 und damit 7 = 7’.
q.e.d.

Aufgabe 3.3. Lisung zu (1)

Wir zeigen die Giiltigkeit der Formel ¢ = VXX + 0 = X in Nat (siehe 4.4) unter Ver-
wendung der Definitionen 4.17 und 4.18. Sei dazu V' 2 {X : Nat,Y : Nat} eine geeignet
gewéhlte Variablenmenge.

Es gilt: Nat = ¢ gdw fiir alle Zusténde z iiber V und Nat gilt Nat =, ¢.
Zeige: Nat =, VXX +0=X

Nat =, VXX 4+0=X

fir alle n € natyqg (= N) gilt Nat = (x/m) X +0 =X

fir alle n € natyg: gilt valyat,-(x/n) (X + 0) = valyar,(x/m) (X)

fur alle n € natyg: gilt valyat,»(x/n)(X) +Nat Valnar, 2(x/n)(0) = valyat 2 (x/m) (X)
fiir alle n € natyg gilt 2(X/n)(X) +nat Onar = 2(X/n)(X) gdw

fiir alle n € natyg gilt 1 +not Ovae =1

fiir alle n € naty, gilt n=mn

true

Verwende Definition 4.17 und 4.18 um zu zeigen, dass die Formel =(X =Y) - X <Y
nicht in Nat giiltig ist. Verwende ein ’Gegenbeispiel’, etwa gilt 1 # 0, aber nicht 1 <y 0.

1 A

Sei also z ein Zustand iiber V' und Nat mit 2(X) =1 und 2(Y) = 0.
Widerlege: Nat =, ~(X =Y) - X <Y

< Natle, (X =Y)oder Nat =, X <Y

< Natl, X =Y oder Nat =, X <Y

< valyat . (X) = valyae . (Y) oder valyar . (X) <yar valyar ()
& 2(X) =2(Y) oder 2(X) <wya 2(Y)

< 1=0oder 1 <pu0

& false oder false

< false

Lésung zu (2)
Sei p =X =0V (Y X =suce(Y)). Das ¢ zugeordnete Induktionsprinzip lautet:

(QOO A QOX—>succ(X) ) — Pvx
mit
%o
P X —suce(X)
Pvx

(0=0V3Y0 =succ(Y))
VX (¢ — (succ(X) =0V (FYsuce(X) = succ(Y))))
VX
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Lésung zu (3)
Sei Y primzan definiert durch

VYWVZ(X =Y - Z — (Y =succ(0) V Z = succ(0))) A X # succ(0))

Es muss gezeigt werden, dass @p,imzqn die Menge P der Primzahlen in nat definiert. Ver-
wende hierzu wieder Definitionen 4.17 und 4.18.

Sei n € natyng, 2 Zustand iiber V und Nat.
Zeige: Nat |=.(x/n) PPrimzaht < 1 ist Primzahl.

Nat ):z(X/n) P Primzahl
< {Definition 4.17}

fiir alle a,b € natyq gilt

Nat =.xmyv/ayzm (X =Y - Z — (Y =succ(0) V Z = succ(0))) A X # succ(0))
< {Definition 4.17 wiederholt anwenden}

fiir alle a,b € natyg gilt (n #a-boder a=1oder b=1) und n # 1
& {Algebra}

n ist Primzahl

Lésung zu (4)
Sei pgqr definiert durch
(ZIXNZIY)NNZ'(Z'N\X NZ'Y) — Z'2))

Die Formel @447 besitzt drei freie Variablen, namlich X, Y, Z. Anschaulich sagt die Formel
@wgg1, dass Z ein gemeinsamer Teiler von X und Y ist (Z| X A Z|Y'), und dass jeder weitere
gemeinsame Teiler 7' von X und Y ein Teiler von Z ist. Die Teilbarkeitsrelation | C Nat?
ist ebenfalls in Nat definierbar. Sie léasst sich durch folgende Formel definieren:

o =32Y =7 X,

d.h. X|Y (X teilt V), wenn es eine Faktorisierung Y = 7 - X gibt.
Es muss gezeigt werden, dass @447 die dreistellige Relation gg'T C Nat® definiert. Verfahre
hierbei analog zu vorherigem Aufgabenteil.

Aufgabe 3.4. Sei a folgendes Programm {iber einer beliebigen Signatur und einer Varia-
blenmenge V mit V 2 {X,Y,T}:

T=X; X=Y,Y =T,

Dabei seien T, X, Y verschiedene Variablen.

ad (1) Zeige: Es gibt eine Algebra A und Zusténde z, 2/, so dass
z[a] 2’ mit 2 = 2(X/vala . (Y),Y/vala (X))

nicht gilt.
Wiihle z.B. die Algebra Nat und einen Zustand z : V' — Nat mit 2(T) = 3, z2(X) = 4,
2(Y) = 5. Dann gilt z[a]]z(X/5,Y/4,T/4), aber nicht z[a]z(X/5,Y/4).



ad (2) Fir alle Algebren A und Zustéande z gilt
z[a]z(X/vala . (Y),Y/vala(X), T /vala (X))

Beweis:

Unter Verwendung der Definition 4.27 ergibt sich:
(1) 2[T := X; a2’ mit 2’ = 2(T/vala (X))
(2) Z'[X :=Y; [4a2” mit

2" =2 (X/valg (Y
= z(T/vala (X
= 2(T/vala (X
= z(T/vala (X
(3) 2"[Y :=T; JaZ"” mit

)
(X valaz(rjvars . (x)(Y))
))(X fvala.(Y))
), X/vala .(Y))

2" =2"(Y/vala . (T))
= 2(T/vala.(X), X/vala.(Y))(Y/vala z(r/vata..(x), X vala.v)) (T))
= 2(T/vals (X)), X/vala,(Y),Y/valy (X))

(4) Mit obigen Ergebnissen ergibt sich insgesamt (vergl. Definition 4.27, Komposition)
die Behauptung.

Informationen zur Vorlesung:
http://www-madlener.informatik.uni-kl.de/ag-madlener /teaching/ss2005/gdp/gdp.html



