Grundlagen der Programmierung

SS 05
Prof. Dr. K. Madlener
Losungshinweise zu Ubungsblatt 4

Aufgabe 4.1. Sei « eine Schleife iiber (S,%) und V' (d.h. « = while B do ( end;).
I1.V.#°8: Fiir alle Zustéinde z,z’ iiber A und V und alle Teilprogramme 3 von «a gilt:
2[B]az’ gdw. 3t € N : I4(5, 2) = (g, 7).
—: Es gelte z[a]2',d.h. es gibt n € N und Zusténde z, ..., 2z, mit z = 29, A |=,, B und
zilBzis1 fa. 0 <i<n, AW, Bund z, = 2.
Nach L.V., gibt es t1,...,t, € Nmit I5(3,2) = (¢, zi41) f.a. 0 < i < n. Wihle ¢
jeweils minimal.

Es gilt nun:
]1511“1)*'"*(1”")“(04, 2) = ]gl+...+(1+tn)+1(ﬁa’ ) (A ., B)

_ Iﬁ‘1+t2)+"'+(1+t")+1(a, Z1)

«, Zn—l)
= [ianrl(ﬁaa Zn—l) (A ):Zn—l B)
= [A(a7 Zn)

= (&, 7). (A2, B)
Firt:=n+1+> 1"t gilt also I'(a, 2) = (g, 7).

— : Es gelte Iy (o, 2) = (g,2).
Zu zeigen ist z[a] 42’. Beweis per Induktion iiber ¢:

t=1: Ix(a,2) = (,2") = AW, B— z[a]az und z = 2.

t > 1: Es gelte I'y(a, 2) = (g, 2').
(Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass I{(a, ) # (g, 2') fiir alle t' < ¢ gilt.)
Dat>1,glt Al B.
3" € N: 1Y (B,2) = (g,2"), da sonst I4(a, z) nicht definiert wire. Ferner ist
1<t'<t—1.
Esist (e,2) = I (a, 2) = IVY(6; a,2) = I (a, 27).
Nach I.V.Mein gilt 2"[a] 42’ und nach 1.V.8° gilt z[3] 42" .
Also: z[3; a4z’
Wegen A =, B ist also auch z[a] 42" giiltig.
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Aufgabe 4.2.
2(M)>0: 2(X)>0: !

2(2) LZ(M)
2(V) = 2(X) = | 253 |2(M)
2(X)=0 2(Z)=0= 255
2(Y) = 2(X) p
= +(X) - L5 00)
=0
2(X)<0: 2Z(Z) =0,
2(Y) = 2(X)
2(M)=0: 2(X)>0 1
2(X)=0 1
2(X) <0 2(Z) = 0;
Z(Y) = 2(X);
2(M)<0: 2(X)>0: 1
2(X)>2z(M): 1
X)) <z(M): 2(Z) =0
2(Y) = 2(X)

D.h.: [a]a(z) T gdw. 2(X) > 2(M) und z(M) < 0.
bzw. [a]a(z) | gdw. 2(X) < z(M) oder z(M) > 0.

iji z Zustand mit [a]4(2) | und 2’ = [a]a(2).
(X)) = z(X()X,)z'(M) = z(M).
N2 = {L;M)J , falls (M) > 0 und 2(X) >0

0 , sonst

2(X)

Alternative Losung

Kriterium: In € N(z(M) > 32)) = 32/(z[a]?).
Sei ( der Teil

whileY > M doY =Y - M; Z:= 7 +1;

end;
von q.

, sonst.

L%J nicht def.

2(X) — Lj((ﬁ))Jz(M)nicht def.

z(X
EiE

) 2(X)
()~ L Z3p ) 201) > =)
——

>1

<0

, falls (M) > 0 und 2(X) >0
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a) «—: « terminiert gdw. [ terminiert. Dann existiert n, 2o, ...z, mit zy = 2(Y/2(X), Z/0),
z2n =2, 7L -, M<Yundfurallezm1t0<z<ng11tzZﬂY =Y - M,; Z :=
Z+1; ]]z,HundZ):ZMgY

Zuerst zeigen wir, dass fiir alle ¢ mit 0 < i < n die Gleichung z; = 2(Y/2(X) —
iz(M), Z/i) gilt. Behauptung ist fiir 2o klar (IA).
LVii<nAz=z2Y/2(X)—iz(M), Z]/i).
Wegen z,[Y :=Y — M; Z :=Z +1; ]z;41 erhalten wir
ziy1 = 2(Y/2z(x) — (i+1)2(M), Z/i+1).
Somit gilt z, = 2(Y/2(X) —nz(M), Z/n) und wegen Z ., M <Y folgt
ZE, M>Y < ZE z,(M)>z,(Y)
— ZEz(M)> (2(x) —nz(M))
= (M) >
b) —: Zuerst beweisen wir:

2(X)

(M) —1 =177, 2) = (B,2(Y/2(X) — kz(M), Z/k))

Vke N k<

Fiir © = 0 ist die Behauptung erfiillt.
Wenn die Behauptung fiir 7 < j((ﬂ)?) — 2 richtig ist, dann

5 0z) = 15,2 (Y/2(X) = i=(M), Z/1))

L RY =Y M Z= 241 B, 2(Y]2(X) — i2(M), Z)i))
= (B,2(Y/2(X) = (i + 1)2(M), Z/(i + 1))
Sei n € N minimal mit (z(M) > Zlf;l)) Fiir alle k& < n gilt 2(M) < Zl(fz, d.h.
Vk <nk < 25D
e 1”3*1(5, z) = [gfll(ﬁ, z(lY/z(X) —(n=1)2(M), Z/(n — 1))
weiln —1<n
= 12(8,2(Y/2(X) —nz(M), Z/n))
weil z(M) > i(fn)
= (62(Y/2(X) = nz(M), Z/n))
Wegen der Aquwalenz der Semantikbegriffe gilt z[a]z(Y/z(x) — nz(M), Z/n).

Aufgabe 4.3. Lisung zu Aufgabenteil (1) Siehe Beispiel 4.30 aus Vorlesung.

Lésung zu Aufgabenteil (2)

[1 | Zundchst wird das Programm mit den entsprechenden Kommentaren ¢;,i =
0,...,8 versehen.



{true} = @y
Z =X,
{Z=X}=¢
7' =0
(Z=XNZ =0} =g,
(Z<YVZ =Y)NZ=X+2'} = p5(=¢€)
while =Y = 7’ do
{(Z<YNVZ =Y)NZ=X+Z)\N-Y =7"} =ps(=E N B)
Z = succ(Z);
{(Z<YVZ =Y)NZ =succ(X+Z)ANY =7"} = 5
7' i=suce(Z'); {(Z'<YVIZ =Y)NZ=X+2"} = ps(=€)
end;
(2 <YNVZ =Y)NZ=X+Z) A=Y = Z'} = oy(= € A=B)
(Z=X+V} =g

[2 ] Danach werden die Beweisaufgaben aus dem kommentierten Programm extrahiert

und einzeln aufgefiihrt.

| true — [p:{Z/X}

| o1 — [p2){Z'/0}
2.3 | w2 — 3
2.4 ] o1 = [ps]{Z/succ(2)}
2.5 | 5 = [pl{ 2" /succ(Z')}
2.6 | o7 — s

2.1
2.2
[
[
[
[

3] Sei V2 {X,Y,Z, 7'} eine geeignet gewéhlte Variablenmenge. Sei weiter z ein

Zustand iiber Nat und V.

3.1 ] Nat |=, true — [p1[{X/Z} gdw
Nat £, true oder Nat =, Z = Z gdw
ValNat,z<Z) = ValNat,z(Z) \/

3.2 ] Nat = o1 — [p2]{Z'/0} /

3.3 ] Nat =2 02 — 3 v/

3.4 ] Nat =, w4 — [@s]{Z/succ(Z)} gdw
Natl=, (Z'<YVZ =Y)NZ=X+Z)ANY =7")—
(Z<YVZ =Y)Asucc(Z) =suce(X + Z')) A=Y = 7') gdw
Nat £, 4 oder
Nat =, ((Z' <YV Z =Y) Asuce(Z) =suce(X +Z"))NY = Z7)
Zeigen Sie nun, dass unter der Voraussetzung Nat =, ¢4 auch

Nat =, (Z' <YV Z =Y) Asuce(Z) =suce(X + Z")) A=Y = Z') gilt. v/

3.5 ] Nat =, @5 — [ps{Z' /[suce(Z')} /
3.6 | Nat |=. o7 — w8 v/

Aufgabe 4.4. Losung
Lésung zu Aufgabenteil (1)

[3.4.1 | Nat B~ {true} X :=succ(X); {X = succ(X)}



Lésung zu Aufgabenteil (2)
[3.4.2 ] Betrachte folgendes Beispiel in Nat:
Nat =H{X =0AY =1}1X=Y; YV =X,
{X=1AY =1}

Nat =H{X =0AY =1}Y = X; X =Y,
(X=0AY =0}

Also ist Regel ohne die Bedingung an die Variablen nicht korrekt! Die Regel fiir
Zuweisungsfolgen (Folien, 5.9) liefert hier

p — {u3Y/s]][X/1]

[Pl X =1t YV :=s; [¢]
In jeder Algebra A iiber der entsprechenden Signatur (S, %) ist die Formel
[[Y[{Y/s}{X/t} logisch dquivalent zu [¢)]{ X/t,Y/s}, wenn die Variablenbedingung
erfiillt ist. (Warum?)
Man kann also ‘HC erweitern um

¢ — [WH{X/t,Y/s}
{e}X =t; YV :=s; {4}

p — [W{X/t,Y/s}
{p}Y =5 X =t {¢}
Diese Erweiterung ist nach obiger Argumentation korrekt.
Seinun A = {p}X =t Y :=s; {¢}.
Dann gilt in A:

Ao — WI(X/t,Y/s)
Regel (2) liefert
AEA{e}Y =5 X =1t {¢}
Also kann HC um die Regel
{p}X =tV =5 {¢}
{p}Y =5 X =t {¢}

erweitert werden (und diese Erweiterung ist korrekt).
q.e.d.

Aufgabe 4.5. Erweiterung Def. 4.25:

(0%

_ B Boolesche-Formel iiber (S, %),V
repeat « until B;

Erweiterung Def. 4.27:



z[repeat o until B; Ja2' <= 3In und 29, 21..., 2p11
20=2
Vi(0 <1 < n)za]zia
Vi(l <i<n)AW., B
Zp1 =2 und A |=,,,, B
Erweiterung Def. 5.4:

{r}a{€}, {£ A ~Bla{€} (€A B) = ¢)
{¢}repeat a until B; {¢}

Erweiterung Satz 5.8:

Sei z und 2’ mit A =, ¢, z[repeat o until B; ]2’. Sei weiter e a) {@}repeat a until B{¢}.
Wir werden zeigen, dass A =,/ ¢ gilt.

Wegen der Eindeutigkeit des Kalkiils HC'(A) existiert ¢ mit folgenden Eigenschaften:

o AR {p}afe)
e AR {EA-Blafe)
« AL ((€AB) =)

Nach Voraussetzung existieren n und (z;)o<i<n+1 mit folgenden Eigenschaften:
® 2p—= =%
o Vi(0 <i<n)zla]zi
o Vi(l<i<n)AW, B
2, =2udA. B
Zunéchst zeigen wir Vi(1 <i<n+1)A |, .
e i=0:Aus A=, ¢,z =2, 2][a]z und A = {pta{c} folgt A =, &
e 1 <i<nt+l:DaAl=,, {und A £, B, gilt A ., (EA-B). Wegen z;[a]z;+1 und A =
{&€ N=B}a{&} erhalten wir A =, &
Wegen A=, ., Eund A=, Bfolgt A=, . §AB. Wegen A |= (A B) — 1) erhalten
wir A =, ¥.

Zusatz: Programme mit Kommentaren

Erweiterung Def. 5.6

Kommentar: { PL-Formel } oder { PL-Formel, PL-Formel }
Syntax von Programmen:

o {0} repeat {¢, (6 A =B)}a{} until B; {{ A BH{y}

Beweisverpflichtungen: Gezeigt werden miissen:

e {p1}ta{v} und {p2}a{v},

wenn {1, po}a{yy} im kommentierten Programmtext vorkommt.

Als Beweisverpflichtungen ergeben sich also im obigen Fall:

o {pta{c}



o {{A-Ba{c}
o {{ABHY}
Die sind offensichtlich die Préamissen fiir die Kalkiil-Regel '{¢} repeat a until B; {¢}".

Informationen zur Vorlesung:
http://www-madlener.informatik.uni-kl.de/ag-madlener/teaching/ss2005/gdp/gdp.html



