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Lösungshinweise zu Übungsblatt 5

Aufgabe 5.1. a)Beh.: A |= {ϕ}α{ψ}(1) und A |=z ϕ
(2) → z ∈ wlpA(α, ψ).

Bew.: Wegen (1) gilt f.a. Zustände z, z′ : A |=z ϕ und z[α]Az
′ → A |=z′ ψ.

Wegen (2) gilt also (bei gegebenem z) f.a. Zustände z′:
z[α]Az

′ → A |=z′ ψ,
also nach Def. z ∈ wlpA(α, ψ).

Alt.: • Falls ein z′ existiert mit z[[α]]Az
′, erhalten wir A |=z′ ψ (wegen A |=

{ϕ}α{ψ}). Es gilt z ∈ wlp(α, ψ).
• Falls [[α]]A(z) nicht definiert ist, ist die Aussage ∀z′(z[[α]]Az

′ ⇒ A |=z′ ϕ)
wahr und es gilt z ∈ wlp(α, ψ).

b)Beh.: A |= {ϕ}α{ψ}(1) und z′ ∈ spcA(ϕ, α)(2) → A |=z′ ψ.
Bew.: Wegen (2) gilt: es gibt einen Zustand z, so dass A |=z ϕ und z[[α]]Az

′.
Wegen (1) gilt nach Definition A |=z′ ψ.

c)Beh.: Sei wlpA(α, ψ) durch Wα,ψ definierbar.

(i) A |= {Wα,ψ}α{ψ}

(ii) ∀ξ : A |= {ξ}α{ψ} −→ A |= (ξ → Wα,ψ)

Bew.: (i) Sei z und z′ Zustände mit A |=z Wα,ψ und z[[α]]Az
′.

Dann ist nach Definition z ∈ wlpA(α, ψ). Damit gilt A |=z′ ψ,
also auch A |= {Wα,ψ}α{ψ}.

(ii) Es gelte A |= {ξ}α{ψ}(1).
Für alle Zustände z mit A 6|=z ξ gilt A |=z ξ → Wα,ψ.

Sei nun z ein Zustand mit A |=z ξ.
i Falls ein z′ mit z[[α]]z′ existiert, wissen wir mit (1), dass A |=z′ ψ

und somit z ∈ wlp(α, ψ) gilt.
Also gilt A |=z Wα,ψ und damit A |=z ξ → Wα,ψ.

ii Falls [[α]](z) nicht definiert ist, gilt ∀z′(z[[α]]z′ ⇒ A |=z′ ψ).
Somit ist z ∈ wlp(α, ψ), und damit A |=z ξ → Wα,ψ.

Also A |= ξ → Wα,ψ.
d)Beh.: Sei spcA(ϕ, α) durch Sϕ,α definierbar.

(i) A |= {ϕ}α{Sϕ,α}.

(ii) ∀ξ : A |= {ϕ}α{ξ} −→ A |= (Sϕ,α → ξ).
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Bew.: (i) Es seien z und z′ Zustände mit A |=z ϕ und z[α]Az
′.

Dann ist nach Definition z′ ∈ spc(ϕ, α). Damit gilt A |=z′ Sϕ,α,
also auch A |= {ϕ}α{Sϕ,α}.

(ii) Es gelte A |= {ϕ}α{ξ}(1).
Sei z′ ein Zustand mit A |=z′ Sϕ,α, d.h. z′ ∈ spcA(ϕ, α).
Dann gibt es einen Zustand z mit A |=z ϕ und z[α]Az

′.
Wegen (1) gilt nun A |=z′ ξ.
Damit gilt A |=z′ (Sϕ,α → ξ) und somit A |= (Sϕ,α → ξ).

e)Beh.: spcA(ϕ,X := ti) ist durch Sϕ,X:=ti = ∃Y ([ϕ]{X/Y } ∧ (X = t{X/Y }))) defi-
nierbar (Y 6∈ V AR(ϕ) ∪ V AR(t) ∪ {X}). (Sei s der Typ von X und t.)

Bew.: Wir brauchen die folgende Sätze:
Wenn Y 6∈ V AR(X, t, ϕ) mit Typ(Y ) = Typ(X) ist, gilt:

valA,z′(Y/α)(t{X/Y }) = valA,z′(X/α)(t)

und für jeden Wert α ∈ sA mit Typ(α) = Typ(X):

A |=z′(Y/α) [ϕ]{X/Y } gdw A |=z′(X/α) ϕ

(siehe Vorlesung, Lemma 4.15 und 4.22).
Zeige nun:

A |=z′ ∃Y ([ϕ]{X/Y } ∧X = t{X/Y }) ⇔ z′ ∈ spcA(ϕ, α)

“⇒”:

A |=z′ ∃Y ([ϕ]{X/Y } ∧ (X = t{X/Y }))
⇒ ∃α ∈ SA[A |=z′(Y/α) [ϕ]{X/Y }

und A |=z′(Y/α) (X = t{X/Y })]
⇒ ∃α ∈ SA[A |=z′(Y/α) [ϕ]{X/Y }

und z′(Y/α)(X) = z′(X) = valA,z′(Y/α)(t{X/Y })
Sei z = z′(X/α). Es gilt:
z′ = z(X/valA,z(t)) (weil z′(X) = valA,z′(Y/α)(t{X/Y }) = valA,z′(X/α)(t) =
valA,z(t))
sowie A |=z′(Y/α) [ϕ]{X/Y } gdw. A |=z′(X/α) ϕ gdw. A |=z ϕ
d.h. es gibt Zustand z mit A |=z ϕ und z′ = z(X/valA,z(t)).

“⇐”:

∃z[A |=z ϕ und z′ = z(X/valA,z(t))]( =⇒ z = z′(X/z(X)))

⇒ A |=z′(X/z(X)) ϕ und z′(X) = valA,z′(X/z(X))(t)

Sei Y neue Variable mit Y 6∈ V AR(X, t, ϕ)

⇒ A |=z′(Y/z(X)) [ϕ]{X/Y } und

z′(Y/z(X))(X) = z′(X) = valA,z(t) = valA,z′(Y/z(X))(t{X/Y })
⇒ A |=z′(Y/z(X)) [ϕ]{X/Y } und A |=z′(Y/z(X)) X = t{X/Y }
⇒ A |=z′ ∃Y ([ϕ]{X/Y } ∧X = t{X/Y })
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Aufgabe 5.2. a) Wir zeigen, dass die stärkste Nachbedingung

spcNat(X = Y, Y := X + Y ,X := X + Y )

durch die Formel X +X = Y + Y + Y definierbar ist.
Dazu reicht es nach 5.2.c) Formeln ξ und ζ anzugeben, so dass

ξ die spcNat(X = Y,X := X + Y )

und

ζ die spcNat(ξ, Y := X + Y ) definieren.

Aus 5.1.e) ergibt sich zunächst
SX=Y,Y :=X+Y = ∃U1(U1 = X ∧ Y = U1 +X)︸ ︷︷ ︸

=:ξ′

(U1 6∈ {X, Y })

Es gilt: Nat |= ξ′ ↔ ∃U1(U1 = X ∧ Y = U1 + U1)︸ ︷︷ ︸
=:ξ

Daher definiert ξ die spcNat(X = Y, X := X + Y ).
Nochmaliges Anwendungen von 5.1.e) ergibt:
Sξ,X:=X+Y = ∃U2(∃U1(U1 = U2 ∧ Y = U1 + U1) ∧ (X = Y + U2))︸ ︷︷ ︸

=:ζ′

(U1, U2 6∈ {X, Y }).

Es gilt:
Nat |= ζ ′ ↔ ∃U(Y = U + U ∧X = Y + U)︸ ︷︷ ︸

ζ′′

Nat |= ζ ′′ ↔ ∃U(Y = U + U ∧X = U + U + U)︸ ︷︷ ︸
ζ′′′

Nat |= ζ ′′′ ↔ Y + Y + Y = X +X︸ ︷︷ ︸
ζ

Daher definiert ζ die spcNat(ξ,X := X+Y ) und damit wegen 5.2.c) die spcNat(X =
Y, Y := X + Y, X := X + Y ). Mit der Abkürzung 2 = succ(succ(0)) und 3 =
succ(succ(succ(0))) ergibt sich Nat |= Y + Y + Y = X +X ↔ 3 ∗ Y = 2 ∗X.
Damit gilt insgesamt
Nat |= {X = Y }Y := X + Y, X := X + Y {3 ∗ Y = 2 ∗X}.

b) Für welche α, ϕ gilt in einer Algebra A

(i) A |= {ϕ}α{FALSE}

(ii) A |= {ϕ}α{TRUE} ?

Zu (i): Sei A eine geeignete Algebra.

A |= {ϕ}α{FALSE}
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gdw. F.a. Zustände z, z′: A |=z ϕ und z[[α]]Az
′ → A |=z′ FALSE

gdw. F.a. Zustände z, z′: ¬(A |=z ϕ und z[[α]]Az
′) oder FALSE

gdw. F.a. Zustände z, z′: A 6|= ϕ oder (z[[α]]Az
′ gilt nicht)

gdw. F.a. Zustände z, z′: A |=z ϕ→ (z[[α]]Az
′ gilt nicht).

Ist also ϕ = FALSE, so gilt A |= {ϕ}α{FALSE} für beliebige α.
Desweiteren gilt A |= {ϕ}α{FALSE} immer dann, wenn für einen Anfangs-
zustand z, mit A |=z ϕ das Prgoramm α nicht terminiert (d.h. kein z′ existiert
mit
z[[α]]Az

′).

Zu (ii): A |= {ϕ}α{TRUE} gdw. ∀z, z′(z[[α]]Az
′ und A |=z ϕ → A |=z′ TRUE) gdw.

TRUE. Also gilt {ϕ}α{TRUE} für alle α und ϕ.

c) (i) Es gilt:
wlpA(αβ, ψ) = {z | f.a. z′ : z[[αβ]]Az

′ → A |=z′ ψ}
= {z | f.a. z′ : [[αβ]]A(z) = z′ → A |=z′ ψ}
= {z | f.a. z′ : [[αβ]]A(z) ↑ oder A |=[[αβ]]A(z) ψ}
= {z | [[α]]A(z) ↑ oder [[β]]A([[α]]A(z)) ↑ oder A |=[[β]]A([[α]]A(z)) ψ}
= {z | [[α]]A(z) ↑ oder [[α]]A(z) ∈ wlpA(β, ψ)}
= {z | [[α]]A(z) ↑ oder A |=[[α]]A(z) Wβ,ψ}
= {z | f.a. z′ : [[α]]A(z) = z′ → A |=z′ Wβ,ψ}
= {z | f.a. z′ : z[[α]]Az

′ → A |=z′ Wβ,ψ}
= wlpA(α,Wβ,ψ).

(ii) Es gilt
spcA(ϕ, αβ) = {z′ | ∃z(z[[αβ]]Az

′ ∧ A |=z ϕ)}
= {z′ | ∃z(∃z′′(z[[α]]Az

′′ ∧ z′′[[β]]Az
′) ∧ A |=z ϕ)}

= {z′ | ∃z′′∃z(z′′[[β]]Az
′ ∧ z[[α]]Az

′′ ∧ A |=z ϕ)}
= {z′ | ∃z′′(z′′[[β]]Az

′ ∧ ∃z(z[[α]]Az
′′ ∧ A |=z ϕ))}

= {z′ | ∃z′′(z′′[[β]]Az
′ ∧ z′′ ∈ spcA(ϕ, α))}

= {z′ | ∃z′′(z′′[[β]]Az
′ ∧ A |=z′′ Sϕ,α)}

= spcA(Sϕ,α, β).

Aufgabe 5.3. ad 1,2: Da α für jeden Startzustand z terminiert, gilt offensichtlich.

(1) wlpNat(α, ψ) ∩ wlpNat(α,¬ψ) = ∅

In Nat gelten die folgenden partiellen Korrektheitsaussagen:
(i) Nat |= {∃z X = z + z}α{ψ}
(ii) Nat |= {¬∃z X = z + z}α{¬ψ}

Somit gilt wlpNat(α, ψ) = {z : Nat |=z ϕ} mit ϕ = ∃z X = z + z, denn

⊇ : Sei Nat |=z ϕ, wegen (i) folgt z ∈ wlpNat(α, ψ). (siehe auch Lemma 5.14, bzw. A6.1).
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⊆ : Sei z ∈ wlpNat(α, ψ). Dann gilt entweder Nat |=z ϕ oder Nat |=z ¬ϕ. Sei Nat |=z

¬ϕ, dann gilt analog zum Fall ⊇ : z ∈ wlpNat(α,¬ψ). Aus Gleichung (1) folgt z /∈
wlpNat(α, ψ). Widerspruch! Also gilt Nat |=z ϕ und insgesamt

wlpNat(α, ψ) = {z : Nat |=z Wα,ψ}
mit

Wα,ψ = ∃z X = z + z

ad 3: Es ist
wlpN(α, ψ) = {z : z(X) ist gerade Zahl}

mit den Aufgabenteilen 1 und 2. Diese Menge lässt sich umschreiben zu

wlpN(α, ψ) = {z(X/n) : n ist gerade Zahl}
Ann: Es gibt Wα,ψ mit wlpN(α, ψ) = {z : A |=z Wα,ψ}. Dann gilt {z : A |=z Wα,ψ} =
{z(X/n) : n ist gerade Zahl}. Also definiert Wα,ψ in N die Menge der geraden Zahlen.
Diese Menge ist weder endlich noch co-endlich, und damit in N nicht durch eine Formel
definierbar (siehe Beispiel 5.15, e). Widerspruch! Also ist N nicht ausdrucksstark.

Aufgabe 5.4. Beh.: fπ(x, y, z) =

{
x falls z = 0

y + 1 falls z > 0
f.a. x, y, z ∈ N.

Bew.: fπ(x, y, 0) = fPROJ(1)(x, y, 0) = x für alle x, y ∈ N.

fπ(x, y, z + 1) = fKOMP(SUCC,PROJ(2))(x, y, fπ(x, y, z), z)
= fSUCC(fPROJ(2)(x, y, fπ(x, y, z), z))
= y + 1

für alle x, y, z ∈ N.

Informationen zur Vorlesung:
http://www-madlener.informatik.uni-kl.de/ag-madlener/teaching/ss2005/gdp/gdp.html


