Grundlagen der Programmierung

SS 05
Prof. Dr. K. Madlener
Losungshinweise zu Ubungsblatt 7

Aufgabe 7.1. ad (1):

e 1. Beh.: A(z,y) >y
Bew.: Der Beweis erfolgt mit vollstédndiger Induktion iiber x.
LA :A0,y)=y+1>y
I.V.M : Fiir ein beliebiges x gelte die Behauptung A(x,y) > y.
1.S. : Zu zeigen ist A(x + 1,y) > y. Dies zeigen wir mit vollsténdiger Induktion
iiber y:
LA : A(z+1,0) = A(z, 1) >TV) 15 0,
1.V.22) :Fiir ein beliebiges y gelte A(x 4+ 1,y) >y
I.S.: Zu zeigen ist A(x +1,y+1) >y+ 1.
Al +1,y+1) = Az, A(z 4+ 1,y) >TVY) Az +1,y) STV y
Daraus folgt: A(x+1,y+1) > y+ 1. Damit ist die Induktionsbehauptung
fiir y bewiesen.
Also ist auf die Induktionsbehauptung fiir x bewiesen und somit die gesamte Be-
hauptung.
e 2. Beh.: A(x,y1) > A(z,ys), falls y; > yo
Bew.: Wir zeigen zunéchst, dass A(z,y + 1) > A(z,y) gilt:
Firz =0gilt: AO,y+1)=y+2>y+1=A(0,y)
Fiir x > 0 gilt: A(x,y + 1) =P A(x — 1, Az, y)) >1B Az, y)
Aus der Transititvitdt (a > bA b > ¢ ~» a > ¢) und Linearitit (Va,b,a # b € N :
a>bVb>a)von > folgt die Behauptung, also: A(x,y;) > A(x,ys), falls y1 > ys.
e 3 Beh.: A(x+ 1,y) > A(z,y + 1)
Bew.: Beweis mit vollstandiger Induktion iiber y:
LA : A(x 4+ 1,0) = A(x, 1)
1.V.: Fiir ein beliebiges y gelte A(z + 1,y) > A(x,y + 1).
LS. iy+1<tBeh A(z,y+1) < A(z +1,y)
~y+2 < A,y +1) <MV Az + Ly)()
Ausserdem:A(x,y + 2) <*Beht) A(x, Az +1,y)) = Az + 1,y + 1)
~Alz+Ly+1) > Az, (y+ 1)+ 1)
e /. Beh.: A(x +2,y) > A(z,2y)
Bew.: Aus der Definition von A folgt zunéchst: A(x,y) > A0,z +y) =x+y+1
(siehe dazu auch Aufgabeteil 3, (**)). Beweis der 4. Behauptung durch vollstandige
Induktion iiber y:
LA : A(x +2,0) = Az + 1,1) > A(x, 2) >2B A(z,0)
LV.: Alx + 2,y) > Az, 2y)
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IS, : Ale +2,y+1) = A(z + 1, A(z + 2,y)) >V Az + 1, A(z, 2y)) >3-Bet
Az, 1+ A(x,2y) ) > Az, 2y + 2) A(z,2(y + 1))
——
>x42y+1>2y+1

e 5. Beh.: A ist total
Bew.: Durch Induktion iiber x sieht man fiir x = 0 direkt, dass A fiir alle y definiert
ist. Im Induktionsschritt ergibt sich fiir ein beliebiges z+ 1 der Wert von A(x+1,y)
zu
Alz+1,y) = Az, A((x + 1),y — 1)) = A(z, A(z, A(x + 1,y — 2)))
= Az, Az, ... A(m—i—l 0).. )) A(:L’,A(x, A(x 1)...)).

y+1— mal y+1—mal

Dabei wird die Funktion nach der dritten Zeile der Definition (A(x + 1,y + 1) =
Az, A(x+1,y))) entwickelt und noch einmal die zweite Zeile der Definition (A(x +
1,0) = A(x,1)) benutzt. Die Definition von x + 1 wird also zuriickgefithrt auf
verschiedene Kombinationen von Werten der Art A(z,...), die nach I.V. bereits
definiert sind (formal: Im Induktionsschritt eine weitere Induktion iiber y).

ad (2):

Beh.: A ist p-rekursiv.
Beuw.: siehe Buch, S.172 (Achtung! Fehlerzeile 8:- - - n[2] — 1, rest3(n)). Begriinden Sie, dass
N primitiv rekursiv ist.

ad (3):

f:N—=N, f(z) = A(x,0) fiir alle x € N.
Beh.: f €73( )

Bew.: (Widerspruchsbeweis)

Ann.: f € P(N)

Definiere ¢ : N — N durch g(x) = f(2x 4+ 1) fiir alle x € N. Es ist ¢ € P(N), da
f, Multiplikation, konstante Funktionen, fsyce € P(N) und P(N) abgeschlossen bzgl.
KOMP.

Es gibt m € N mit g(x) < A(m,z) fiir alle x € N (siche Folie 124). Mit x = m ist also
g(m) < A(m,m). Weiter gilt A(m,m) < A(m,m+1) < A(m+ 1,m) und A(m+ 1,m) <
A(2m + 1,0) (siche Aufgabenteil (3), (xx)).

Andererseits: g(m) = f(2m + 1) = A(2m + 1,0). Widerspruch!
Also gilt f ¢ P(N).

ad (4):

Sei f: N — Nmit f(z) = py. Ay, x) — A(z,y) = 0 fiir alle z € N.
Beh.: f € P(N)
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Bew.: Nach Vorlesung gilt (x) A(z,y +1) < A(z + 1,y) fir alle 2,y € N (siehe Folie 123).
Es gilt sogar allgemeiner

A,y + k) < Az + k,y) (+x)
fiir alle x,y, k € N. Der Nachweis wird mit Induktion iiber N gefiihrt:

k=0:4
k—k+1:
Sei A(z,y + k) < A(z + k,y) fiir alle z,y € N. Es gilt

Alz,y+ (k+1)) =A(z,(y+1)+k)
<Al +ky+1)  (IV)
<A((z+k)+1y) (%)
<Az + (E+1),y)

Insbesondere gilt mit x = y = 0 fiir alle £ € N die Ungleichung A(0, k) < A(k,0), bzw. mit
x statt k (%% x) A(0,z) < A(z,0) fiir alle z € N.

Funktion f bestimmt zu einem gegebenen = € N das kleinste y, so dass A(y, z)—A(z,y) =0
gilt. Wegen (* * ) folgt f(x) = 0 fiir alle z € N. Es ist f € P(N), da Konstantenfunktion
€ P(N).

Aufgabe 7.2. Losung
REL, = {xq : @ ist n-stellige entscheidbare Relation.}

aBeh.: Es gibt fiir jedes n rel,, € R, mit (1) im(rel,) =
gibt es p € N mit x(7') = rel,(p, 7') fa. 7 € N.
Bew.: Sei n € N beliebig gewihlt.
Setzte nun rel, = sgn o ™ € Ry, —
(1) im(rel,) € {0,1}.
(2) Falls x € REL, — x € Ry, da REL, CR,.
— es gibt ¢ € N mit
X(7) =¢™(q,T)
— sgn(p (g, T)) da im(x) C {0,1}
=rel,(q, @) fa. T € N"
bBeh.: Es gibt nicht fiir jedes n € N eine Funktion rel,, € R (also total) mit dem
geforderten Eigenschaften.
Bew.: Sein > 1.
Ann.:Gilt doch.

{0,1} und (2) f.a. x € REL,

Definiere dann Q,, ... », gdw. rel,(z1, 21, ,2,) =0 fa. 1, -+ ,z, € N.
— Xq € REL,
— es gibt ¢ € N mit xo(z1, - ,z,) =rely(q, x1,- - ,z,) fa. xy,--- 2, €N

- XQ(Qa Loy« axn) - Teln(Qa q,To, - axn> =1 gdW Teln(qv q, T2, axn) =0
fa. x1,--- ,x, € N Widerspruch!.

Aufgabe 7.3. ad (1):
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h € RP(N).

Beh.: Es gibt f € P®)(N) mit

D400 @) = hey (2), 04" () £a. p.q,z €N.

Bew.: Sei g : N* — N mit g(x,p,q) = h(goél)(x), gpél)(x)) fa. x,p,q e N.

— es gibt m € N mit wg)(x,p, q) =g(z,p,q) fa. z,p,g e N

(da némlich g € RS (N) wegen h € RY(N), ¢ € RP(N), und R, abgl. bzgl. KOMP).
Mit dem s-m-nTheorem folgt gof?(x,p, q) = 905912)1(m,p,q)(x) fa. x,p,¢ € N (und Sy; €
PO(N)) |

Mit f:N? — Nund f(p,q) = Sa.1(m,p,q) f.a. p,q €N (und damit f € PP (N)) folgt also

A (@) = b (@), oD (@) fa. p,q,x € N.
ad (2):

Beh.: Es gibt m € N mit @%)(x) = gpg})(m) fa.x eN.
Bew.: Sei f: N2 — N mit f(z,y) = ¢\ (y) f.a. 2,y € N.
Nach dem Rekursionstheorem gibt es dann ¢ € N mit
o) (@) = f(w,q) = ¢V (g) fa. x €N.
ad (3):

Beh.: Es gibt m € N mit wg)(x,y) =mY.2" fa. x,y € N.
Bew.: Sei f: N* — Nmit f(z,y,k) =kv-2F fa. x,y ke N.
Da f € RS (N) (Warum?), gibt es also ein p € N mit

fla,y, k) = P (2,y,k) fa. z,y,k € N.

)
Nach s-m-n Theorem gilt weiter (fiir ein geeignetes S;, € P@(N)):

2
90;(;3) (ZE, Y, k) = SOA(SI),Q(nk;)(‘Ta y) f'a" r,y, k: € N

Mit g : N — Nund g(z) = Si2(p, 7) f.a. € Nist g € PW(N), und nach dem Fixpunktsatz
gibt es ein m € N, so dass
@ _ @
Pg(m) = Fm’

2 2 3 m
Also: <p,(n)(x, y) = 90591),2(p,m)(x7 y) = gpé )(:U, y,m)=mY-z" fa. z,y € N.

Informationen zur Vorlesung:
http://www-madlener.informatik.uni-kl.de/ag-madlener/teaching/ss2005/gdp/gdp.html



