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7. Aufgabe: Ringe

a) Ist fir Integritatsbereiche R, S der Ring R + S (die direkte Summe) ebenfalls immer
ein Integritatsbereich? Zeigen oder widerlegen Sie.

b) Sei I = {f € Rlz] | f(5) = 0} die Menge der reellen Polynome, die 5 als eine Null-
stelle haben. Zeigen Sie, dass I ein Ideal in R[z] ist. Geben Sie einen Isomorphismus
R[z]/I — R an.

8. Aufgabe:

a) Bestimmen Sie in Z[[z]] das Inverse zur formalen Potenzreihe

oo
a(x)=Zakxk:1+x+2x2+3x3+5x4+-~
k=0

mit ap = ap_1 + ap_o fir k > 2.

9. Aufgabe: Simplifikation

a) Betrachten Sie die folgende ,Definition“ einer expandierten kanonischen Form fiir
multivariate Polynom-Ausdriicke iiber einem Integritétsbereich D:

1. Ausmultiplizieren aller Produkte von Polynomen
2. Terme gleichen Grades zusammenfassen

3. Terme nach fallenden Grad ordnen

Ist dies ein kanonischer Simplifikator geméfl der Definition aus der Vorlesung? Welche
Angaben brauchen Sie, um diese Frage beantworten zu kénnen? Ist die obige Definition
eindeutig?

Wenden Sie die Vorschrift auf folgenden Ausdruck an:
a(z,y) = ((@®—zy+a)+ (@ +3) (z-y+1))-
((v° =3y* =9y —5) +a* - (y* + 2y +1))
b) Finden Sie ,einfachste* Ausdriicke, die dquivalent zu den folgenden Ausdriicken sind:

1
29 + xSy + x7y2 + £L‘6y3 + 35'5y4 + $4y5 + $3y6 + I2y7 + SEyS + y9

- CL(JL‘, y) =



r—4 2?2 — xy + y?
25 + xty + 23y + 223 + wyt + P z6 — yb

- b(:lj‘,y) -

c) Wir betrachten ein freies Monoid M = (X, o), wobei die Monoid-Elemente die Worter
iiber dem Alphabet ¥ sind, das neutrale Element e das leere Wort iiber dem Alphabet
3} ist und o eine assoziative Abbildung von Paaren auf Wortern auf ein Wort ist mit ao
b=ab,a,b € X% Fiir ein w € M sei (w)",n € N definiert durch (w)! = wund (w)" =
w(w)" 1. Uberlegen Sie sich, wie hier Normalformen minimaler Lénge von Worten aus
M aussehen, d.h. es sollen Terme mit moglichst wenige Symbolen gefunden werden,
die dasselbe Wort darstellen. Kénnen Sie einen effizienten Algorithmus angeben, der
diese Normalformen berechnet?

10. Aufgabe: Potenzen Sei n € NT. Eine Additionskette fiir n ist eine endliche Folge
positiver ganzer Zahlen ag,...,a, mit ag = 1, a, = n, und fiir alle s = 1,...,r gibt es j und
k mit k < j < i, so dass a; = a; + ay; r bezeichnen wir als die Lénge der Additionskette. Es
bezeichne weiter [(n) die minimale Lange einer Additionskette fiir n.

a) Welcher Zusammenhang besteht zwischen [(n) und der Berechnung von z"? Ist die
Anzahl der Multiplikationen der bindren Potenzierungsmethode zur Berechnung von
2™ immer minimal?

b) Sei s(n) die Summe der Bits in der Bindrdarstellung von n (also die Anzahl der

Einsen). Zeigen Sie: I(n) < |logyn] + s(n) — 1 und I(mn) < I(m) + I(n).

¢) Seien a > b > 0 ganze Zahlen. Zeigen Sie, dass [(2?) = a und 1(2* +2°) = a + 1.

11. Aufgabe: Fibonacci

a) Wir wollen die Fibonacci-Zahlen Fj modulo n € N berechnen. Geben Sie eine asym-
ptotische obere Schranke fiir die Anzahl der Bitoperationen eines naiven Verfahrens
zur Berechnung von Fj modulo n im schlechtesten Fall an.

Ein anderes Verfahren benutzt die Tatsache, dass Fy11 sich wie folgt gewinnen lasst:

( Fiey1 Fg > _ ( Fr  Fg > X
F k F; k—1 F k-1 F k—2 ’
wobei X von Thnen anzugeben ist. Konkretisieren Sie nun dieses Verfahren zur Be-

rechnung von Fj modulo n und geben Sie ebenfalls eine asymptotische obere Schranke
fiir die Anzahl der Bitoperationen im schlechtesten Fall an.

b) Zeigen Sie, wie man 1+ + --- + 2"~ ! mod m fiir x,n,m € NT mit O(A(n)\(m)?)
Bitoperationen im schlechtesten Fall berechnet. Beachten Sie besonders den Fall, dass
m keine Primzahl ist.



