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Einleitung

Methoden zur Losung von Problemen mit Hilfe von
Rechnern Formalisierung (= Festlegung)

» Logik:: , Lehre vom folgenrichtigen SchlieBen” bzw. , Lehre
von formalen Beziehungen zwischen Denkinhalten”

Zentrale Fragen: \Wahrheit und Beweisbarkeit von Aussagen ~~
Mathematische Logik.

» Logik in der Informatik:

» Aussagenlogik: Boolsche Algebra. Logische Schaltkreise
(Kontrollsystemen), Schaltungen, Optimierung.

» Pradikatenlogik: Spezifikation und Verifikation von
Softwaresystemen.

» Modal- und Temporallogik: Spezifikation und Verifikation
reaktiver Systeme.
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Logik in der Informatik

1. Semantik von Programmiersprachen (Hoarscher Kalkiil).
2. Spezifikation von funktionalen Eigenschaften.

3. Verifikationsprozess bei der SW-Entwicklung.
Beweise von Programmeigenschaften.

4. Spezielle Programmiersprachen (z.B. PROLOG)

» Automatisierung des logischen SchlieBens

1. Automatisches Beweisen (Verfahren,...)
2. Grundlagen von Informationsystemen (Verarbeitung von
Wissen, Reasoning,. . .)
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Voraussetzungen

1. Mathematische Grundlagen. Mengen, Relationen,
Funktionen. Ubliche Formalisierungen: ,,Mathematische
Beweise”, Mathematische Sprache, d.h. Gebrauch und
Bedeutung der iiblichen Operatoren der naiven Logik. Also
Bedeutung von nicht, und, oder, impliziert, aquivalent, es
gibt, fiir alle.

2. Grundlagen zur Beschreibung formaler Sprachen.
Grammatiken oder allgemeiner Kalkiile (Objektmenge und
Regeln zur Erzeugung neuer Objekte aus bereits konstruierter
Objekte), Erzeugung von Mengen, Relationen und Funktionen,
Hiillenoperatoren (Abschluss von Mengen bzgl. Relationen).

3. Vorstellung von Berechenbarkeit, d.h. entscheidbare und
rek.aufzahlbare Mengen, Existenz nicht entscheidbarer
Mengen und nicht berechenbarer Funktionen.
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Berechnungsmodelle /Programmiersprachen

Algorithmische Unlosbarkeit?

prinzipielle Losbarkeit
!
effiziente Losbarkeit

Problem
l
algorithmischer Entwurf

Spezifikation
l
P: Programm in einer HPS

(Formalisiert)
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» Syntaxanalyse

Syntaktische und semantische Verifikation von P.

Sprachen Chomski-Hierarchie
Kontext freie Sprachen

Grammatiken /Erzeugungsprozess

» Programmuverifikation
Tut P auch was erwartet wird.

Gilt P ~~ Problem Spezifikation
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Typische Ausdriicke

vV V. v. v v Y

(x +1)(y —2)/5 Terme als Bezeichner von Objekten.
3+2=5 Gleichungen als spezielle Formeln.

,29 ist (k)eine Primzahl “ Aussagen.

»3+2=>5und 29 ist keine Primzahl “ Aussage.
,wenn 29 keine Primzahl ist, dann ist 0 =1 “  Aussage.

,jede gerade Zahl, die groBer als 2 ist, ist die Summe zweier
Primzahlen “  Aussage.

2 < x und (Yy € N)

(2<yund y+1<x)—nicht(dz € N)y x z = x)
Aussage.

Prof. Dr. Madlener: Logik
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Typische Ausdriicke (Fort.)

» (VXCN)0e XA (VxeN)(xeX —-x+1eX)— X=N)
Induktionsprinzip.

> (VX C N)(X # 0 — X hat ein kleinstes Element)
Jede nichtleere Menge natiirlicher Zahlen enthalt ein
minimales Element.
/weiwertige Logik Jede Aussage ist entweder wahr oder falsch.
» Es gibt auch andere Moglichkeiten (Mehrwertige Logik).

» Pradikatenlogik erster Stufe (PL1): Nur Eigenschaften von
Elementen und Quantifizierung von Elementvariablen erlaubt.
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Grundlagen der Aussagenlogik
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Aussagenlogik

» Aussagen ~~ Bedeutung wahr(1), falsch (0)

» Aufbau von Aussagen ~~ Syntax.

» Bedeutung von Aussagen ~~ Semantik.
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Grundlagen der Aussagenlogik
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Syntax

Syntax

Definition 1.1 (Syntax)

Die Sprache der Aussagenlogik

Sei ¥ = VU OU K Alphabet mit V = {p1, p2, ...} abzahlbare
Menge von Aussagevariablen, O = {—, A, V, —, <, ...} Menge
von Verkniipfungen mit Stelligkeiten (Junktoren, Operatoren)
und K = {(, )} Klammern Hilfssymbole.

Die Menge der Aussageformen (Formeln der Aussagenlogik)
F C X* wird induktiv definiert durch:

1. V C F Menge der atomaren Aussagen
2. ABeF so(-A),(AANB),(AVB),(A— B),(A<~ B)eF

3. F ist die kleinste Menge die V' enthalt und 2. erfiillt
(Hillenoperator)
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Grundlagen der Aussagenlogik
o] Jele)

Syntax

Bemerkung 1.2

» Ligenschaften von Elementen in F werden durch strukturelle
Induktion, d.h. durch Induktion l(iber den Aufbau der
Formeln, nachgewiesen.

» Beispiele fiir Eigenschaften sind:

1. Fiir A € F gilt: A ist atomar (ein p;) oder beginnt mit ,,(*“ und
endet mit )"

2. Sei f(A,i) =14 ,("—t ,)" in den ersten i Buchstaben von A,
dann gilt f(A,i) >0 firl <i < |A| und
f(A,i) =0 firi = |A|.

» F kann als Erzeugnis einer Relation R C U* x U mit U =1L~
oder eines Kalkiils dargestellt werden. Dabei wird F frei von
dieser Relation erzeugt, da fiir alle u,v € U* und A € F gilt:
uRA und vRA so u = v.

» F = L(G) fiir eine eindeutige kontextfreie Grammatik G.
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Grundlagen der Aussagenlogik
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Syntax

Satz 1.3 (Eindeutigkeitssatz)

Jede A-Form A € F ist entweder atomar oder sie lasst sich
eindeutig darstellen als

A= (A1) oder A= (A1 x Ax) mit x € {\,V, —, <} wobei
Al As € F.

Beweis: Induktion (iber Aufbau von F.
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Grundlagen der Aussagenlogik
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Syntax

Vereinbarungen

Schreibweisen, Abkiirzungen, Prioritaten.

» AuBere Klammern weglassen.

» A-Formen sind z.B.: p1, pio1,
p1 V p12 als Abkiirzung fiir (p1 V p12),
(((pr = p2) A (=p2)) — (=p1)), 1V (—p1)
» Zur besseren Lesbarkeit: Prioritaten: =, A, V, —, < d.h.
AN B — C steht fir ((AAB) — C)
AV B A C steht fiir (AV (B A C))
-AV B A C steht fiir (mA) Vv (B A C))
AV BV C steht fiir ((AV B)V C) (Linksklammerung).

» Andere Moglichkeiten. ,, Prafix“- oder , Suffix“- Notation
Fiir (A * B) schreibe xAB und fiir (—A) schreibe —=A

Prof. Dr. Madlener: Logik
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Grundlagen der Aussagenlogik
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Semantik

Semantik

Definition 1.4 (Bewertung, Belegung)

Eine Bewertung der A-Formen ist eine Funktion
¢: F—{0,1} =B mit

L o(=A) =1-¢(A)

2. p(AV B) = max(p(A), ¢(B))

3. (AN B) = min(p(A), ¢(B))
(0 falls o(A) = 1 und ¢(B) =
4.g0(AHB):<O alls p(A) und ¢(B) =0
1 sonst
0 falls p(A) # ¢(B)
1 falls p(A) = p(B)

\
(

5. p(A— B) =«

\

Prof. Dr. Madlener: Logik
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Grundlagen der Aussagenlogik
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Semantik

Belegungen und Bewertungen (Fort.)

» Sprechweise: A ist ,,falsch” unter ¢, falls p(A) =0
A ist ,wahr” unter ¢ oder ¢ ,erfiillt" A, falls p(A) = 1.

» Darstellung von Bewertungen durch Wahrheitstafeln:

Al -A

1|1 0

0] 1

Al B|AVB|AANB|A—-B | A< B
0] 0 0 0 1 1
011 1 0 1 0
1|0 1 0 0 0
1|1 1 1 1 1
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Semantik

Belegungen und Bewertungen (Fort.)

» Eine Belegung der A-Variablen V' ist eine Funktion
VvV — B.

» Offenbar induziert jede Bewertung eine Eindeutige Belegung
durch ¥ (p;) == (pi).

Lemma 1.5

Jede Belegung 1) : V. — B lasst sich auf genau eine Weise zu einer
Bewertung ¢ : F — B fortsetzen. Insbesondere wird jede
Bewertung durch die Werte auf V' eindeutig festgelegt.
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Grundlagen der Aussagenlogik
O00@O000000O0O00OO0OOOOO00

Semantik

Bewertungen

Folgerung 1.6

Die Bewertung einer Aussageform A € F hangt nur von den
Werten der in ihr vorkommenden Aussagevariablen aus V' ab. Das
heiBt, will man ¢(A) berechnen, geniigt es, die Werte ¢(p) zu
kennen fiir alle Aussagevariablen p, die in A vorkommen.

» Beispiel: Sei p(p) =1,¢(q) =1,¢(r) = 0. Dann kann ¢(A)
iterativ berechnet werden:

A= — — r — /\ — r
(p —=(qg —=_r ))—=WUpP qg)—_r.))
1 1 0/ 1 1 0
0 0

Also gilt p(A) = 1.

Prof. Dr. Madlener: Logik
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Semantik

» Frage Welche Werte kann ¢(A) annehmen, wenn ¢ alle
Belegungen durchlauft. Ist etwa ¢(A) = 1 fiir alle Belegungen
©? Um das nachzupriifen, , genligt” es, die endlich vielen
unterschiedlichen Belegungen der Variablen, die in A
vorkommen, zu iberpriifen. Kommen n Variablen in A vor, so
gibt es 2" verschiedene Belegungen.

A definiert eine Boolesche Funktion f4 : B” — B.

» Beispiel: Fiir die drei Variablen p, g und r aus A im obigen
Beispiel gibt es 8 Belegungen, die betrachtet werden miissen.

Prof. Dr. Madlener: Logik
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Grundlagen der Aussagenlogik
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Semantik

Bewertungen
plalr|lg—r|pAgq|p—=(q@—=r)|(pAg) —r|A
0olo]o] 1 0 1 1 1
0l0|1] 1 0 1 1 1
ol1]0]| O 0 1 1 1
0l1]1]| 1 0 1 1 1
1|ofo0]| 1 0 1 1 1
1|of1]| 1 0 1 1 1
1/1(0]| o0 1 0 0 1
1l1]1] 1 1 1 1 1

A ist ,,wahr"” unabhangig von den Werten von p, q, r, d.h. fiir jede
Bewertung ¢. Weitere solche Formeln sind etwa:

(A= (B—A)), A—=(B—C) — ((A— B)— (A— (C)) oder
(A — =B) — (B — A)).
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Grundlagen der Aussagenlogik
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Semantik

Wichtige Begriffe

Definition 1.7
SeiAcF, ¥ CF.
1.(a) A heiBt Tautologie (allgemeingiiltig), falls p(A) =1 fiir
jede Bewertung ¢ gilt. (Schreibweise “= A")
(b) A ist erfiillbar, falls es eine Bewertung ¢ gibt, mit p(A) = 1.
(c) A ist widerspruchsvoll, falls ¢(A) = 0 fiir jede Bewertung .

(d) Schreibe
e Taut = {A| A € F ist Tautologie}, die Menge der

Tautologien oder ,, Theoreme™ der Aussagenlogik, bzw.
e Sat :={A| A€ F und A ist erfiillbar} die Menge der
erfiillbaren Formeln.
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Grundlagen der Aussagenlogik
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Semantik

Definition (Fort.)

2.(a) X ist erfiillbar, falls es eine Bewertung ¢ gibt mit p(A) =1
fir alle A€ . (“p erfiillt 2")

(b) Semantischer Folgerungsbegriff: A ist logische Folgerung
von ¥ falls p(A) =1 fiir jede Bewertung ¢, die X erfiillt.

Man schreibt “> = A".

Ist ¥ = {A1,..., A}, ist die Kurzschreibweise
“Ar,..., A, = A" iiblich.

(c) Die Menge Folg(X) der Folgerungen aus ¥ ist definiert durch:

Folg(X) :={A| A€ Fund X = A}.
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Grundlagen der Aussagenlogik
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Semantik

Einfache Folgerungen

Bemerkung 1.8
Beispiele

L (pV(=p)), ((p—q)V(g—r)), p—(a—p)
(p — p), (p — ——p) und A aus Folgerung 1.6 sind

Tautologien.

(p N\ (—p)) ist widerspruchsvoll.
A € Taut gdw —A widerspruchsvoll

(p A q) ist erfiillbar jedoch keine Tautologie und nicht
widerspruchsvoll.

Die Mengen Taut, Sat sind entscheidbar.

Beachte Taut C Sat.
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Grundlagen der Aussagenlogik
(o]o]elolo]olelole] Jololelelelolelolelel0l6)

Semantik

Bemerkung (Fort.)

2.(a) Sei’X ={p} und A= pV q. Dann gilt ¥ |= A, denn falls

©(p) =1, dann auch p(p V q) = 1. Jede Bewertung, die ¥
erfillt, erfiillt also auch A.

Ist X = (), dann gilt ¥ = A genau dann, wenn A Tautologie
ist, d.h. Folg(0)) = Taut.

Ist ¥ nicht erfiillbar, dann gilt ¥ = A fiir alle A € F,

d.h. Folg(¥X) = F. Insbesondere ¥ = A, —A fiir ein A.

Sei Y C Y/ Ist Y erfiillbar, dann ist auch X erfiillbar.

Es gilt ¥ C Folg(X) und Folg(Folg(X)) = Folg(X).

Falls ¥ C Y/ dann gilt Folg(X) C Folg(X').

Y = A gilt genau dann, wenn X U {—A} nicht erfiillbar.

Ist > endlich, dann ist es entscheidbar, ob X erfiillbar ist, und
die Menge Folg(X) ist entscheidbar.

Prof. Dr. Madlener: Logik
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Semantik

Deduktionstheorem und Modus-Ponens Regel

Lemma 1.9

a) Deduktionstheorem:

Y. AEB gdw Y = (A— B).
(X, A ist Kurzschreibweise fiir ¥ U {A})

b) Modus-Ponens-Regel:
Es gilt {AJA— B} = B.

Insbesondere ist B eine Tautologie, falls A und (A — B)
Tautologien sind.

it
D)
0
Q0
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Grundlagen der Aussagenlogik
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Semantik
Ubliche Notationen fiir Regeln der Form “A;, ..., A, E= B" sind
A1
An und A, ..., A,
B B
Fiir die Modus Ponens Regel also:
A (A— B)
Y
B (MP)
O < <= (2> E 9DAQC
Prof. Dr. Madlener: Logik




Grundlagen der Aussagenlogik
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Semantik

Kompaktheitssatz der Aussagenlogik

Satz 1.10 (Kompaktheitssatz)

> C F st erfiillbar genau dann, wenn jede endliche Teilmenge von
> erflillbar ist.

> C F ist unerfiillbar genau dann, wenn es eine unerftiillbare
endliche Teilmenge von X gibt.

Insbesondere gilt ¥ = A genau dann, wenn es eine endliche
Teilmenge ¥g C ¥ gibt mit g = A.

O
)|
I
n
flut
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Grundlagen der Aussagenlogik
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Semantik

Anwendungen Kompaktheitssatz

Beispiel 1.11

Sei ¥ C F. Gibt es zu jeder Bewertung ¢ ein A € ¥ mit p(A) =1,
so gibt es A1,..., A, € X (n>0) mit EA;V..VA,.

e Betrachte die Menge ¥’ = {—=A | A € X}, nach Voraussetzung
ist sie unerfiillbar. Also gibt es eine endliche nichtleere
Teilmenge {—A1,...,mA,} von ¥’ die unerfiillbar ist. Also gilt
fiir jede Bewertung ¢ gibt es ein i mit o(—A;) = 0 oder
¢©(Ai) = 1 und somit (A1 V..V A, =1

» Der zweite Teil des Satzes ist die Grundlage fiir
Beweisverfahren fiir £ = A. Dies ist der Fall wenn X U {—A}
unerfiillbar ist.

Widerspruchbeweise versuchen systematisch eine endliche
Menge ¥g C ¥ zu finden, so dass o U {—A} unerfiillbar ist.

Prof. Dr. Madlener: Logik 32
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Semantik

Logische Aquivalenz

Definition 1.12 (Logische Aquivalenz)

Seien A, B € F heiBen logisch dquivalent mit der Schreibweise
A == B, falls fiir jede Bewertung ¢ gilt: p(A) = ¢(B).

Insbesondere ist dann A = B und B = A.

» Einige Beispiele fiir logisch aquivalente Formeln:
1. AEF-(-A), AESAVA AEHAANA
2. ANBE=BAAund AV B == BV A,
3. AN(BAC) EF (AAB)AC und AV(BVC) E3 (AVB)VC,
4. AN(BVC)ES(AANB)V(AAC) und
AV(BANCO)EF(AVB)A(AV Q) (Distributiv)
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Semantik

Logische Aquivalenz (Fort.)

5. 7/(AAB) =5 (-A)V (=B) und =(AV B) =3 (-A) A (—B)
(De Morgan)

6. A— B E=(-A)V B,
ANB == (A — (—-B)) und
AV B =5 (-A) — B.

7. A—->BEa3(A—B)AN(B— A)

» Man beachte, dass == reflexiv, transitiv und symmetrisch,
d.h. eine Aquivalenzrelation ist.

» Ersetzt man in einer Formel eine Teilformel durch eine logisch
aquivalente Formel, so erhdlt man eine logisch aquivalente
Formel.
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Semantik

Logische Aquivalenz (Fort.)

» Folgende Aussagen sind aquivalent:
e (A« B) e AEBund BEA
e AE=B e Folg(A) = Folg(B)

Folgerung 1.13

Zu jedem A€ F gibtes B,C,D € F mit
1. A== B, B enthalt nur — und — als log. Verkniipfungen
2. A== C, C enthalt nur \ und — als log. Verkniipfungen

3. A== D, D enthalt nur V und — als log. Verkniipfungen
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0000000000000 OO0OOOOO0eOOOOOLOLOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO
Semantik

Logische Aquivalenz (Fort.)

Definition 1.14 (Vollstandige Operatorenmengen)

Eine Menge OP C {—,V, A, —, <, ..} heiBt vollstandig, falls es zu
jedem A € F eine logisch dquivalente A-Form B € F(OP) gibt.

» Vollstandige Operatorenmengen fiir die Aussagenlogik sind
z.B.:

{_'7 —>}7 {_'7 \/}7 {_'7 /\}7 {_'7 \Z /\}7 {falsev _>}
» Dabei ist false eine Konstante, mit ¢(false) = 0 fiir jede
Bewertung . Offenbar gilt -A == (A — false).

» Normalformen:: DNF (Disjunktive Normalform), KNF

(Konjunktive Normalform), KDNF, KKNF (Kanonische
Formen).

Prof. Dr. Madlener: Logik 36



Grundlagen der Aussagenlogik
O00O0O00O0O0O0O0OO00OOO0O0Oe000

Semantik

Boolsche Funktionen

Jede Aussageform A(pz, ..., pn) stellt in natiirlicher Form eine
Boolsche Funktion f4 : B” — B dar. Namlich durch die Festlegung
fa(bi, ..., bp) = @z(A) mit der Bewertung ;(pi) = b
» Man kann leicht durch Induktion nach n zeigen, dass jede
Boolsche Funktion f : B” — B (n > 0) sich in obiger Form
durch eine Aussageform in p1, ..., p, und einer vollstandigen
Operatorenmenge darstellen l3sst.

» Die Boolsche Algebra iiber B hat als iibliche Operatormenge
true, false, not, or, and mit der standard Interpretation.

» Fiir andere Operatormengen die etwa nand, nor enthalten,
siehe Digitale Logik
(Gatter: Ein- Ausgabesignale, Verzégerung. nand, nor
Gattern werden bevorzugt, da nur zwei Transistoren nétig).
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Semantik

Beispiel Patiententiberwachungssystem

Beispiel Patiententiberwachungssystem erhalt gewisse Daten iiber
den Zustand eines Patienten. Z.B. Temperatur, Blutdruck,
Pulsrate. Die Schwellenwerte fiir die Daten seien etwa wie folgt
festgelegt:

Zustande
Ein/ Ausgaben Bedeutung
Temperatur auBerhalb 36-39°C.
Blutdruck auBerhalb 80-160 mm.
Pulsrate auBerhalb 60-120 Schlage pro min.
Alarmaktivierung ist notwendig.

QN>
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Semantik

Die Anforderungen, d.h. bei welchen Kombinationen der Werte der
Zustande eine Alarmaktivierung notwendig ist, werden durch den
Medizin-Experten festgelegt. Sie seien in folgender Tabelle fixiert.

/O - Tabelle Logischer Entwurf: Betrachte
A B C O die Zeilen in denen O den Wert
0O 0 0 O 1 hat und stelle eine KDNF
00 10 auf (Disjunktion von Konjunk-
8 i 2 (1) tionen von Literalen, wobei ein
1 0 0 0 Literal eine atomare Form oder
1 0 1 1 die Negation einer solchen ist).
1 1 0 1 (FAABAC)V(AAN-BAC)V
1 1 1 1 (AABA-C)V(AABAC)
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AND

1
B e

Als eine Realisierung konnte man das folgende Schaltnetz nehmen:

)

) R >
/

4

2
- AND )
C—e—

ND

I
3

OUTPUT
s

S
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Deduktiver Aufbau der Aussagenlogik

Deduktiver Aufbau der Aussagenlogik

Dieser Abschnitt beschaftigt sich mit einem axiomatischen Aufbau
der Aussagenlogik mittels eines “Deduktiven Systems” oder
eines ,, Kalkiils™.

Eine syntaktisch korrekte Formel in einem Deduktiven System wird
“Theorem” genannt, wenn sie durch rein mechanische
Anwendungen der Regeln des Systems aus den Axiomen des
Systems “abgeleitet” werden kann.

Man kann mehrere deduktive Systeme angeben, in denen
aussagenlogische Formeln genau dann Theoreme sind, wenn sie
auch Tautologien sind.
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Deduktiver Aufbau der Aussagenlogik

Deduktive Systeme-Kalkiile

Definition 1.15 (Deduktives System)
Ein Deduktives System F = F(Ax, R) besteht aus
» einem Alphabet A (hier A = VUK U{—,—}),

» F C A*, einer Menge von (wohldefinierten) Formeln
(hier die Aussageformen),

» Ax C F, einer Menge von Axiomen und

» R, einer Menge von Regeln der Form AL, il An (n e NT).

(A1, ..., An, A € F)

Die Mengen F,Ax und R sind im allgemeinen rekursiv
entscheidbar.
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Deduktiver Aufbau der Aussagenlogik

Deduktive Systeme-Kalkiile

» Die Menge T = T(F) der Theoreme ist definiert durch:
1. Ax C T (d.h. alle Axiome sind Theoreme)

2. Sind Ay,..., A, € T und ist die Regel L
st Ac T.
3. T ist die kleinste Menge von Formeln, die (1) und (2) erfiillt.

» Man schreibt fiir A € T(F) auch -~ A oder einfach - A und
sagt “A ist in F herleitbar”.

» Deduktiver Folgerungsbegriff: Sei 2 C F, A€ F, dann
bedeutet 2 - x(a, r) A nichts anderes als Fraus r) A.
Sprechweise: “A ist in F aus 2 herleitbar”.

» Sind F7; und F, deduktive Systeme iiber der Formelmenge F
und gilt T(F1) = T(F2) so nennt man sie aquivalent.

, An

in R, dann
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Deduktiver Aufbau der Aussagenlogik

Bemerkung

Bemerkung 1.16

1. Eigenschaften der Elemente von T werden durch strukturelle
Induktion bewiesen.
T wird von einer Relation R' C F* x F erzeugt.
Eine Formel A ist ein Theorem oder ist in J herleitbar, falls es

eine endliche Folge von Formeln By, ..., B, gibt mit A= B,
und fiir 0 < i1 < n gilt:
B; € Ax oder es gibt | und i1, ...,1; < i und eine Regel
Bi, ... B;
B; € R.
» Die Folge By, ..., B, heiBt auch Beweis (Herleitung) fiir A in
F.

» Das bedeutet - A gilt genau dann, wenn es einen Beweis
Bo,...,B, mit A= B, gibt.
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Deduktiver Aufbau der Aussagenlogik

Bemerkung (Fort.)

2. Die Menge T der Theoreme ist rekursiv aufzihlbar (denn Ax
und R sind rekursiv). Die Menge der Beweise

Bew :={Bi*Byx...xB, | By,..., B, ist Beweis}

ist rekursiv. (Siehe Argumentation von L(G) ist rekursiv
aufzdhlbar fiir Grammatiken G).

» Ist 2 rekursiv entscheidbar, so gelten obige Aussagen
entsprechend. Insbesondere ist Folgr(X) = {A | X Fracr) A}
rekursiv aufzahlbar.

» Beachte: Beweise sind im allgemeinen nicht eindeutig. Es wird
im allgemeinen nicht verlangt, dass T von R frei erzeugt wird.
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Deduktiver Aufbau der Aussagenlogik

Bemerkung (Fort.)

3. Gibt es ein deduktives System Fg, so dass \-r, A genau dann
gilt, wenn = A gilt?

e Hierzu werden Ax und R haufig endlich beschrieben durch
Schemata.

Beispielsweise beschreibt das Axiom (A — (B — A)) die Menge
{Ao| es gibt A,B € F mit Ap = (A— (B — A))}

und die Regel

A, AB_> B beschreibt die Menge von Regeln

{Aoé—oAl | Es gibt A, B € F mit
AOEA,BOEBundAle—HB}.
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Deduktiver Aufbau der Aussagenlogik

Das deduktive System Fy

Definition 1.17 (Das deduktive System F;)

Das deduktive System Fq fiir die Aussagenlogik besteht aus der
Formelmenge Fy der Formeln in V., =, —.,( und ). Die
Axiomenmenge Ax wird durch folgende Axiomenschemata
beschrieben:

Axl: A— (B — A)
Ax2: (A—(B—C)) — ((A— B) — (A— ())
AX3: ((—A) = (~B)) — (B — A)
Dabei beschreiben Ax1, Ax2 und Ax3 disjunkte Formelmengen.
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Deduktiver Aufbau der Aussagenlogik

Das deduktive System Fy

Die Regelmenge R wird beschrieben durch das Regelschema

A (A— B)

MP:
B

(modus ponens).

» Beachte: Ax und R sind rekursiv entscheidbar.

» Es geniigt zunachst nur Axiome fiir Formeln in — und — zu
betrachten, da alle anderen Formeln zu einer Formel in — und
— logisch aquivalent sind.

» Die Menge der Theoreme von Fp wird nicht frei erzeugt. Die
Modus-Ponens-Regel ist hochgradig nicht eindeutig.

/ /
AA—B und ALAB sind beides Regeln mit gleicher
Folgerung. Das erschwert sehr das Finden von Beweisen.
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Deduktiver Aufbau der Aussagenlogik

Beispiel

Beispiel 1.18
Fiir jedes A € Fy gilt - (A — A), d.h. (A— A) € T(F)

Bewels:

Bh=(A—=((A—A) - A)) —
(A= (A—A)—-(A—A) Ax2

Bi=A—((A—A) — A) Ax1

B,=(A—=(A—-A) = (A— A) MP(By, B1)

B;=A— (A— A) Ax1

B4 =A—- A MP(BQ, B3)
|
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Deduktiver Aufbau der Aussagenlogik

» Wie findet man Beweise im System Fq?
Einziger Hinweis: Die Zielformel B, sofern sie kein Axiom ist,
muss in der Form (A; — (...(A, — B)...)) vorkommen. Wahle
geeignete A’s.

» Beachte: Alle Axiome sind Tautologien der Aussagenlogik.

Da diese abgeschlossen gegeniiber Modus Ponens sind, sind
alle Theoreme von Fy Tautologien. D.h. T(Fp) C Taut(Fo).

» Will man in ganz F Beweise fiihren, so muss man weitere

Axiome einfiihren.

/.B.

AX]./\ . (A A\ B) — (—l(A — (—lB)))
Ax2A: (=(A— (—B))) - (AAB)
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Deduktiver Aufbau der Aussagenlogik

Deduktiver Folgerungsbegriff

Definition 1.19 (Axiomatischer Folgerungsbegriff)
Sei X C Fy,A € Fy.

1. Aist aus 2 in Fq herleitbar, wenn A sich aus Ax U X mit den
Regeln aus R herleiten lasst, d.h. A ist Theorem im
deduktiven System F mit Axiomenmenge Ax U X und gleicher
Regelmenge wie Fq. Schreibweise >~ -1, A, einfacher X - A.

Bo, ..., B, ist ein Beweis fiir X - A, falls A= B, und fiir alle
0<i<ngilt: B € AxUZXZ oder es gibt j, k < i mit
Bk = (BJ — B,)

2. X2 heiBt konsistent, falls fiir keine Formel A € Fy gilt X F A
und X - —A.

Gibt es eine solche Formel, so heiBt X inkonsistent.
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Deduktiver Aufbau der Aussagenlogik

Folgerung 1.20 (Beweishilfsmittel)

1.

Gilt ¥+ A, so folgt unmittelbar aus der Definition 1.19, dass
es eine endliche Teilmenge 2o C X gibt mit 2o - A.
Dies entspricht dem Kompaktheitssatz fiir "= "

Ist 2. inkonsistent, dann gibt es eine endliche Teilmenge
> o € X, die inkonsistent ist
(denn ist ¥ C T und X = A, dann gilt auch T - A).

Ist ¥ C T so Folgr,(¥X) C Folgr,(I').

4. Aus2 - Aund T = B fiir alle B € = folgt I - A.

Ist also ¥ C Folgr,(I') so Folgr,(X) C Folgr,(I').
Beweise lassen sich also zusammensetzen.

Gilt X = A, so ist {¥,—A} inkonsistent.
Gilt auch die Umkehrung?

Es gilt stets T(Fo) C Folgr,(X) fiir jede Menge %.
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Deduktiver Aufbau der Aussagenlogik

Satz 1.21 (Deduktionstheorem)

Sei > C Fy und seien A, B € Fy.
Dann gilt: Y, AFB gdw X F(A— B)

Beweis:

. <= " Klar wegen MP-Regel.

., = " Sei By,..., By ein Beweis fiir >, A+ B, d.h. B=B,,.
Beh.: Fiir i =0, ..., m gilt Y H(A— B

Induktion nach 7 und Fallunterscheidung, je nachdem ob B; gleich
Aist, in AxU X liegt oder mit MP-Regel aus B;, By mit j, k < i
entsteht.
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Deduktiver Aufbau der Aussagenlogik

Anwendungen des Deduktionstheorems

Beispiel 1.22 (Beweistransformationen. Wiederverwendung von
Beweisen. )

» Vereinbarungen zur Darstellung von Beweisen:
Bi, ..., B, heiBt abgekiirzter Beweis fiir X - B, falls fiir
jedes ymit 1 < j < ngilt: X F B oder es gibt j1,...,)r <J
mit le, Cee Bjr - Bj.

» Gibt es einen abgekiirzten Beweis fiir 2 - A, dann gibt es
auch einen Beweis fiir 2 - A.

1. F (A — A) folgt aus dem Deduktionstheorem, da A - A gilt.

2. Unmn A— B,B— CF A — C zu zeigen, zeige
AJA— B,B— CF C.
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Deduktiver Aufbau der Aussagenlogik

Anwendungen des Deduktionstheorems (Fort.)

3. F(——A — A) dazu geniigt es zu zeigen

——AF A
Beweis:
Bl = 1A
Bg = -1-A— (—|—|—|—|A — —|—|A) Ax1
B3 =1 A— A MP
B, = (—|—|—|—|A — —l—IA) — (—lA — —|—|—|A) Ax3 H
B5 =-A— ——-A MP
B@ — (ﬁA — ﬁ—l—lA) — (—l—IA — A) Ax3
B7 =1-A—> A MP
Bs = A MP
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Deduktiver Aufbau der Aussagenlogik

Anwendungen des Deduktionstheorems (Fort.)

4 F(A—-B)—((B—C)— (A— ()
(zeige: A— B,B— CFA— ()

5. F(B— ((B— A) — A))
6. - (=B — (B — A)) (zu zeigen: =B, B - A)

Bewels:
B =B Vor
Bz =-B — (—lA — —IB) Ax1
33 =-A— B MP
B4 — (—IA — —IB) — (B — A) Ax3
Bs=B— A MP
B@ =B Vor
B;=A MP =
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7.FB— B

8. -H((A— B)— (=B — —A)) und
= ((-B — —-A) — (A— B))
9. H(B — (-C — —(B — ()))
10. F((B—A) — ((-B— A) — A))
11. F(A— B) — ((A— —-B) —» -A)

Frage: Lassen sich alle Tautologien als Theoreme im System Fq
herleiten ?

|
(T
I
i
it
)
0
2
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Deduktiver Aufbau der Aussagenlogik

Vollstandigkeit und Entscheidbarkeit von F

Satz 1.23 (Korrektheit und Vollstandigkeit von Fy)
Sei A € Fy eine Formel der Aussagenlogik.

a) Korrektheit: Aus Fx, A folgt = A, d.h. nur Tautologien kénnen
als Theoreme in Fq hergeleitet werden.

b) Vollstandigkeit: Aus |= A folgt -, A, d.h. alle Tautologien
lassen sich in Fq herleiten.
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Deduktiver Aufbau der Aussagenlogik

Vollstandigkeit und Entscheidbarkeit von Fy (Fort.)

Als Hilfsmittel dient:

Lemma 1.24
Sei A= A(p1,...,pn) € Fo,n > 0, wobei p1,...,p, diein A
vorkommenden Aussagevariablen sind. Sei ¢ eine Bewertung. Ist

p . { pi , falls o(p;) (1) A { A | falls p(A)

1
—pj, falls p(p;) —A, falls p(A) =0

(1<i<n) danngilt Py,... P, A.

Angenommen das Lemma gilt und sei = A, d.h. p(A) =1 fiir alle
Bewertungen . Sei ¢ eine Bewertung mit ¢(p,) = 1. Es gilt
Pi,...,P, = Aund wegen P, = p, gilt P1,...,Pn_1,pn - A.
Betrachtet man eine Bewertung ¢' mit ¢'(p,) = 0 und sonst gleich
@ , erhalt man Pq,...,Py_1,—py F A.
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Deduktiver Aufbau der Aussagenlogik

Vollstandigkeit und Entscheidbarkeit von Fy (Fort.)

» Durch Anwenden des Deduktionstheorems entstehen daraus
Pi,...,P,_1+F pn — Aund
'Dlw--yPn—l |——|pn—>A.
Gleichzeitig gilt nach dem 10. Beispiel von 1.22 auch
Pi,....P—1F ((ph — A) — ((-pr — A) — A)).

» Durch zweimaliges Anwenden des Modus-Ponens entsteht
Pi,...,P,_1 FA.

» Dies gilt fiir jede Wahl der P;,i = 1,...,n — 1 und somit lasst
sich das Argument iterieren. D.h. in einer Herleitung von A
muss kein p; verwendet werden, also - A.

» Das Lemma wird durch Induktion iiber den Aufbau von A
nachgewiesen. D.h. fiir A= p;,—C, B — C unter Verwendung
von Deduktionen aus Beispiel 1.22.
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Deduktiver Aufbau der Aussagenlogik

Folgerung

Folgerung 1.25
Sei X C Fy,A € Fy.
1. ¥ £, A gilt genau dann, wenn ¥ = A gilt.
2. X Ist genau dann konsistent, wenn X erflillbar ist.
3. X ist genau dann inkonsistent, wenn X unerfiillbar ist.
4. Ist 2 endlich und A € Fy, dann ist > =5, A entscheidbar.
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Deduktiver Aufbau der Aussagenlogik

Beweis der Folgerung

Beweis:
1.
Y A
}ég Es gibt A1,...,Ap € X mit A;,..., A1 A
[<)':T>' Es gibt A1,..., A, € X mit
Fr (AL — (A2 — ... (Ap — A)..)
g Es gibt A1,..., A, € X mit
= (A1 — (A — . (An— A)..)
[<£>' Es gibt Ay,...,Ap € X mit A;,..., A, EA
£ 51 A
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Beweis der Folgerung

2. 2 ist konsistent. <+—

Es gibt kein A mit 2 = A und X - —-A.

Es gibt kein A mit ¥ = A und ¥ = —A.
Y ist erfiillbar (Bemerkung 1.8 c)).

<~
<~

m = = = A
|
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Naturliche Kalkile

Naturliche Kalkule

Es gibt andere deduktive Systeme, fiir die Satz 1.23 gilt. Das
deduktive System Fqy wurde von S.C. Kleene eingefiihrt. Das
folgende deduktive System geht auf G. Gentzen zuriick.

Definition 1.26 (Gentzen-Sequenzenkalkiil)

Eine Sequenz ist eine Zeichenreihe der Form [ = A mit zwei

endlichen Mengen von Formeln [ und A.

Seien [, A C F endliche Mengen von Formeln und A, B € F.
Der Kalkiil fiir Objekte der Form I ¢ A wird definiert durch

folgende Axiome und Regeln:
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Naturliche Kalkile

Gentzen-Sequenzenkalkiil: Axiome und Regeln

Axl: T,AFg A A
Ax2: T,A —AlFc A

Ax3: T g A, A A
LA BF¢g A [ F¢ A, B, A

R\ TTAABFGA  TFc(AVB).A

R - [V AFc A, B [Fc AAA;, LBFg A
T ITFe(A— B), A (A— B)Fg A
R_- [V AFg A [Fc A A

I g A A [,-AFg A
R/_FPGA,A; [ F¢ B, A

A [F¢ (AAB), A

R, [ AFcA; [,BFg A

v r(AVB)Fc A
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Gentzen-Sequenzenkalkiil

[ F¢ A ist ableitbar bedeutet: Es gibt ein r € N und eine Folge
von Sequenzen {1 F¢ Aq,..., [, Fg A, mit
1.T, =l und A, = A
2. Jedes [ Fg A; mit 1 <j < rist Axiom oder geht aus
vorangehenden Folgegliedern aufgrund einer Regel hervor.

Bemerkung 1.27 (Semantische Interpretation)

Die Aussage I ¢ A kann wie folgt anschaulich interpretiert
werden: Fiir jede Bewertung ¢ gibt es eine Formel A € I mit
¢©(A) = 0 oder es gibt eine Formel B € A mit ¢(B) = 1. Sind

[ ={A1,...,Ap} und A = {Bs,...,Bn}, also endlich, entspricht
dies also der Formel (A1 A --- NA,) — (B1V---V Bp).
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>

Der Semantische Folgerungsbegriff ¥ = A fiir eine Menge von
Formeln {¥, A} kann wie folgt auf Mengenpaare ', A
erweitert werden:

TEA gdw TEA

wobei A die Disjunktion der Formeln in A ist.

Interpretiert man in einer Sequenz [ F¢ A die Menge I als
Voraussetzungen, und die Menge A als Konklusion, so lasst
sich die Korrektheit des Kalkils leicht nachweisen.

Es gilt also: )
Aus I =¢ A folgt I = A. (Ubung)

Es gilt auch die Umkehrung dieser Aussage, d.h. der
Sequenzenkalkiil von Gentzen ist korrekt und vollstandig.
(Bew. siehe z.B. Kleine Biining/Lettmann: Aussagenlogik,
Deduktion und Algorithmen)
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Naturliche Kalkile

Ax1
Ax1
Ry/(1,2)
Ax1
Ax2
Ry:(4.5)

Beispiel

Beispiel 1.28

Esgilt pVvaqg,(-p)VrFgqVr

Beweis:
Bi=q,rtq,r
Bo=gq,~pkq,r
Bs=gq,(-p)Vrtaq,r
Bs=p,rt-q,r
Bs =-p,ptq,r
Bs = p,(—p)Vritaq,r

Br=pVaq,(-p)Vrkaq,r
Bs=pVaq,(-p)VrEqVvr

Prof. Dr. Madlener: Logik
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Naturliche Kalkile

Bemerkung 1.29 (Weitere Kalkiile fiir die Aussagenlogik)

Man findet in der Literatur eine Vielzahl von ,natiirlichen”
Kalkiilen (deduktiven Systemen), die ebenfalls korrekt und
vollstandig sind. Fliir diese werden auch Beweisstrategien fiir so
genannte ,,Goals" und ,Subgoals” vorgestellt.

Als Beispiel Hilberts Kalkiil, das z.B. fiir jeden Operator eine Regel
fiir die Einflihrung und eine fiir die Entfernung des Operators
enthalt.
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Naturliche Kalkile

Hilberts Kalkiil

e Konjunktion
e Disjunktion

e Implikation

e Negation

e Aquivalenz

A_l:

pAgq
. P
\/_l . Fv_q
F. P pq—> g

Modus Ponens

_I_E : pa(;p

Widerspruchsregel
<—>

—FE : g_> g

. PAQ
A_E : b

. pPVg,—p
V_E : g
_E. 9P —4

Modus Tollens

_E N
Doppelnegation
p <

q—>

QO

—E :

S
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Naturliche Kalkile

e Transitivitat N < Hpanqu r
e Deduktions - Theorem s Pl -t

p,....r-s—t

e Reductio ad absurdum Pl —t.p,..,r,sk Tt

p,....r = —s

e Hypothetischer Syllogismus P %pq;qrﬁ !

p—q,r—s,pVr

e Konstruktives Dilemma qgVs

Hinzukommen die liblichen Assoziativitats-, Kommutativitats-,
Distributivitats-, Negations-, Implikations- und de Morgan Regeln.

Prof. Dr. Madlener: Logik

71



Grundlagen der Aussagenlogik

00000000000 OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO0OOOOOOOOO0O0OOOO00e00

Naturliche Kalkile

Beispiele in Hilberts Kalkii

Pramisse
Kommutativitat
Distributivitat
AN_E
Kommutativitat
Negations-Gesetz

Beispiel 1.30
Zeige (pAQ)VrE—-p—r
Bewelis:
» Transformationsbeweis
1. (pAq)Vr
2. rV(pAq)
3. (rvp)A(rva)
4. (rvp)
5. (pVr)
6. (—m—pVr)
(. —p—r
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Naturliche Kalkile

Beispiele in Hilberts Kalkiil

Zeige (pAQ)VrE—-p—r
Beweis:

» Bedingter Beweis
1. (pAg)Vr Pramisse
2. =(=pV —q)Vr Doppelnegation, de Morgan
3. (-pV—=qg)—r Implikationsgesetz

4. —p Annahme

5. pV —q V_I

6. r Modus Ponens —E aus 3. und 5.
7. —p—r Aus 4, 5, 6 mit Ded. Theo. —/

Prof. Dr. Madlener: Logik 73



Grundlagen der Aussagenlogik
0000000000000 OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO0O0O00e

Naturliche Kalkile

Beispiele in Hilberts Kalkiil

Zeige (pAQ)VrE—-p—r

Bewelis:
» Indirekter Beweis
1. (pAq)Vr Pramisse
2. (pVvVr)AN(qVr) Distributivgesetz
3. (pVr) N_E
4. —(=p —r) Annahme
5. =(pVr) Implikations-und Negationsgesetz
6. ——=(—-p—r) Red. Abs. —/ aus 3, 4, 5.
7. —p—r Doppelnegation
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Algorithmischer Aufbau der Aussagenlogik

In diesem Abschnitt betrachten wir Verfahren die bei gegebener
endlichen Menge ¥ und A-Form A entscheiden ob ¥ = A gilt. Die
bisher betrachteten Verfahren priifen alle Belegungen der in den
Formeln vorkommenden Variablen oder zahlen effektiv die
Theoreme eines geeigneten deduktiven Systems auf. Dies ist
sicherlich recht aufwendig. Obwohl die Komplexitat dieses
Problems groB ist (Entscheidbarkeit von SAT ist bekanntlich
NP-vollstindig), ist die Suche nach Verfahren, die , oft" schneller
als die ,,brute force Methode” sind, berechtigt.

Wir betrachten drei solcher Verfahren die alle
Erfullbarkeitsverfahren sind, d.h. sie basieren auf:

Y =A gdw {X,—-A} unerfiillbar:

Semantische Tableaux Davis-Putman  Resolution
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Semantische Tableaux

Beispiel

Beispiel 2.1 (Semantische Tableaux)

Um die Allgemeingiiltigkeit einer Formel A zu zeigen, konstruiere
einen binaren Baum fiir =A , dessen Knoten jeweils eine Klasse
moglicher Belegungen reprasentieren die diesen Knoten erfiillen.
Die Wurzel des Baumes reprasentiert alle moglichen Belegungen
und die Vereinigung der Klassen der S6hne eines inneren Knotens
des Baumes ist die Klasse der Belegungen, die der Knoten
reprasentiert. Gelingt es, einen solchen Baum derart zu
konstruieren, dass samtliche Blatter des Baumes zu einem
Widerspruch fiihren, ist gezeigt, dass es keine Belegung gibt, die
= A erfiillt. Somit gilt, dass A Tautologie ist.
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Semantische Tableaux

=(pV(gAr)—(pVag)A(pVr)) gilt genau dann, wenn
=((pV(gAr)— ((pVaqg)A(pVr))) unerfiillbar ist.

=((pV(gAr) = ((pVa A(pVrT)))

pV(gAT)
<((pVg AN(pVrT))

ANA

Da alle Aste zu Widerspriichen fiihren, gibt es keine Belegung, die
die Formel erfiillt!
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Semantische Tableaux

Feststellungen

Zwei Arten von Formeln, solche, die zu Verzweigungen fiihren

(8-Formeln), und solche, die nicht zu Verzweigungen fiihren
(a-Formeln).

» a-Formeln mit Komponenten a7 und ap, die zu Knoten mit
den Markierungen a7 und ap fiihren:

a | —A | AL AN A —l(Al V Az) —l(Al — Az)
1 A Al —IAl Al
8% (A) A2 —IA2 —|A2

» (3-Formeln mit Komponenten (31 und 3, die zu
Verzweigungen fiihren mit Knotenmarkierungen 31 und (35:

B —l(Al AN A2) A1V As A1 — A
B | B —Ap | A Al | A —A; | A
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Semantische Tableaux

Feststellungen (Fort.)

» Beachte: Jede Aussageform ist entweder atomar (d.h. eine
Variable) oder die Negation einer atomaren Formel (d.h. ein
Literal) oder eine a- oder eine G-Formel, und genau von
einem dieser drei Typen.

» Es gilt:
Eine a-Formel ist genau dann erfiillbar, wenn beide
Komponenten a1 und aos erfiillbar sind.

Eine S-Formel ist genau dann erfiillbar, wenn eine der
Komponenten 31 oder (3, erfiillbar ist.
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Semantische Tableaux

Feststellungen (Fort.)

» Insbesondere gilt fiir [ C F und a-Formel o« mit Komponenten
a1 und as und B-Formel G mit Komponenten (31 und [35:
U {a} erfiillbar gdw T U{az,ap} erfiillbar  und
U {3} erfiilllbar gdw [ U{B1} oder  U{B>} erfiillbar.

» Ein Literal ist eine Aussagevariable p; oder eine negierte
Aussagevariable —p;. Fiir eine A-Form A sind A und —A
komplementar oder konjugiert.

» Enthalt [ komplementdre Formeln (Literale) A und —A, so ist
[ nicht erfiillbar.
Im Beispiel enthalt jeder Ast komplementare Literale, also ist
die Astformelmenge fiir kein Ast erfiillbar.
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Semantische Tableaux

Formalisierung der Tableaux

Definition 2.2 (Tableaux)

Tableaux sind binare Baume mit Knoten, die mit Formeln aus F
markiert sind. Sei ¥ C F.

1. Die Menge der Tableaux 75 fiir 2 wird induktiv definiert
durch:

(a) Tgay ist der Baum mit einem Knoten, der mit A € ¥ markiert
ist. In diesem Fall schreibt man auch 74 statt 7.

Graphisch:
e A

(b) Ist 7 Tableau fiir ¥ und § Marke eines Blattes von 7, so lasst
sich 7 wie folgt zu einem Tableau 7’ fiir ¥ fortsetzen:
7/ entsteht aus 7 indem man als Nachfolger von §:
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Formalisierung (Fort.)
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1.

(b) (X) einen Knoten hinzufiigt, der mit einer Formel A € ¥ markiert
Graphisch:

ist. (A soll nicht bereits als Marke im Ast von é vorkommen.)
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Semantische Tableaux

Formalisierung (Fort.)
1.

(b) («) einen Knoten hinzufiigt, der mit o oder ax markiert ist, falls

eine a-Formel o auf dem Ast zu 6 vorkommt und a3 und a»
die Komponenten von « sind.
Graphisch:

KX Yo

5 Y
a1 oder a2

In der Praxis werden jedoch an § nacheinander die Knoten fiir
beide Komponenten hinzugefiigt:

Yo

= = = = = HaA¢
|
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Semantische Tableaux

Formalisierung (Fort.)

1. (b) (B) zwei Knoten hinzufiigt, die mit den Komponenten (31 bzw. (3
einer B3-Formel 8 markiert sind, falls 6 auf dem Ast zu ¢
vorkommt.

Graphisch:

.
/5\
b1 32
Entsteht 7" aus 7 durch Anwendung einer der Regeln (¥), (a)

oder ((3), so heiBt 7" direkte Fortsetzung von 7.

1. (c) 7 € 7 genau dann, wenn 7 = T4 fiir ein A € ¥ oder es gibt

eine Folge 79,...,7,(=7), n € N, so dass 7j1; eine direkte
Fortsetzung von 7j ist fiir j = 0,...,n—1 und 79 = 74 fiir ein
AcX.

Prof. Dr. Madlener: Logik 84



Algorithmischer Aufbau der Aussagenlogik
O00000000BeO00OO00OOOOO0OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

Semantische Tableaux

Formalisierung (Fort.)

2. Ein Ast eines Tableaus 7 heilt abgeschlossen, falls er zwei
konjugierte Formeln enthalt (d.h. fiir ein A € F sowohl A als
auch (—A) enthalt), sonst heiBt der Ast offen.

» Ein Tableau 7 heillt abgeschlossen, wenn jeder Ast von 7
abgeschlossen ist.

» 7 heiBt erfiillbar, wenn 7 einen erfiillbaren Ast (d.h. die
Marken entlang des Ast bilden eine erfiillbare Formelmenge)
enthalt.

3. Seil C F,Ae€ F. Dann ist A Tableau-Folgerung aus '
Schreibe: [ - A genau dann, wenn fiir ¥ =T U {-A} jedes
Tableau aus 75 sich zu einem abgeschlossenen Tableau aus 7y
fortsetzen lasst.
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Semantische Tableaux

Bemerkung 2.3

Ziel ist es zu zeigen: T H A <— T £ A.

1.
2.

Abgeschlossene Aste und Tableaux sind nicht erfiillbar.

Ist T erfiillbar, so ist jedes Tableau aus Tt erfiillbar (und
insbesondere nicht abgeschlossen).

Gilt T H; A, soist L =T U{—=A} nicht erfiillbar. Insbesondere
sind Tableau-Folgerungen korrekt (aus T F, A folgt T = A).

Gibt es ein abgeschlossenes Tableau in T, so lasst sich jedes
Tableau aus 1 zu einem abgeschlossenen Tableau fortsetzen.

Tableaux sind endliche Baume. Ist T € 7y, so kommen als
Marken nur (negierte oder unnegierte) Teilformeln von
Formeln aus 2 vor.

Unendliche Tableaux kénnen als Grenzfalle (falls X unendlich)
betrachtet werden.
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Semantische Tableaux

Beispiel 2.4
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-, A— (B — A):

= —(pAg) — (—pV q):

v(A— (B—A))

t—(=(pANg) = (-pV —q))
t—(p A Q)
¢—|(B — A)

‘—|—|p
o— A
s

‘_I_lq
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Semantische Tableaux
|
Beispiel 2.5
~-(pVq)— (pAq) gilt nicht:

Es gibt Belegungen, die =((pV q) — (p A q)) erfiillen, ndmlich ¢
mit ¢(p) =1 und ¢(q) = 0 und ' mit ¢'(p) =0 und ¢'(q) = 1.
Also gilt nicht - (pV q) — (p A q).
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Semantische Tableaux

Beispiele (Fort.)
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Beispiel 2.6
- (FA— A) — A
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Semantische Tableaux

Beispiele (Fort.)

Beispiel 2.7
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+—((-B — -A) - ((wB— A) — B))
t—-B — A

+—-((-B — A) — B)

t-B— A

-B
—|—|B

—A
—|—|B
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Semantische Tableaux

Vollstandige Tableaux

Definition 2.8

Sei 7 ein Tableau, © ein Ast von 7.

» O heiBt vollstandig, falls fiir die Menge der Formeln in © gilt:
Mit jeder a-Formel o € © ist stets {a1, a2} € © und mit
jeder B-Formel 3 € © ist stets 31 € © oder (3, € O.

» 7 heilt vollstandig, falls jeder Ast in 7 abgeschlossen oder
vollstandig ist.

» Sei 2 C F, X endlich. 7 € v heiBt vollstandig fiir >, falls 7
vollstandig ist und jeder offene Ast X enthalt.

» Sei X~ C F,X unendlich, so verallgemeinerte Tableaux erlaubt
(d.h. jeder offene Ast ist unendlich und enthilt ¥).
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Semantische Tableaux

Bemerkung 2.9

1. Ziel: Ist X endlich, so lasst sich jedes Tableau aus Ts zu einem
vollstandigen Tableau fiir . mit Hilfe von 2-, a- und
(3-Regeln erweitern.

Beachte, dass a- und [3- Regeln nur (negierte) Teilformeln
einfiihren und dass eine Formel nur endlich viele Teilformeln
enthalten kann.

(Gilt entsprechend fiir ¥ unendlich mit verallg. Tableaux).

2. Sei I die Menge der Formeln eines vollstandigen offenen Astes
von ['. Dann gilt:
2.1 Es gibt kein p € V mit {p,—-p} CT.
22 Ista €T, so auch a1, a0 €T
23 IstB€Tl,soist B4 € oder 5 €T.
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Semantische Tableaux

Vollstandige Tableaux (Fort.)

Lemma 2.10

Jede Menge 2. von Formeln, die 1, 2 und 3 aus der Bemerkung
2.9.2 geniigt, ist erfiillbar. Insbesondere sind vollstindige offene
Aste von Tableaux erfiillbar.

Gibt es offene vollstandige Tableaux fiir I', so ist [ erfiillbar.

Bewels:
Definiere:

w(p)Z{ o TpE

1 sonst

Offensichtlich ist ¢ wohldefiniert.
Beh.: Falls A€ ¥, dann ¢(A) =1. (Induktion) m
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Semantische Tableaux

Satz 2.11
SeiI' C F. Dann gilt:
1. [ ist nicht erfiillbar gdw T enthalt ein abgeschlossenes
Tableau.

2. Aquivalent sind

» T=A (oderT HA)
> T¢r A} enthalt ein abgeschlossenes Tableau.

3. Aquivalent sind

> = A (odertA)
» T_a enthalt ein abgeschlossenes Tableau.

Beachte: Der Kompaktheitssatz (1.10) folgt aus 1., denn ist
nicht erfiillbar, enthalt 7 ein abgeschlossenes Tableau und
abgeschlossene Tableaux sind stets endliche Baume, d.h. eine
endliche Teilmenge von [ ist nicht erfiillbar.
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Semantische Tableaux

Systematische Tableaukonstruktion

» Sei [ C F, dann ist I" abzahlbar. Sei also [ = {A1, Aa, .. .}.
Konstruktion einer Folge von Tableaux 7, (n € N) :

1. 1 = A;. Ist A; Literal, dann wird der Knoten markiert.

2. Sind alle Aste von 7, abgeschlossen, dann Stopp!
Tho1 entsteht aus 7, wie folgt:

3. Ist Y die erste unmarkierte a-Formel in 7,, durch die ein
offener Ast geht, so markiere Y und erweitere jeden offenen
Ast, der durch Y geht, um die Teilformeln a; und a3 von Y.

«1 und o werden markiert, falls sie Literale
sind. Dadurch werden moglicherweise Aste ab-
geschlossen.

a1

2
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Semantische Tableaux

oder:

4. Ist Y die erste unmarkierte S-Formel in 7,, durch die ein
offener Ast geht, so markiere Y und erweitere jeden offenen

Ast, der durch Y geht, um
Markiere 31 und/oder (3, falls diese

/\ Literale sind. Dadurch werden mogli-
By B cherweise Aste abgeschlossen.
oder:

5. Gibt es eine Formel A; € I', die noch nicht in jedem offenen
Ast vorkommt, so erweitere alle diese Aste um:

Falls moglich, Knoten markieren und Aste
A abschlieBen.

J
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Semantische Tableaux

» Verfahren: Beginne mit 71. Wiederhole 3. solange wie
moglich. Dann 4.. Sind weder 3. noch 4. moglich so 5. Geht
nichts mehr, so stopp.

e Aus 7, (n > 1) erhilt man kein weiteres Tableau, falls 7,
abgeschlossen ist oder alle Formeln von 7, markiert sind und '
endlich und ausgeschopft ist.

> Setze Too 1= |J, ey 7n- Dann ist 7o, ein bindrer Baum.

Behauptung: 7 ist vollstandig!
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Semantische Tableaux

Bewels:

1. Too = T4 flir ein k € N.

Ist 7, abgeschlossen, gilt die Behauptung.

Ist 7, nicht abgeschlossen, so ist 7, vollstandig: Alle Formeln
sind markiert und ' muss endlich sein. Alle Formeln von I sind
in den offenen Asten von 7. Somit ist I nach Lemma 2.10
erfullbar.

Es gibt kein kK € N mit 7. = 7«. Dann ist 7, ein unendlicher
Baum.

Es gibt eine Folge von Knoten {Y,}, n € N, die unendlich viele
Nachfolger haben: Setze Y; = A;, die Wurzel mit unendlich
vielen Nachfolgerknoten. Ist Y, bereits gefunden, dann hat Y,
entweder einen oder zwei direkte Nachfolger, von denen einer
unendlich viele Nachfolger hat. Wahle als Y, 1 diesen Knoten.
Dann ist der Ast {Y,|n € N} in 7o, offen, vollstindig und
enthalt I', d.h. ' ist erfiillbar.

Prof. Dr. Madlener: Logik

98



Algorithmischer Aufbau der Aussagenlogik
O00000O000O0O0OOOOOOOOO0OeO0000

Semantische Tableaux

Bemerkung und Folgerung

Bemerkung 2.12

1. Ist [ eine rekursiv aufzihlbare Menge, so ist das Hinzufiigen
einer Formel A, € ' zu einem Tableau effektiv, d.h. falls T
rekursiv aufzdhlbar aber nicht erfiillbar ist, so stoppt die
systematische Tableau-Konstruktion. Insbesondere stoppt die
systematische Tableau-Konstruktion immer, wenn [ endlich
ist. Sie liefert dann entweder:

» [ ist nicht erfiillbar, d.h. es gibt eine n € N, so dass 7,
abgeschlossen ist, oder:

> [ ist erfiillbar und die (offenen) Aste von 1, liefern alle
Belegungen, die I' erfiillen.

Die systematische Tableau-Konstruktion liefert q/so flir
endliche Mengen in den offennen vollstandigen Aste alle
Belegungen der wesentlichen Variablen, die I erfiillen.
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Folgerungen (Fort.)
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fiir eine Menge I' = { Ay,

2. Zur Vereinfachung der systematischen Tableau-Konstruktion

,An} beginne mit
.Al
‘AQ
?Ag
' An—l
An,
als Anfangstableau.
= = = = = vaAe
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Folgerungen (Fort.)
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[=A <= T U{-A} unerfiillbar
— [FH A

<< T{r-A} enthalt abgeschlossenes Tableau
{_'A7A17

Prof. Dr. Madlener: Logik
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Folgerungen (Fort.)
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4.e(a) E((pVa)A(=pVr))—(qVr) oder
(PVa@)A(=pVr)E(qVr)

“(((pvg)A(=pVr)) —(q¢Vr))
(pVvg)A(=pVr)

=(qVr)
(pVaq)

pVvVr
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Semantische Tableaux

Folgerungen (Fort.)

o(b) Bestimme alle Belegungen, die A= (p — q)V (—q — r)
erfiillen!
pP—=q)V(~g—r)

p—>q —lq—>’r’

—|—|q

—|p r

q

Demnach ist {¢ | ¢ ist Bewertung mit ¢(p) = 0 oder

©(q) =1 oder p(r) = 1} die Menge aller Belegungen, die A
erfiillen. An den Blittern des Baumes lasst sich auch eine
dquivalente Disjunktive Normalform (DNF) zur Formel A
ablesen, namlich -p\V q V r.
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Semantische Tableaux

Normalformen

» Normalformen haben oft den Vorteil, dass man aus Formeln in
dieser Form gewisse Informationen leicht ablesbar sind. So
lassen sich z.B. aus einer KDNF (kanonische disjunktive
Normalform) alle erfiillende Belegungen aus den
Elementarkonjunktionen direkt ablesen. Aus minimalen DNF
lassen sich leicht die Schaltnetze (mit UND, ODER, NEG
Gattern) herleiten. Die systematische Tableux Konstruktion
erlaubt es diese Normalformen aus einem vollstandigen
Tableau abzulesen.
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Normalformen

Normalformen

Motivation: Oft will man eine beliebige A-Form in eine Form
transformieren die , einfachere” Gestalt hat und spezielle
Algorithmen zur Losung einer bestimmten Fragestellung fiir
Formeln in dieser Gestalt verfiigbar sind. Die Transformation sollte
nicht zu teuer sein, sonst wiirde sich der Aufwand dafiir nicht
lohnen.

» Transformiert werden kann in einer

> logisch dquivalenten Formel, d.h. A == T(A) oder
» erfiillungs dquivalenten Formel, d.h.
A erfiillbar gdw. T(A) erfiillbar
» Wir behandeln drei dieser Normalformen:

» Negationsnormalform (NNF) Form in =, V, A
» Konjunktive Normalform (KNF) Form in =,V , A
» Disjunktive Normalform (DNF) Form in =V, A
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Normalformen

Normalformen

Definition 2.13 (NNF)

Eine Formel A ist in NNF gdw. jedes Negationszeichen direkt vor
einem Atom (A-Variable) steht und keine zwei Negationszeichen
direkt hintereinander stehen. Also:

1. Fir p€ V sind p und —p in NNF
2. Sind A, B in NNF, so auch (AV B) und (AA B)

Beachte (A — B) wird durch (—=AV B) und
—(A — B) durch (A A —B) ersetzt.

Lemma 2.14
Zu jeder Formel A € F({—,\,V,—}) gibt es eine logisch
dquivalente Formel B € F(—,V,A\) in NNF mit |B| € O(|A]).

Bewelis:
Ubung. Verwende Doppelnegationsregel, de Morgan. m
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Normalformen

Klauseln

Definition 2.15 (Klausel)

Eine Formel A= (L; V...V L,) mit Literalen L; fir i =1,..., n wird
Klausel genannt.

e Sind alle Literale einer Klausel negativ, so ist es eine negative
Klausel. Sind alle Literale positiv, so ist es eine positive
Klausel. Klauseln die maximal ein positives Literal enthalten,
heiBen Horn Klauseln.

e A wird k-Klausel genannt, falls A maximal k Literale enthilt.
1-Klauseln werden auch Unit-Klauseln genannt.

e Eine Formel A ist in KNF gdw. A eine Konjunktion von
Klauseln ist. D.h.
A= (A1 N ...\ Ay) mit Klauseln A; firi=1,...,m.

e Sind die A; k-Klauseln, so ist A in k-KNF.
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Normalformen

Normalformen (Fort.)

Beispiel 2.16

A=(pVag A(pV—-qg)AN(=pVqg)A(—pV —q)istin 2-KNF
(Beachte ist unerfiillbar). Betrachtet man Klauseln als Mengen von
Literalen, so lassen sich Formeln in KNF als Mengen von
Literalmengen darstellen, etwa

A={{p,q},{p,~a},{—p,q},{—p,~q}}.

Lemma 2.17
Zu jeder Formel A € F({—,A\,V}) gibt es eine logisch dquivalente
Formel B in KNF mit |B| € O(2/4).

» Beachte: Es gibt eine Folge von Formeln A, mit |A,| = 2n,
fiir die jede logisch aquivalente Formel B, in KNF mindestens
die Lange 2" besitzt.
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Normalformen

Definition 2.18 (DNF)

Eine A-Form A ist in DNF gdw. A eine Disjunktion von
Konjunktionen von Literalen ist, d.h. A= (A1 V ...V A;) mit
A = (L,’l JANPERAN L,'m,.).

Definition 2.19 (Duale Formel)
Die duale Formel von A, d(A) (auch A*) ist definiert durch:
» dp)=p firpeV
> d(—A) = —~d(A)
» d(BV C)=(d(B)ANd(C))
» d(BAC)=(d(B)Vd(C))
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Normalformen

Lemma 2.20
Fiir jede A-Form A gilt:

1. Sei A in KNF, dann ist NNF(=A) in DNF.

2. Ist A in KNF, so ist d(A) in DNF.

3. A ist Tautologie gdw. d(A) widerspruchsvoll.
4. A ist erfiillbar gdw. d(A) ist keine Tautologie.

Setzt man ¢'(p) =1 — p(p), so gilt ¢'(d(A)) =1 — p(A)
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Davis-Putman-Algorithmen

Davis-Putman-Algorithmen

» Erfiillbarkeits-Algorithmen
» Formeln in NNF (=, A, V)

» Bottom-Up Verfahren - Festlegung einer erfiillenden
Bewertung durch Auswahl der Werte der Atome

= = = = = HaA¢
|
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Davis-Putman-Algorithmen

Definition 2.21
Sei A A-Form, p € V definiere A|p/1]| (bzw. A[p/0]) als Ergebnis
des folgenden Ersetzungsprozesses:

1. Ersetze in A jedes Vorkommen von p durch 1.
2.

Tritt nun eine Teilform —1 auf, ersetze sie durch O,
—0 ersetze durch 1.

o
o
e Teilformeln B A1, sowie BV 0 werden durch B ersetzt,
e Teilformeln B V1 durch 1 und

o

Teilformeln B A O durch O ersetzt.

3. Schritt 2 wird so lange durchgefiihrt, bis keine weitere
Ersetzung moglich ist.

Analog fiir A[p/0].
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Davis-Putman-Algorithmen

Allgemeiner verwende A[//1] bzw. A[//0Q] fiir Literale /.

» Beachte: Fiir A in KNF und Literal / gilt:
A[l/1] entsteht aus A durch Streichen aller Klauseln, die das
Literal / enthalten und durch Streichen aller Vorkommen des
Literals =/ in allen anderen Klauseln.

Alp/1] (bzw. A[p/0]) sind wohldefiniert. (Warum 7)
Als Ergebnis des Ersetzungsprozesses A[p/i] i = 1,0 erhalt
man:

> eine A-Form (in NNF bzw. KNF wenn A diese Form hatte)

» 1 die , leere Formel”

> 0 die , leere Klausel" (LI, )
Die leere Formel wird als wahr interpretiert. Die leere Klausel
als falsch (nicht erfiillbar), d. h. A[p/i] als A-Form behandelbar

vy
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Davis-Putman-Algorithmen

Fir jedes Atom p € V und A € F gilt:

1. Alp/i] i € 1,0 ist entweder die leere Formel oder die leere
Klausel oder eine A-Form in NNF in der p nicht vorkommt.
Ist ¢ eine Bewertung mit ¢(p) =1, so gilt p(A) = p(A[p/i]).

2. ANp = Alp/1 A p AN=p == Alp/0] A —p

3. Aist erfiillbar gdw A[p/1] = 1 oder A[p/0] = 1 oder eine der
Formeln A[p/1], A[p/0] erfiillbar ist.

~ Durch Testen der Teilbewertungen A[p/1] und A[p/0] kann
rekursiv die Erfiillbarkeit von A entschieden werden.
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Davis-Putman-Algorithmen

Regelbasierter Autbau von DP-Algorithmen

Definition 2.22 (Regeln fiir Formeln in NNF)

1. Pure-Literal Regel Kommt ein Atom p € V in einer A-Form
A nur positiv oder nur negativ vor, so konnen wir p mit 1
bzw. 0 belegen und die Formel dementsprechend kiirzen.

— (Es gilt A[p/0] = A[p/1] bzw. A[p/1] &= A[p/0]), genauer A
erfiillungsaquivalent A[p/1] bzw. A[p/0].

2. Splitting-Regel Kommt jedes Atom sowohl positiv als auch
negativ vor, so wahle ein solches Atom p in A aus und bilde
aus A die zwei A-Formen A[p/1] und A[p/0].

— Die Ausgangsformel A ist genau dann erfiillbar, wenn bei einer

der Kiirzungen der Wert 1 oder eine erfiillbare Formel als
Ergebnis auftritt.
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Davis-Putman-Algorithmen

Regelbasierter Autbau von DP-Algorithmen

» Regeln reduzieren das Erfiillbarkeitsproblem fiir eine Formel
mit n Atomen auf EP fiir Formeln mit maximal (n — 1)
Atomen.

» Algorithmen, die mit Hilfe dieser beiden Regeln mit
verschiedenen Heuristiken (zur Auswahl des splitting Atoms)
und weiteren Verfeinerungen arbeiten, werden als
Davis-Putman-Algorithmen bezeichnet.
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Davis-Putman-Algorithmen
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Beispiel 2.23 (Darstellung der Abarbeitung als Baum)

A=-pV((7qVr)AN(qgVs)AN-rA-sA(pVq))

= = = = = HaA¢
|
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Davis-Putman-Algorithmen

Weitere Verfeinerungen

Definition 2.24 (Regeln fiir Formeln in KNF)

3. Unit-Regel

Sei Ain KNF und A enthalt
eine Unit Klausel A; = [.
Bilde A[l/1] (A ist erfiill-
bar gdw A[l/1] erfiillbar),
da das Literal einer Unit-
Klausel durch eine erfiillen-
de Bewertung auf wahr ge-
setzt werden muss.

2 (mqVT)A(gVs)A—-TrA-s
—-r =1

g A (qVs)A-s

g =1

¢S\ s

s=1

0
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Davis-Putman-Algorithmen

» Seien A; und As Klauseln. A; subsumiert Ay (A; C Ap) gdw
jedes Literal aus A; auch in As auftritt.

» Aus der Erfiillbarkeit einer Klausel folgt sofort die Erfiillbarkeit
aller Klauseln, die sie subsummiert.

4. Subsumption-Rule
Sei A in KNF. Streiche aus A alle Klauseln, die von anderen
subsumiert werden:: SR(A).
Streiche insbesondere tautologische Klauseln (solche die p und
—p fiir ein p enthalten).

» Da in KNF alle Klauseln konjunktiv verkniipft sind, braucht
man nur diejenigen zu beriicksichtigen, die von keiner anderen
subsumiert werden.
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Davis-Putman-Algorithmen

procedure Davis/Putman
//Eingabe: Ain KNF//

//Ausgabe: Boolscher Wert fiir Erfiillbarkeit (1,0)//

begin
if Ac{0,1} then return(A);
p:=pure(A,s);

/[ liefert Atom und Belegung, falls nur positiv oder nur negativ

vorkommt sonst null//
if p # null then return(DPA(A

p:=unit(A,s); //Unit Klausel mit Belegung sonst null//

if p # null then return(DPA(A

A:=Subsumption_Reduce(A); //entfernt subs. Klauseln//

p/s.

p/s.

));
));

p:=split(A); //liefert Atom in A//

if DPA(A[p/1]) = 1 then return(1);

return(DPA(A[p/0]));
end
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Davis-Putman-Algorithmen

Auswahlkriterien fiir die Splitting Regel

Wahle das erste in der Formel vorkommende Atom,
wahle das Atom, welches am haufigsten vorkommt,
--- das in den kiirzesten Klauseln am haufigsten vorkommt,
wahle Atom mit Z |Ai| minimal,
pin A
» berechne die Anzahl der positiven und negativen Vorkommen

In den kiirzesten Klauseln und wahle das Atom mit der
groBten Differenz.

vV v v v
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Resolutions-Verfahren

Resolutions-Verfahren

» Das Resolutionskalkiil als Deduktionssystem operiert auf
Klauselmengen, d. h. Formeln in KNF mit nur einer

Schlussregel:
Aus Klauseln (AV I) und (B V =) kann eine neue Klausel

(AV B) erzeugt werden.

» Ziel: Leere Klausel zu erzeugen.

» Klauseln als Mengen (pV —q V p) < {p,—q}
/Epso—llEﬁp E—lpSO_'/EP
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Resolutions-Verfahren

Resolutions-Verfahren

Definition 2.25 (Resolutionsregel (Resolventenregel))

Seien A, B Klauseln, / ein Literal. | kommt in A und =/ kommt in
B vor. Dann konnen A und B iiber / (bzw. —/) resolviert werden.

» Die Resolvente der Klauseln A und B ist die Klausel

(A\U}) U (B\{=1}).

A und B sind die Elternklauseln der Resolvente
A : B
Res/(A, B) = (A\{/}) U (B\{—/})

Schema (Resolutionsregel)
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Resolutions-Verfahren

Eigenschaften der Resolvente

Beachte:
» Enthilt die Resolvente ein Literal I’, so muss dieses bereits in
A oder B enthalten sein.

» Schreibe auch AV /[, BV =/ RI— AV B.
es

AN B erfiillbar gdw A A B A Res|(A, B) erfiillbar.
gdw  Resi(A, B) erfiillbar.

» AN B = Res(A, B).

» Resolvente kann leere Klausel [ sein.
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Darstellung - Beispiele
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Beispiel 2.26

Darstellung fiir Klauseln A, B, die iiber [ resolvieren

(AN U

(B\{~l})

a) Formel A={(pVqVrVvs),(-pVvqgVrVs)}

qVrVs

quVTVS\\\\\\//////ﬂquVTVS
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b) A={(pV q),(mqVr),(=rVvs)}

pVq qVr
pVs
c) A={(pVQq),(=pVQq),(PV—9),(=pV—q)}
PV g pVyq —pV q
q
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(Horn-Klauseln)

d) A={(-pV —=qV=r),(pV=s),(qV-r)(rV-t),t}

—pV gV r

pV s

—q V rV s

= = = = = HaA¢
|
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Resolutions-Verfahren

Ableitungen im Resolutionskalkiil

Definition 2.27 (Herleitungen (Ableitungen))

Sei A={(y,..., C,} eine Formel in KNF und C ein Klausel. Eine
Folge Dy, ..., D) von Klauseln ist eine Herleitung der Klausel C
aus A. Wenn C = Dy und fiir alle j mit 1 < < k Klauseln

E.Fe Au{Dy,..., Dj—l} existieren mit E, F Rl— D;.
es

» C ist (mit der Resolventenregel oder im Resolutionskalkiil)
herleitbar aus A

_|_
Schreibweise: A Rl— C (A Ausgangs-Klauseln)

> k ist die Lange der Herleitung.
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Resolutions-Verfahren

» Minimale Herleitungen sind solche fiir die kein Schritt
weggelassen werden kann.

+ + +
— Gilt A F G und A - (, so schreibe A + (i, G.
Res Res Res

» Darstellung von Herleitungen mit Hilfe von DAG’s.

{p,a} {p,—q¢} {-p.q}

{—p,~q}

P}

{—p}

O ] =
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Resolutions-Verfahren

Korrektheit und Widerlegungsvollstandigkeit

Satz 2.28

1. Der Resolutionskalktil ist korrekt.

_|_
A in KNF, C Klausel dann A RI— C,soAE=C
es

2. Der Resolutionskalkiil ist nicht vollstandig.

_|_
Es gibt A in KNF, C Klausel mit A = C aber nicht A RI— C
es

3. Der Resolutionskalkiil ist widerlegungsvollstandig.

_|_
A in KNF, A widerspruchsvoll (unerfiillbar), so A RI— L
€es
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Resolutions-Verfahren

Korrektheit und Widerlegungsvollstandigkeit (Forts.)

Bewels:

1.v/,2. A=p, C =pV g~ Behauptung.

3. Induktion nach Lange der Formel:

Kiirzeste Formel:{{p},{—p}}, dann p,—p Rl—es L.

Verwende dabei: A widerspruchsvoll, so auch A[p/1] und A[p/0]
widerspruchsvoll.

e Sei A mit Lange n+ 1, A widerspruchsvoll. Es gibt ein Atom p
in A das sowohl positiv als auch negativ vorkommt. Betrachte
Alp/1] und A[=p/1], beide nicht erfiillbar. Angenommen nicht
Wert 0.

+ +
e Nach Ind.Vor.:  A[p/1] RI— L, Alp/0] RI— L.
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Resolutions-Verfahren

Korrektheit und Widerlegungsvollstandigkeit (Forts.)

» Ain KNF. A[p/1] entsteht durch Streichen der Klauseln, die p
enthalten und durch Streichen von —p aus Klauseln, die —p
enthalten.

< Fiigt man in A[p/1] die eliminierten Literale —p und zu
A[—-p/1] die Atome p wieder hinzu, so sind diese Formeln

Alp/1](—=p) und A[p/0](p) Teilformen von A.
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Resolutions-Verfahren

Korrektheit und Widerlegungsvollstandigkeit (Forts.)

+ +
» Dann aber entweder A[p/1](—p) RI— LI bzw. A[=p/1](p) Rl— L
auch aus A herleitbar oder

+ +
Alp/1](=p) F —p und Al=p/1](p) F p.

_|_
Dann aber —-p,p F U und somit A + LI
Res Res

» Ergibt A[p/1] oder A[-p/1] den Wert 0, so enthilt A eine
Klausel p (falls A[=p/1] = 0) oder eine Klausel —p (falls
Alp/1] = 0). Dann analoger Schluss. m
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Lemma 2.29

Teilklausel C' C C:

_I_
Al C

Sei A in KNF, C eine Klausel, dann gilt A = C gdw es gibt eine
Res

Prof. Dr. Madlener: Logik
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Resolutions-Verfahren

Resolventenmethode: Strategien/Heuristiken

» Verfeinerungen der Methode

Starke Herleitungen: A in KNF, widerspruchsvoll.

Dann gibt es eine Herleitung C1,... C, = U mit

1. in der Herleitung tritt keine Klausel mehrfach auf,
2. in der Herleitung tritt keine Tautologie auf,

3. in der Herleitung tritt keine schon subsumierte Klausel auf:
Es gibt kein C;, G, j < i, (; C (.
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Resolutions-Verfahren

» Strategien, Heuristiken
» Stufenstrategie (Resolutionsabschluss)
( Alle erfiillende Bewertungen)

» Stiitzmengenrestriktion
(Set of Support, Unit-Klauseln bevorzugen)

» P-N Resolution

» Lineare Resolution (SL-Resolution)
(PROLOG-Inferenzmaschine)

Prof. Dr. Madlener: Logik

136



Algorithmischer Aufbau der Aussagenlogik
O00000O0O0OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO000e

Resolutions-Verfahren
|

Beispiel:A = {{_'P, —dq, _'r}7 {P, ﬁ5}7 {qa _'r}7 {I’, _'t}7 {t}}

Stufen:

0 1 2 3

1. {-p,—q,—r} | 6.{—q,—r,—s}(1,2) | 11. {—r,—s} (6,3) | 21. {—s,—r} (11,4)
2. {p, s} 7. {-p,—-r} (1,3) | 12. {—~q,—s, -t} (6,4) | 22. {-s}  (11,10)
3. {q,-r} 8. {-p,—q,~t}(1,4) | 13. {-p, -t} (7.4) | :

4. {r,—t} 9. {q, 7t} (3.4) | 14. {-p,—r,~t} (8,3)

5. {t} 10. {r} (4,5) | 15. {-p,—~q}  (8,5)

16. {q} (10,3)
17. {—r, s, ot} (6,9)
18. {—gq,—s}  (6,10)
19. {-p} (7,10)
20. {—p,—t}  (8.9)

©(q) =1,p(p) =0,¢(s) =0,0(r) =1,¢(t) =1

|
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Beziehungen zwischen Eigenschaften von Elementen

Grundlagen der Pradikatenlogik

Funktionen, Pradikate

Beziehungen zwischen Eigenschaften von Elementen
Funktionen, Pradikate

» Beschreibung von Strukturen (Datentypen, Algebren,...)

» Beschreibung von Integritdtsbedingungen (Relationen,...)
» Losbarkeit von Anfragen (Gleichungen,. . .)
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Beziehungen zwischen Eigenschaften von Elementen

Beispiel 3.1
Bereich Z, Operationen, Pradikate,. . .

» /ahlen: Konstanten: --- ,—-2,—-1,0,1,2,---
Individuenvariablen (Abzahlb.): x,y, z, ...
Funktionszeichen (Operatoren): +, -, — (Stelligkeit 2)

Logische Zeichen: =, A, V,—, —, ...
Quantoren: V (fiir alle), 3 (es gibt)

>
>
» Pradikatszeichen (Relationen): <, > (Stelligkeit 2)
>
>
» Trennzeichen: (,),- -
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Beziehungen zwischen Eigenschaften von Elementen

Hilberts-10-Problem: Gibt es ein Verfahren, um zu entscheiden, ob
eine diophantische Gleichung eine Losung hat?

» Hat ein Polynom in mehreren Veranderlichen mit
Koeffizienten in Z eine Losung in Z 7
Ix,y,z.3x° = 2xy3 +5234+6=0

e Entscheide effektiv, ob eine Aussage in Z gilt.

» Beschreibung von Eigenschaften:
Ux)=dzx=2-z+1, G(x)=dzx=2-z

Vx(U(x) V G(x))
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Beziehungen zwischen Eigenschaften von Elementen

Aufbau von Formeln:
Aus Konstanten, Funktionen, Individuenvariablen konnen Terme

definiert werden. Terme dienen als Bezeichner fur Elemente.

» Jede Variable ist Term, jede ganze Zahl ist Term
t1, to Terme, so auch (tl + tz), (tl — tg), (tl - t2)
» Atomare Formeln:

» t1,tr Terme: Sosind t; = ty, t1 < tp, t;7 > tp Atomare
Formeln.

» A, B Formeln: So sind (AA B),(AV B),(A — B),(—A), und
fiir

» x Variable, A Formel: Vx.A , dx.A Formeln.
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Beziehungen zwischen Eigenschaften von Elementen

Interpretationen

e Bedeutung von Termen und Formeln. Interpretation:
Hier in Z: Terme klar +, —, - durch die Operatoren auf Z.
Bedeutung von: (x +5) =y, Vx.(x +5) =0, Ix.(x +5) =0,
Vx.dy.(x+5) =y

e Interpretation: Bereich, Funktionen, Pradikate.
Belegung der Individuen-Variablen.

» x —3  y— 8, dann (x +5) =y wabhr.

e Allgemeinere Formeln: Quantifizierung iiber Funktionen,
Pradikaten.

e A=dF.((F(a) = b) ANVx.[p(x) — F(x) = g(x, F(f(x)))]
wobei F Funktionsvariable, a, b Individuenkonstanten, p
Pradikatskonstante und f, g Funktionskonstanten sind.
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Beziehungen zwischen Eigenschaften von Elementen

Interpretationen

. D=N a=0,b=1 f(x)=x-1

gix,y)=x-y px)=x>0
» Gibt es eine Funktion F: N — N :

F(0)=1 F(x)=x-F(x—1) (x>0)
2. D=N a=0,b=1 f(x)=x

glx.y)=y+1 p(x)=x>0
» Gibt es eine Funktion F: N — N:

F(0)=1 F(x)=F(x)+1 (x>0)
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Beziehungen zwischen Eigenschaften von Elementen

Allgemeine Sprache der Pradikatenlogik zweiter Stufe

Definition 3.2 (Syntax)
(a) Alphabet:

1 Wahrheitswerte:

2 Logische Symbole:
2.1 Junktoren:

2.2 Operatoren:
2.3 Quantoren:

3 Variablensymbole:

W, F (Log-Konstanten)

-, —, A\, V,«,--- ,If _Then _ Else _
=, if _then _else _

V (Allquantor), 3 (Existenzquantor)

3.1 n-stellige Funktionsvariablen: F'(j > 1,n > 0)

n=20 Individuenvariablen: Bezeichnung Xj
3.2 n-stellige Pradikatenvariablen:  P/(j > 1,n > 0)

n=0 aussagenlogische Variablen

O = - = =
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Beziehungen zwischen Eigenschaften von Elementen

4 Konstantensymbole:
4.1 n-stellige Funktionskonstanten: £"(j > 1,n > 0)

£ Individuenkonstanten: Bezeichnung a;
4.2 n-stellige Pradikatskonstanten: pj'-’(j >1,n>0)
p? A-log-Konstanten Bezeichnung p;

5 Hilfssymbole (Klammern).

| Alle Zeichen verschieden, kein Buchstabe Teilwort eines
anderen.

| Entscheidbare Teilalphabete. Stelligkeiten eindeutig festgelegt.

| Spezielle Sprachen werden durch Festlegung der Konstanten
(oft nur endlich viele) definiert.
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Beziehungen zwischen Eigenschaften von Elementen

Allgemeine Sprache der Pradikatenlogik zweiter Stufe
(Forts.)

(b) Ausdriicke: Terme - Formeln

1. Die Menge Term der Terme (Bezeichner):

i. Jede Individuenvariable x; und Individuenkonstante a; (j > 1)
ist ein (atomarer) Term
ii. Sind ty,...,t,(n > 1) Terme, so auch @”(tl, ..., tp) und
Fi(ty, ... ta) U = 1)
iii. Ist A Formel, t;, t, Terme, so auch (if A then t; else t,)
iv. Term ist kleinste Menge mit i die Abg. bzg. ii. und iii ist.
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Beziehungen zwischen Eigenschaften von Elementen

2. Die Menge der Formeln Form:
e Atomare Formeln: AForm
. W,F € AForm
i. pj, P} € AForm (j > 1)
iii. Sind t1,...,t, (n > 1) Terme, so
pi(te, .-y ta), P/(t1, ..., ts) € AForm (j > 1)
iv. Sind t1, t; Terme, dann ist (t; = t») € AForm
e Formeln: Form
I. AForm C Form
ii. A, B, C € Form, so auch

(~A). (A — B),(AV B).(A A B),(A = B)
(If A Then B Else C) € Form
1. Ist v Variable, A Formel

((Vv)A), ((3v)A) € Form (gelegentlich mit Einschrankung)
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Beziehungen zwischen Eigenschaften von Elementen

(c) freie (gebundene) Variable. Geltungsbereich eines Quantors:

» Ist B=((Vv)A) oder B = ((3v)A), so ist A der
Geltungsbereich von Yv bzw. dv.

» Ein Vorkommen von v in A heilt gebunden.

» Ein Vorkommen einer Variablen v in einer Formel heiBt
gebunden, falls es im Geltungsbereich eines Quantors Qv
vorkommt. Sonstige Vorkommen einer Variablen heiBen frei.

» Eine Variable v heil3t freie Variable einer Formel A, wenn es
in A freie Vorkommen von v gibt. Formeln ohne freie
Variablen heien abgeschlossen oder Aussagen.

(d) Teilterme und Teilformeln werden wie {iblich definiert.
Beachte: Jeder Term, Formel wird eindeutig aus den Teiltermen
bzw. Teilformeln aufgebaut.
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Beziehungen zwischen Eigenschaften von Elementen

Bemerkung 3.3

a) Term, Form sind rekursiv entscheidbar, zusammengesetzte
Terme und Formeln lassen sich eindeutig zerlegen. Freie und
gebundene Vorkommen lassen sich effektiv bestimmen.

b) Vereinbarungen: Stelligkeit aus Kontext
a, b, ¢ Individuenkonstanten, f, g, h,... Funktionskonstanten
p,q,r ... Pradikatskonstanten, x,y,z ... Individuenvariablen
F,G,H,... Funktionsvariablen P, Q, R, ...
Pradikatsvariablen, A, B, C, ... Formeln, t,s Terme.

Die Mengen Var(t), Var(A) seien die Variablen, die in t bzw.
in A vorkommen.
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Beziehungen zwischen Eigenschaften von Elementen

IF{(F(a) =

N~

Term Term

Term
at-F

b ) NVx[p(x) — (F(x) = g(x, F(F)))DI}

Term
at.F

) A=

Term

at.F

Formel
Formel

Formel
Formel

Var(A) = {F,x} F kommt 3x vor, gebunden
A abgeschlossene Formel

x kommt 4x vor, gebunden
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Beziehungen zwischen Eigenschaften von Elementen

geb.

geb.

geb.

geb.

i) AEVP{I?(3)/\VX[[>T< £ a /TD(f(>T<))] — /T3(>T<)]]

geb. geb.

FVar(A) = {x).

— P(x
P (x)}
A ist nicht abgeschlossen, x hat freies Vorkommen d.h.

geb. frei
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Beziehungen zwischen Eigenschaften von Elementen

Eingeschrankte Teilsprachen

Konstanten, Variablen einschranken
1. Allgemeine Sprache der Pradikatenlogik erster stufe: PL1

» Nur Individuenvariablen x;
(keine Funktion- und Pradikatsvariablen)

x1 # x2 N Vxa(Ixzp(x, F(xe,x3)) — (p(x2, x1) V p(x2, a)))

2. » Sprache der Gleichheitslogik
Nur Individuenvariablen x; (j > 1), Funktionskonstanten.
Keine Pradikatskonstanten und Variablen, keine
Funktionsvariablen.
Oft noch eingeschrankt, nur Individuenkonstanten
» reine Gleichheitslogik
Term : x;, a;, if A then t; else t;
AForm: W.F, ti =t

\V/X1VX2\V/X3(((X1 = X2) N\ (X2 = a)) — (X1 = a))
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Beziehungen zwischen Eigenschaften von Elementen

3. Sprache der quantifizierten Aussagenlogik
Nur aussagenlogische Konstanten pJ(-)(j > 1) und

aussagenlogische Variablen PJQ(j > 1) sind zugelassen.

Keine Terme. Atomare Formeln: aussagenlogische Konstanten
und Variablen, W, F, p, P;.

(VPl(Pl — p) — E|P2(P2 — W))
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Beziehungen zwischen Eigenschaften von Elementen

4. Sprache der Aussagenlogik
Nur aussagenlogische Konstanten pJQ(j > 1) sind zugelassen.

(If p1 Then p; Else p3) < ((p1 — p2) V (=p1 — p3))

5. Sprache der monadischen Logik (2-Stufe)
Individuenvariablen x;, keine Funktionssymbole.
Monadische Pradikatsvariablen + Konstanten: pjl, PJ-1

VPVXVy((P(x) — p(y)) — p(x))
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Semantik der P-Logik 2-Stufe

Semantik der P-Logik 2-Stufe
Interpretationen, Belegungen, Bewertungen

D # &, Funktionen f: D" — D (totale Funktion),
! Pradikate ~ P C D" (als Relationen)
oder P: D" — {0,1}

O-stellige Funktionen (Element aus D),

|
' Pradikate (Element aus {0,1}).

|
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Semantik der P-Logik 2-Stufe

Definition 3.4 (Interpretationen, Belegungen)

Sei L Sprache der P-Logik 2-Stufe
(festgelegt durch die Menge der Konstantensymbole i. R. endlich).

a) Eine Interpretation [ fiir £ ist ein Tripel | = (D, I, I,,) mit
» D # & Individuenbereich (Definitionsbereich).
» |, ist eine Interpretation (Belegung) der Konstanten
fre L, sol(f"): D" — D
p™” € L, so I.(p") € D™(oder : D™ — {0,1})
» |, ist eine Belegung der Variablen:
F" Funktionsvariablen /,(F") : D" — D (n > 0)
P™ Pradikatsvariablen /,(P™) C D™(D™ — {0,1})
(D, I.) heiBt auch Relationalstruktur.
Kommen keine Pradikatskonstanten vor, so Algebra.
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Semantik der P-Logik 2-Stufe

Interpretationen, Belegungen (Forts.)

b) Fortsetzung von | auf Term, bzw. Form:

[ : Term — D | : Form — B
i) Bewertung der Terme:
> I(ai) = Il(ai)  1(x) = L(x)
> [(f(tr,...,tn)) = I(F)(I(t1),...,1(tn))
> I(F(ti,...,ts)) = L(F)(I(t1),...,1(tn))
> [(if A then t; else ty) = () falls 1(A) =1 (W)
I(t2) falls I(A) =0 (F)

ii) Bewertung der Formeln:
S W) =1 I(F) =0 1)) =L(s)  I(P°) = L(P°)
> I(p(ts, ..., tn)) = le(p)(I(t1), ..., I(tn))
> [(P(t1,...,tn)) = L(P)(I(t1),...,1(tn))

1 falls /(tl) =p I(tz)

> It =t)= 0O sonst
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Semantik der P-Logik 2-Stufe

Interpretationen, Belegungen (Forts.)

b) i) » I(=A), (AAB), I(AV B), I(A— B), I(A < B),
I(If A Then B Else C)

Wie in A-Logik.
1 falls fiir all D gilt I°9(A) =1
FI((\V/X)A):J alls fiir alle d € D gilt (A)
\O sonst
(1 fallses d € D gibt mit I°9(A) = 1
- 1((3x)A) = ¢ alls es d € D gibt mi (A)
\0 sonst
d =
14 — (D, I., I), 1(y) = y=x

I,(y) sonst
» Entsprechend fiir Quantifizierungen mit den anderen
Funktions- und Pradikatsvariablen.
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Semantik der P-Logik 2-Stufe

Interpretationen, Belegungen (Forts.)

Jede Interpretation | = (D, I, I,)) induziert durch 3 (i) und ii)) eine
Bewertung aller Terme und Formeln, die die bewerteten
Konstanten und Variablen als freie Variablen enthalten.

Umgekehrt wird jede Bewertung /, die i) und ii) geniigt eindeutig
durch eine solche Interpretation induziert.

Beachte: 3-Parameter: D, I, I,.
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Interpretationen, Belegungen (Forts.)

erfullt A.

c) Gilt /(A) =1, so ist A wahr in der Interpretation / oder /
Schreibweise =, A oder | = A

Variablen enthalten).

(Beachte A ist hier eine beliebige Formel, kann also freie

Prof. Dr. Madlener: Logik




Grundlagen der Pradikatenlogik
000000000 OOOOOOOOOOOO0OeO0OOO0OO0OOOOOLOOOOOOOOOOOOOOO

Semantik der P-Logik 2-Stufe

Folgerungen

Bemerkung 3.5

» Um die Bewertung einer Formel A zu bestimmen, geniigt es
die Bewertung der in ihr vorkommenden Konstanten und frei
vorkommenden Variablen zu kennen!!

I = (Qv /_Cv IV)

» Insbesondere: Ist A abgeschlossen, so geniigt es
Interpretationen der Form (D, I.), d. h. Definitionsbereich und
Belegung der Konstanten zu betrachten.

» Seien I, I Interpretationen mit D; = D> und A eine Formel.
Stimmen I; und I» auf allen Konstanten und freien Variablen,
die in A vorkommen, iiberein, so gilt I1(A) = h(A).
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Semantik der P-Logik 2-Stufe

Beispiel

Beispiel 3.6

) 3Ixvy(p(y) — x =y)
Stimmt in allen Interpretationen fiir die /(p) hochstens ein

Element enthilt. , Es gibt hochstens ein x, so dass p(x) wahr
Ist”.

ii) , Es gibt genau ein x, so dass p(x) wahr ist".

Ix[p(x) AVy[p(y) — x = yl|
i) Vzaudv((z=uVz=v)Au#v)
AYXVYVP[x £ y V P(x,x) V =P(y, y)]
» Wabhr in jeder Interpretation mit |D| > 2
» Falsch in jeder Interpretation mit |D| =1
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Beispiel (Fort.)
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> VxVy(p(x,y) — p(y,x))

iv) Eigenschaften von Relationen: Reflex., Sym., Tra.
> Vx p(x,x)

v) Relationen, Funktionen

> VxVyVz[(p(x,y) A ply.z)) — p(x; 2)]

» A=Vx p(x,f(x)), AL = p(x, f(x))
| = (N, I, 1), I.(p) = < -Pradikat, I.(f): n — n?,
P"(A)(=n<n?)=1
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Semantik der P-Logik 2-Stufe

Definition

Definition 3.7
Sei L Sprache der P-Logik 2-Stufe

a) A € Form heiBit allgemeingiiltig, falls /(A) = 1 fiir jede
Interpretation / fiir L.
Schreibweise: = A

b) A € Form heiBt erfiillbar, falls es eine Interpretation / fiir £
gibt mit /(A) = 1. | heiBt auch Modell fiir A (nur fiir abg. A).
Gibt es keine solche Interpretation, so heiBt A unerfiillbar.

c) ¥ C Form heiBt erfiillbar, falls es eine Interpretation [ fiir £
gibt, die alle Formeln A € ¥ erfiillt.
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Semantik der P-Logik 2-Stufe

Einfache Folgerungen

Bemerkung 3.8

A allgemeingiiltig gdw —A unerfiillbar.
Es geniigt Interpretationen zu betrachten, die die Konstanten und
freien Variablen der Formel A belegen.

- unendlich viele, da D + & beliebig.

Bemerkung 3.9

Es gibt allgemeingiiltige Formeln: Tautologie-Theorem:

Sei A(p1,-..,pn) eine Formel der Aussagenlogik in A-Variablen
p1i,...,pn. A entstehe aus A durch simultane Ersetzung von p;
durch B; € Form. Dann A’ € Form.

Ist A Tautologie, so ist A" allgemeingiiltig.

(Z. B. A1V -A1, A1 — (A2 —>A1))
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Semantik der P-Logik 2-Stufe

Einfache Folgerungen

Bemerkung 3.10

1) VxVyVP(x #y V (P(x,x)V —=P(y,y))) ist allgemeingiiltig.
Es geniigt Interpretationen mit | = (D) D # & zu
betrachten.

|ID| =1 o0k, |D| >1
l(x,y,P), x = di, y — db

1
dl 7& d2 Ok, dl = d2 ~ /V(P)(dl, d2) = {0

i) A= dPVx3y(P(x,x) AN —=P(x,y))
Weder allgemeingiiltig noch unerfiillbar.
D=1~ 1(A) =0, |[D|>2~1(A)=1
iii) Allgemeingiiltig sind:
t =t, VXA < —3dx(—A), IxA — =Vx(—A)
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Semantik der P-Logik 2-Stufe

Ordnungsrelationen

Bemerkung 3.11 (Eigenschaften von Ordnungsrelationen:)

p 2-stellige P-Konstante
A1 = VxVyVz((p(x,y) A p(y,z)) — p(x,z)) Tra.

Ax = VxVy(p(x,y)V p(y,x)Vx =y) Trichot.
Az = Vx—p(x, x) Antireflex.
Ay =VxVy(p(x,y) — Jz(p(x,z) A p(z,y))) dicht
As = Vx3dy p(x,y) ohne letztes Elem.
As = Vx3dy p(y, x) ohne erstes Elem.
Keine der Formeln ist allgemeingiiltig! ( Uberzeugen Sie sich )
Sie sind erfiillbar: I} = ({0,1,2}, <) < 0 1 2
h = (N, <) o F W W
s = ([0,1], <) 1 F F W
lh = (Q, <) 2 F F F
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Semantik der P-Logik 2-Stufe

Einige typische Formeln

Beispiele
Allgemeingiiltige Formeln

Nicht-Allgemeingiiltige Formeln

Vxp(x) — Ixp(x)
p(x) — p(x)
Vxq(x) — q(a)

p(a) — Ixp(x)
VxVy(pi(x,y) — p1(x,y))
yVxpi(x, y) — Vx3ypi(x, y)
(Vxp(x) V Vxq(x)) —

Vx(p(x) V q(x))

Zeige —A unerfiillbar

Ixp(x) — Vxp(x)
p(x) — p(a)
q(a) — Vxq(x)
dxp(x) — p(a)
VxVy(p1(x,y) — pi(y, x))
Vx3ypi(x,y) — JyVxpi(x, y)
Vx(p(x) V q(x)) —
Vxp(x) V Vxq(x)

Zeige —A erfiillbar
| =(Z,p(x) < x>0,

g(x) :x <0, pi(x,y) : x>y
a«— 0,x 1)
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Semantik der P-Logik 2-Stufe

Arithmetik

Beispiel 3.12
Die Sprache der Arithmetik N
» Konstanten: 0,5,+,, I =(N,0,/,+,)(n" =n+1)
» Stelligkeiten 0,1,2,2
L WxVy(5(x) = 5(y) = x=y)

2. Vx S(x)#0
3. Vx x4+0=x
4. VxVy(x+ S(y)) = S(x+y)
5. Vx x-0=0
6. VxVy x-S(y)=(x-y)+x

7. VP[(P(0) AVx(P(x) — P(5(x)))) — VxP(x)]
» Sind giiltig in I.
Man beachte 7. ist Induktionsprinzip fiir Teilmengen von N.
Es ist eine Formel der P-Logik 2-Stufe.
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Semantik der P-Logik 2-Stufe

Arithmetik Beispiel (Forts.)

Frage nach der Axiomatisierbarkeit der Arithmetik:

» Ist die Allgemeingiiltigkeit fiir Formeln einer Sprache £
entscheidbar?

» Rekursiv aufzahlbar?

» Welche effektiven Methoden gibt es?

O ] =
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Semantik der P-Logik 2-Stufe

Allgemeingiltigkeit: Entscheidbare Falle

Lemma 3.13
Die Allgemeingiiltigkeit fiir Formeln der quantifizierten A-Logik ist

entscheidbar.

Bewels:
Methode der Quantorenelimination: Finde zu Formel der
Q-A-Logik eine logisch dquivalente der A-Logik.
(Problemreduktion!)
(VPP)B < Bpo[W] A BpolF] (P? — W, P? — F)
(3PP)B < Bpo[W] V BpoF]
Ic )= )

» Nach Transformation bleibt eine Formel der A-Logik:

Entscheide, ob diese eine Tautologie ist.
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Semantik der P-Logik 2-Stufe

Allgemeingiiltigkeit: Entscheidbare Fille (Forts.)

Beispiel 3.14
VPAQ((P «— —-Q)V (p— Q)) ist Allgemeingiiltig
QW = ~Q)V(p = Q) ANIQ(F < ~Q)V(p— Q))

(W — W)V (p— W)V (W =F)V
(p— F)INIF < W)V (p— W)V ((F < =F)V(p— F))]
~ W AW ~ W
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Semantik der P-Logik 2-Stufe

Allgemeingiiltigkeit: Entscheidbare Fille (Forts.)

Ausblick

Andere:

» Gleicheitslogik

» Monadische P-Logik 1-Stufe mit =

» Monadische P-Logik 2-Stufe mit =

» Pressburgerarithmetik: Giiltige PL1-Formeln in (N, 0, , +, <)

» Syntaktisch eingeschrankte Formelnklassen
V(i ),v3,av,...7
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Transformationen von Termen und Formeln

Transformationen von Termen und Formeln

Einschrankung auf PL1

Definition 3.15 (Substitution)
A € Form, t, t € Term, x Individuen-Variable.
» Substitution von x durch t in A bzw. (in t):

o At] (%[t]) ist die Formel (der Term), die aus A (bzw. t)
entsteht, wenn man jedes freie Vorkommen von x in A (bzw.
t) durch t ersetzt.

» Analog simultane Substitutionen
o Assoltly .oy tn] bzw. tu o [t1s -, t]]
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Transformationen von Termen und Formeln

Transformationen von Termen und Formeln (Forts.)

» Allgemeiner ist eine Substitution durch
o:{x;: i € N} — Term gegeben.
o(A), o(t) kdnnen entsprechend durch Induktion {iber den
Aufbau der Formeln bzw. Terme definiert werden.

» Die Substitution heit erlaubt, falls kein Vorkommen einer
Variablen in t bzw. t; nach der Substitution in A gebunden
vorkommt.

e Dies ist der Fall z. B. wenn die Variablen von t nicht in A
vorkommen.
(Kann durch Umbenennung der gebundenen Variablen erreicht
werden).
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Transformationen von Termen und Formeln

Beispiel 3.16 (Substitutionen)

A=dy x=2.y t=y+1
> Alftl=dy y+1=2-y keine erlaubte Substitution
» At =3y x=2-y da keine freie Vorkommen
>l =(y+1)+1

» Wie Andert sich die Bedeutung einer Formel bei
Substitutionen?
o |=(N,+,-) x«—3 y«—2 t<—3 I(x)=I(t)
» Ersetzt man x durch t, sollte sich die Bedeutung einer Formel
nicht verandern.
e (A)=I(dy x=2-y)=0
o I(AL[t]) =13y y +1=2y) =1 (keine erlaubte Substitution)
Betrachte die Formel:
e B=Vx(P(x,y) — Q(x)) t=f(y,z)
— B,[t] = Vx(P(x, f(y,z)) — Q(x)) erlaubte Substitution.
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Transformationen von Termen und Formeln

Lemma 3.17 (Substitutionslemma)

Sei A Term oder Formel, x Individuenvariable, t € Term und A,|t]
eine erlaubte Substitution. Dann gilt fiir jede Interpretation
|=(D,l,1,)

o I(At]) = r(A)

» Insbesondere: Sind I, !’ Interpretationen, die sich hochstens fiir
x unterscheiden und gilt I'(x) = I(t), so gilt I'(A) = I(A«[t]).

e Bewels:
Induktion tiber Aufbau von Formeln bzw. Terme. m
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Transformationen von Termen und Formeln

Folgerungen aus Substitutionslemma

Folgerung 3.18
Sei Ax[t]| erlaubt.

a) Ist A allgemeingiiltig, so auch A[t].
b) VxA — A[t] ist allgemeingiiltig.

c) Spezialfille: allgemeingiiltig sind:
VxA — A, A — dxA

d) Falls Substitution nicht erlaubt, so gilt das Lemma nicht:

A=3y(5(x) =), Adyl =3y (S(y) = y)

[=(N,o) H(A) =1 I(AJy]) =0

Vx3y(S(x) = y) allgemeingiiltig.

Vx3y(S(x) = y) — dy(S(y) = y) nicht allgemeingiiltig.
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Transformationen von Termen und Formeln

Universeller und Existentieller Abschluss

» Beachte: Sei A(xy,...,x,) Formel in der xq,...,x, frei
vorkommen, dann gilt

o A allgemeingiiltig gdw  Vx1 - --Vx,A allgemeingiiltig
(universeller Abschluss)

o A erfiilllbar gdw dxq - - - Ix,A erfiillbar
(existentieller Abschluss)

e Sind A, A — B allgemeingiiltig, so ist auch B allgemeingiiltig.
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Transformationen von Termen und Formeln

Semantischer Folgerungsbefriff

Definition 3.19
Sei L eine (Teil-)Sprache der PL2
[ € Form, A, B € Form

a) Aist logische Folgerung aus [ : [ = A. Wenn jede
Interpretation, die ' erfiillt auch A erfiillt

(I(MN) =1~ I(A) =1).
> Sei Folg(l') = {A € Form : T = A}.

b) A und B sind logisch aquivalent A == B, falls
Al=Bund BlE A

(L&sst sich auf Mengen verallgemeinern!)
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Transformationen von Termen und Formeln

Bemerkung 3.20

1. I = Agdw {I',-A} nicht erfiillbar.

2. I =Agdw = A (dh. A st allgemeingiiltig).

3. I nicht erfiillbar gdw I = A fiir alle A € Form.

4. TCX,T EA soX = A. (Monotonieeigenschaft)
5

T3y, dhTEBfirBeXundX EC firCerT.
Insbesondere ' erfiillbar gdw X erfiillbar und
[E=Agdw L = A. Also Folg(I') = Folg(X).

6. A== Bgdw = A« B gdw I(A) = I(B) fiir jede
Interpretation |.
AE=mBdannT =Agdw I = B.
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Transformationen von Termen und Formeln

Beispiel 3.21

) VxQ(x) F Q(y)
(Spezialfall von VxA — A,[t] allgemeingiiltig)

i) A(y) & VyA(y) (y kommt frei in A vor)
Aly) = ply), 1= (0,1}, 1(p)(x) = (x=0),y — 0)
I(A(y)) = 1, jedoch I(VyA(y)) =0 I(p)(1) =0

i) = 3x(p(x) — Yxp(x))
Sei Z = (D, I(p)) eine Interpretation, d.h. I(p) C D
[(Ix(p(x) — Vxp(x)) =1 gdw es gibt d € D, so dass
' = (D, 1(p), x — d), I(p(x) — ¥xp(x)) = 1
gdw d & I(p) oder I'(Vxp(x)) =1 fiir ein d € D
gdw es gibt ein d € D mit d ¢ I(p) oder I(p) = D
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Transformationen von Termen und Formeln

iv) Beispiele fiir dquivalente Formeln

o —AES A
e WVAESAVW EE W

FANAESAANF =3 F

AVAESA ANAETA
Bo QA =3 Qv(B o A) R Quantor, v nicht frei in B
Z.B. BV QvA =5 Qv(BV A)
VA =5 —3v(—-A), IvA E5 —Vv(-A)
VxA(x) — B == Jy(A(y) — B)

falls y weder in A(x) noch in B frei vorkommt

Vx(A — B) = VxA — VxB

VVA =5 VyA,ly] 3vA |5 3yALly]
Falls Sub. erlaubt und y nicht frei in A

e Beachte: VvB == B dvB == B
Falls v nicht frei in B vorkommt.
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Transformationen von Termen und Formeln

Satz 3.22 (Wichtige Satze)
Seil C Form, A, B € Form.

1.
2. Modus-Ponens-Regel ¢ EATEA—B so Il =B
3.

4. Generalisierungs-Theorem

Deduktionstheorem el AEB gdw TEEA— B

Kontrapositionsregel oAl —-B gdw B = —-A

Kommt v € Var in keiner Formel von ' frei vor, so
o TEA gdw TEVVA
Insbesondere: Al=VYv A bzw. = A — Vv A,
falls v nicht frei in A vorkommt.

Ersetzungstheorem
Sei A" € Form, A Teilformel von A’. Entsteht B’ aus A’ indem
man einige Vorkommen der Teilformel A durch B ersetzt und

gilt AE= B, so auch A =5 B’.
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Transformationen von Termen und Formeln

Beispiel 3.23 (Anwendung der Satze)

a) E IxVyA — VydxA
gdw IxVyA = VydxA
N——

gdw IxVyA = IxA

gdw —Vx—VyA = —Vx-A
gdw Vx—A = Vx—VyA
gdw Vx—A = —VyA

gdw {Vx—A,VyA}

Deduktionstheorem

Generalisierungstheorem
Ersetzungstheorem
Kontrapositionsregel
Generalisierungstheorem
nicht erfiillbar

b) Variante des Ersetzungstheorems

A’ entstehe aus A durch Substitution (erlaubte) einiger

Vorkommen von x in A durch y. Dann gilt

= VxVy(x =y — (A = A))
(z.B. A= f(x,y) = g(x)
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Transformationen von Termen und Formeln

Normalformen

Definition 3.24 (Normalformen (Prafix Normalformen))
Eine Formel ist in PKNF (Pranex Konjunktiver NF), falls sie die

Gestalt
gAvl) ce (Avnl {LAH \VARIIIAV Alll] VANKIEIERVA [Aml VeV Am/ml}
Prifix Matrix

A € {3,V}, v; Variablen, die in mindestens einem Ay vorkommen

und paarweise verschieden sind.
Ay Literale, d. h. atomare oder negierte atomare Formeln.

Beispiel 3.25
VxAQVy{[-pV x# aV x=b|A[Q(y)Vy = b]}
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Transformationen von Termen und Formeln

Normalformen

Satz 3.26 (Verfahren PKNF)

Jede Formel A € Form lasst sich effektiv in eine logisch
dquivalente Formel in PKNF (PDNF) transformieren.

(Beachte die Lange der Formel kann exponentiell in der Lange der
urspriinglichen Formel wachsen. Dies kann man vermeiden, wenn
man nur erfiillungsdquivalente Formeln bendtigt!).
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Transformationen von Termen und Formeln

Verfahren PKNF, PNDF

Schritte:

1. Eliminiere iiberfliissige Quantoren.
2. Umbenennung gebundener Variablen.

3. Eliminiere logische Verkniipfungen und Operatoren.

—, < Mf.. . 0f ...
4. NNF: Negation vor Atome.

5. Quantoren nach auBen.
6. Matrix in KNF (DNF).
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Transformationen von Termen und Formeln

Verfahren PKNF, PDNF - Beispiele

Beispiel 3.27
Vx[(Vyp(x) VVzq(z,y)) — —Vyr(x, y)]
L. Vx[(p(x) VVzq(z,y)) — —Vyr(x,y)]
Vx[(p(x) V Vzq(z,y)) — =Vy'r(x,y')]
Vx[=(p(x) V Vzq(z,y)) V =Vy'r(x, y')]
Vx[(=p(x) A 3z=q(z, y)) V Fy'=r(x, y')]
Vx3z3y'[(—p(x) A =q(z,y)) V —r(x,y')]

Vx3z3y'[(=p(x) V =r(x,y')) A (=a(z, y) Vv =r(x, )]
(Ist PKNF)

7. PDNF ¥x3z3y'[(=p(x) A =q(z,y)) V =r(x, y')]

A A
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Unentscheidbarkeit der Allgemeingiiltigkeit

Unentscheidbarkeit der Allgemeingiiltigkeit

Satz 4.1
Es gibt eine Menge von Formeln in den Konstanten a (0-stellig),

fo, fi (1-stellig) und der Pridikatskonstanten p (2-stellig), fiir die
die Allgemeingiiltigkeit unentscheidbar ist.

o(In den Formeln kommt keine ,=" vor).

Beweis:
Reduziere effektiv unentscheidbares Problem (z.B. PCP) auf die
Entscheidung der Allgemeingiiltigkeit bestimmter Formeln.
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Unentscheidbarkeit der Allgemeingiiltigkeit

Unentscheidbarkeit der Allgemeingiiltigkeit (Forts.)

o PCP: X ={0,1} S={(a1,01),.--,(an,Bn)} n>1
mit o, B; € L7
S hat eine Losung gdw es gibt j1,...,j, € [1...n],/ > 0 mit

i o = B Bia - B

» z.B.
S =((0,000), (0100,01),(001,1)) hat die Losung
=15 =3,0001 = 0001.

» Problem PCP: Eingabe S. Entscheide, ob $ Losung hat.
Ist nicht rekursiv entscheidbar (aber rekursiv aufzdhlbar).

— Reduktion: Zu S berechne eine Formel As mit
S hat Losung gdw Ag ist allgemeingiiltig.
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Unentscheidbarkeit der Allgemeingiiltigkeit

Unentscheidbarkeit der Allgemeingiiltigkeit (Forts.)

Sprache PL1 mit:

» a F-Konstante, fy, fi 1-st. F-Konstanten, p 2-stellige
P-Konstante.

» 0, €{0,1} (1 <i<m),so
fo (- (fo,(f5,(x))) - - - ) Term, als Kodierung von Worter:
foe10 . .. om(X). Beachte die Reihenfolge!

~"

exr*

» S ={(a1, ), (042,52)7 - (an, Bp)fn>1 X ={0,1}
— As = [/\ fo;(a), f3;(a)) A

VxVylp(x,y) — /\ p(fOéj (x), fﬁj ()l
j=1

— 3zp(z, 2)
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Unentscheidbarkeit der Allgemeingiiltigkeit

Beispielreduktion

Beispiel 4.2

» Die zugeordnete Formel As zu
S =((0,000),(0100,01),(001,1)) ist:

[p(fo(a), fooo(a@)) A p(for00(a), for(a)) A p(foo1(a), fr(a)) A
VxVy[ () = plfay(x), fis, ()] — 3zp(2, 2)
1<j<3
» Behauptung:
S hat Losung gdw As allgemeingiiltig.
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Unentscheidbarkeit der Allgemeingiiltigkeit

Beweis der Behauptung

' Angenommen Ag allgemeingiiltig, I Interpretation mit
D={0,1}* a«<¢, fo : x — x0, f; : x — x1
p(x,y) gdw x=«aj, -, Y =B, ... B, flr ji,...,Jm
Jie[l...n] m>D0).

"7 Angenommen PCP S habe Losung ji...jm, d.h.
- G, = B, B - B,
~ Pty ap -0, (@) 13, 8,5, (2)) wahr,
also ist Ag allgemeingiiltig.

I Es gibt weitere Unentscheidbarkeitsresultate die wir spater

noch behandeln werden. Es sei jedoch erwahnt, dass die
Grenzen zwischen den entscheidbaren und unentscheidbaren

Falle der Allgemeingiiltigkeit sehr genau bekannt sind.

(Siehe etwa Borger). o

i
it
)
0
2
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Hauptsatze der Pradikatenlogik erster Stufe

Hauptsatze der Pradikatenlogik erster Stufe

Sei L Sprache der PL1

Satz 4.3

a) Die Menge der allgemeingiiltigen Formeln

{A€ Form(L): [ A} ist rekursiv aufzdhlbar
(i. Allg. nicht rekursiv entscheidbar).

Es gibt ein rekursives deduktives System F fiir L mit

Ij—__A gdw E=A (A€ Form(L))
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Hauptsatze der Pradikatenlogik erster Stufe

Hauptsatze der Pradikatenlogik erster Stufe (Forts.)

b) Kompaktheitssatz fiir PL1: Sei ¥ C Form(L).
> erfiillbar gdw jede endliche Teilmenge von X ist erfiillbar.
c) Insbesondere: ¥ C Form(L), A € Form(L):

Y = Agdwesgibt Yo C X ¥y endlich: ¥y A
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Hauptsatze der Pradikatenlogik erster Stufe

Hauptsatze der Pradikatenlogik erster Stufe (Forts.)

d) Satz von Léwenheim-Skolem:

Y. C Form(L) erfiillbar gdw es gibt eine Interpretation

| = (D, 1,), wobei D abzihlbar oder endlich ist, die &
erflillt.

( D kann als eine Termmenge iiber die konstanten Symbole
gewdahlt werden).

Beachte jedoch: nicht giiltig fiir PL2
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Hauptsatze der Pradikatenlogik erster Stufe

Negative Ergebnisse fiir die Pradikatenlogik zweiter Stufe

Satz 4.4 (von Godel)
Fiir Sprachen von PL2- und PL2 Formeln:
a) Die Menge der allgemeingiiltigen Formeln 2-Stufe fiir
PL2-Sprachen ist nicht rekursiv aufzdhlbar.

b) Es gibt kein rekursives ,deduktives System*, dessen Theoreme
die Menge der allgemeingiiltigen Formeln zweiter Stufe sind.

c) Es gibt erfiillbare Mengen von Formeln 2-Stufe, die keine
abzihlbaren Modelle haben.
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Hauptsatze der Pradikatenlogik erster Stufe

Deduktive Systeme fiir PL1

Definition 4.5 (Deduktive Systeme fiir PL1)

Sei £ Sprache 1-Stufe mit Formeln in -, — V., =. F = (Ax, R)
bestimmt durch Axiomenmenge Ax (Axiomenschema) und Menge
R von Regeln (Regelschema).

» Ax enthilt alle Generalisierungen von folgenden durch

Schemata beschriebenen Formelmengen:
Axl: A— (B— A)
Ax2: (A—-(B—C))—((A—B)— (A— (0))
Ax3: (-B — —-A) — (A — B)
Axd: Vx A— A.lt], falls A.[t] erlaubt
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Hauptsatze der Pradikatenlogik erster Stufe

Deduktive Systeme fiir PL1 (Forts.)

Ax5: Vx (A— B) — (Vx A— Vx B)

(Ax5’: Vx(A — B) — (A — VxB) x nicht frei in A)

Ax0: A — Vx A, falls x nicht frei in A vorkommt

AxT: X =X

Ax8: x=y — (A— A’), wobei A" aus A durch Ersetzen

einiger freier Vorkommen von x durch y (erlaubt)
» R enthalt alle Regeln, die vom Regelschema Modus Ponens
AA— B
MP 5

Modus Ponens beschrieben werden.
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Entscheidbarkeit in der Pradikatenlogik
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Hauptsatze der Pradikatenlogik erster Stufe

Deduktive Systeme fiir PL1 (Forts.)

o Alternatives Deduktionssystem F' = (Ax, R’)

» R’ enthidlt MP-Regel und Generalisierungsregel.

A . . .
GR XA Generalisierung (ohne Einschrankungen)

I Beachte: Ax enthalt nur allgemeingiiltige Formeln. MP und
GR-Regel fiihren nicht aus der Menge der allgemeingiiltigen
Formeln hinaus.
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Entscheidbarkeit in der Pradikatenlogik

Liel

O00000000000e0O000OO0OO00OOLOOOOOOOOOOOO
Hauptsatze der Pradikatenlogik erster Stufe

~

FA gdwhk A gdwE A
e DA gdwl A gdwi=
[

TEA gdw A

~ Korrektheit
o YA
F

Korrektheit
, SO 2 jl; A Umkehrung i. Allg. nicht
e X ]I_j/ A » X ; A (gilt nur fiir ¥ Abg. Formeln).
z.B. p(x) ]I; Vxp(x) aber p(x) = Vxp(x)
>

in 7, d.h. Theoreme von F.

Bemerkung: Alle Tautologien (taut. Theorem) sind herleitbar
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Entscheidbarkeit in der Pradikatenlogik
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Hauptsatze der Pradikatenlogik erster Stufe

Beispiele

Beispiel 4.6
Verwende dy A als Abkiirzung fiir =Vy —A

L ¥x (p(x) = Fy p(y))

Bi= Vx[(Vy —p(y) — —p(x))

— (p(x) = =Vy =p(y))] (Ax3,Gen)
B = Vx ((Vy =p(y) — —p(x)) —

(p(x) — =¥y =p(y))) — [Vx (Vy —p(y)

— =p(x)) — Vx (p(x) — =Vy =p(y))]  (Ax5)

B3 = Vx(Vy =p(y) — —-p(x)) —

Vx (p(x) — =¥y —p(y)) (MP)
Ba= Vx (Yy —p(y) — —p(x)) (Ax4,Gen)
Bs = Vx (p(x) — 3y p(y)) (MP)
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Entscheidbarkeit in der Pradikatenlogik
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Hauptsatze der Pradikatenlogik erster Stufe

Beispiele (Forts.)

2. FVxA— dx A
f

Beweis:
- \V/X -A — —A (AX4)
- (Vx =A — —A) — (A — =Vx —A) (Ax3)
FA— —Vx —A (MP)
FVxA— A (Ax4) .
= (\V/X A— A) —

((A— —Vx 2A) — (Vx A — =Vx -A)) (Taut)
(A — =Vx —A) — (Vx A — —Vx —-A) (MP)
FVx A — 3x A (MP)
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Entscheidbarkeit in der Pradikatenlogik
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Hauptsatze der Pradikatenlogik erster Stufe

Beispiele (Forts.)

3. Ft=t H(x=y)— (y = x)
((x=y) = (y =2) = (x = 2))
Folgen aus Ax, Vx(x = x), (x =y) — A(x) < A(y)) fir A
(erlaubt).
F((tr=t) A A(th=1t]) = (At1, ..., ty) <
A(ty,...,t})), wobei A(xy,...,X,) eine Formel mit
mindestens n-freien Variablen und Substitutionen erlaubt
(xi < tj bzw. x; «— t}).
Spezialfall:
F((tr=t )N A(tp=1t])) — (F(tr, ... ta) = F(t],..., 1))
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Entscheidbarkeit in der Pradikatenlogik
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Hauptsatze der Pradikatenlogik erster Stufe

Beweisidee

o Vx[(x =y) — (A(x) < A(y))]

o Vx[(x =y) = (Ax) « A(y))] — ((t =y) — (A(t) < Aly))
o (t=y)— (A(t) < Aly))

o Vy(t=y)— (A(t) < Aly))

o (t=1t")— (A(t) < A(t))
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Entscheidbarkeit in der Pradikatenlogik
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Hauptsatze der Pradikatenlogik erster Stufe

Deduktionstheorem - Generalisierungstheorem
Satz 4.7 (Hauptsatze fiir F und F')
Seien ' C Form, A, B € Form.
a) Deduktionstheorem
1) FJI—EA—>B gdw F,A!;B
2) I '5;/ A— B gdw I,A jl;, B, falls die Generalisierung nicht auf
eine in A frei vorkommende Variable angewandt wurde.
3) JAEB gdw T A— B,
f/N f/
wobei A ein universeller Abschluss von A ist.

b) Generalisierungstheorem:
1) FallsT ; A und x nicht frei in I vorkommt, so [ !;_VX A

2) THEAgdwl EVxA
F/ f/

c) Kontrapositionstheorem: Fiir F und F’
» TAF —B gdw I, B —A

Prof. Dr. Madlener: Logik 207



Entscheidbarkeit in der Pradikatenlogik
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Hauptsatze der Pradikatenlogik erster Stufe

Deduktionstheorem - Generalisierungstheorem (Forts.)

— Es gelten somit fiir die hier vorgestellten pradikatenlogischen
Systeme die fiir das deduktive System der Aussagenlogik
entsprechenden Satze. Vorsicht muss man beim System F’
mit dem Deduktionstheorem haben, da wir dafiir eine
allgemeinere Generalisierungsregel zugelassen haben die
semantisch nicht immer korrekt ist.

» Hinzu kommt das Generalisierungstheorem in den zwei
Varianten.
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Entscheidbarkeit in der Pradikatenlogik
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Hauptsatze der Pradikatenlogik erster Stufe

Beweis Deduktionstheorem

1. ,~""Ausl A — B folgt auch A+ A — B. Da auch
LA Agilt, folgt I, A+ B, wegen MP (F und F').
A Ang. LA Ij—__ B. Behauptung: I'Ij—__A — B

e Induktion liber Beweislange: Axiom oder Hypothese
[ B (Ax)
B —(A—B) (Ax)
[HFA— B (MP)

» Schritt ist MP-Schritt
Schritt j: T,AFC V:I'-A— C

Schritt k: TJ,AFC—B IV:TFA— (C— B)
: : Ax2+MP
Schritt n+1: I[LAEB [FA— B
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Entscheidbarkeit in der Pradikatenlogik
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Hauptsatze der Pradikatenlogik erster Stufe

Beweis Deduktionstheorem in F’
2. In F' . ~" Generalisierungsregel
MAFC

[LAFVxC x nicht frei in A

Dann |V:

[FA— C
[ Vx(A— C) (Gen)
[FVYx(A— C) — (A—VYxC) (Axb)

x nicht frei in A
[FA— VxC

Definition 4.8
Sei [ C Form, [ heiBt konsistent, falls es kein A € Form gibt, mit
r ; Aund I jl—r —A.
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Entscheidbarkeit in der Pradikatenlogik
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Hauptsatze der Pradikatenlogik erster Stufe

Konsistenz im deduktiven System

Bemerkung 4.9

» [ ist konsistent gdw jede endliche Teilmenge von I ist
konsistent.

» st [ inkonsistent, dann gilt T !; A fiir jede Formel A.

» [ U{-A} inkonsistent gdw [ F A.
» [ U{A} inkonsistent gdw I - —A.

» Ist [ inkonsistent, so ist [ nicht erfiillbar: Sei namlich A mit
[+ A und T - —A. | Interpretation, die I erfiillt (wegen
= Aund Tl = —A) folgt aber | erfiillt {A,—A} 4

» Die Menge der allgemeingiiltigen Formeln ist konsistent.

» Die Menge der Theoreme von F (F') ist konsistent.
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Entscheidbarkeit in der Pradikatenlogik
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Hauptsatze der Pradikatenlogik erster Stufe

Vollstandigkeit der Axiomatisierung

Satz 4.10 (Godel)

Vollstandigkeit der Axiomatisierung
Seien A € Form, X C Form, dann gilt:

A gdw FA gdw F A
) FA gdw DA gdw I

b) ¥ konsistent gdw X erfiillbar.
C) Z;A gdw ¥ = A.

Bewels:
Siehe Yashuhara oder Enderton. m
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Entscheidbarkeit in der Pradikatenlogik
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Theorien erster Stufe

Theorien erster Stufe

Definition 4.11
Sei L eine Sprache erster Stufe (fixiert durch die Funktions- und

-Pradikatskonstanten). ' C Form(L) heiBt logische Theorie
erster Stufe, falls [ abgeschlossen ist gegeniiber logischer
Folgerung, d.h. Ac Form [ =A so Ael.

» Beachte: Alternative Definitionen in Literatur:

e [ Theorie, falls I abgeschlossen gegen MP und Generalisierung.
e [ Menge abgeschlossener Formeln, abgeschlossen gegen

logische Folgerung.
» T als generische Bezeichnung fiir Theorien.
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Entscheidbarkeit in der Pradikatenlogik
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Theorien erster Stufe

Theorien erster Stufe (Forts.)

Bemerkung 4.12
Sei L Sprache 1-Stufe.
a) T ={A| A€ Form(L), allgemeingiiltig} ist Theorie. Sie ist
in jeder Theorie liber L enthalten.
b) Ty ={A| Ac Form(L), ¥ = A} fiirL C Form(L) ist eine
Theorie, die von 2 erzeugte Theorie oder durch die Axiome
> definierte Theorie.

c) Ist T eine Theorie, so T ; Agdw Ae T.
T inkonsistent gdw es gibt A mit A,—Ac T,d h. T =Form.
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Entscheidbarkeit in der Pradikatenlogik
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Theorien erster Stufe

Theorien erster Stufe (Forts.)

d) Sei R Relationalsystem (Struktur) fiir L | = (D, l.). Dann ist
TR ={A|Ac Form(L), R = A} eine Theorie:
Die Theorie von R Schreibe auch: Th(R).
» Verwende hier R = A, falls fiir jede Interpretation der

Variablen gilt R, I, = A. Insbesondere R |= A gdw R = A,
wobei A ein universeller Abschluss von A ist.
(TR EAzeige R =Aklar, daR = Tr)
— Insbesondere:
e [z ist konsistent fiir jede Struktur R.

e) T C Form(L) ist Theorie gdw
{A|Ae Form(L),= A} C T und T ist abgeschlossen

gegeniiber MP.
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Entscheidbarkeit in der Pradikatenlogik
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Theorien erster Stufe

Theorien erster Stufe (Forts.)

Definition 4.13
Sei T eine Theorie erster Stufe uber L

a) T heiBt vollstandig, falls fiir jede abgeschlossene Formel A
gilt: A€ T oder ~Ae T.

b) T heiBt (endlich) rekursiv axiomatisierbar, falls es eine
(endliche) rekursive Teilmenge ¥~ C Form gibt mit
Ts ={AcForm(L) | X =A}=T.

c) T heiBt entscheidbar, falls T eine rekursiv entscheidbare
Teilmenge von Form ist.

Fragen: Finde (endliche) Axiomatisierungen wichtiger Theorien.
Insbesondere wann gilt Tr = Tx fiir X rekursiv.
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Entscheidbarkeit in der Pradikatenlogik
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Theorien erster Stufe

Folgerungen

Bemerkung 4.14

a) Tgr ist vollstindig fiir jede Struktur R.
T ist somit konsistent und vollstandig.

b) T erfiillbar (T hat eine Modell) gdw T konsistent.
c) T ist rekursiv axiomatisierbar, so T rekursiv aufzihlbar.

d) Ist T vollstindig, konsistent und rekursiv axiomatisierbar.
Dann ist die Menge der Aussagen von T rekursiv entscheidbar.

e A abgeschlossen, so A oder —A in T.
Da T rekursiv aufzahlbar, findet man A oder —A in dieser

Aufzahlung effektiv.
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Entscheidbarkeit in der Pradikatenlogik
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Theorien erster Stufe

Folgerungen (Forts.)

e) Ist T vollstindig und konsistent, dann gilt T = Ty fiir eine

Struktur 'R.

oR = T existiert, da T erfiillbar, d.h. T C Tg.
Angenommen T C Tx. Dann gibt es abgeschlossene Formel
Ac Tr mit A¢ T. Da T vollstandig ist, muss —A € T

gelten, d. h. A,-AecTlx 4

Frage: Wann ist Ty vollstandig fiir rekursive %7
~» Entscheidbarkeit!
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Entscheidbarkeit in der Pradikatenlogik
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Theorien erster Stufe

Beispiele

Beispiel 4.15

Th(N) Theorie der natiirlichen Zahlen.
R = (N;0,5,+, *,=) natiirliche Interpretation der Sprache der
Arithmetik Konst. 0, S, +, x Funktionskonstante n € N,
n=5(5---(5(0)---) Schreibe auch: (5"0).
Die Satze von Godel:

a) Th(N) ist nicht rekursiv entscheidbar.

b) Th(N) ist nicht rekursiv axiomatisierbar.
Oder

c) jede rekursive Axiomenmenge ist nicht vollstandig fiir Th(N).
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Entscheidbarkeit in der Pradikatenlogik
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Theorien erster Stufe

Beispiele (Forts.)

< |nsbesondere: Peano Axiome

Pr VxVy (S(x) = 5(y) = x =)
P, Vx S(x)#0
P; Vxx+0=x
P, VYxVy x+ S(y) = S(x+y)
Ps Vxxx0=0
Pe VxVy xxS(y)=xx%xy+x
P;  Ax[0] — (Vx (A — AL[S(x)]) — Vx A),
(A Formel mit x als einzige frei vorkommende Variable in A)

Sind keine Axiomatisierung von Th(N).
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Entscheidbarkeit in der Pradikatenlogik
Theorien erster Stufe
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Beispiele (Forts.)

Beispiel 4.16 (Elementare Arithmetik (Arith. 1-Stufe))
natirliche Interpretation /.

Basis der Sprache: ({0,1,+,x},{<}) Interpretation: I = (N, /)

~— Th(la) vollstandig nicht rekursiv axiomatisierbar.

= = = = = HaA¢
|
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Entscheidbarkeit in der Pradikatenlogik
Theorien erster Stufe
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Beispiele (Forts.)

Beispiel 4.17

axiomatisierbar.

Pressburger Arithmetik: Sprache ({0,1,+}, {<})
Interpretation Ipy = (N, I.), /. wie gehabt.
» Th(lpa) ist vollstandig, entscheidbar und endlich

K\V/Xﬁ(X < 0)
Ax < <

VxVy x < Sy <> x<yVx=y
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Entscheidbarkeit in der Pradikatenlogik
Theorien erster Stufe
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Beispiele (Forts.)

Beispiel 4.18

R reelle Zahlen, Sprache ({0,1,+,x,--- }, {<})
Sprache der Korpertheorie.

Th(R) ist rekursiv entscheidbar (Quantorenelimination).
Th(R) ist rekursiv axiomatisierbar.
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Entscheidbarkeit in der Pradikatenlogik
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Theorien erster Stufe

Beispiele (Forts.)

Axiomatisierung:
» Axiome fiir Korper

» Nullstellen fiir Polynome mit ungeradem Grad +
Ordnungsaxiome:

Vx —(x < x)

VxVy Vz((x <y ANy <z)—x< z)
VxVy x<yVy=xVy<x
VxVyVz x <y —>x+z<y+z
VxXVy 0 < xANO0<y—-0<x=xy
Vx 0< x— dy(yxy = x)
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Theorien erster Stufe

Beispiele (Forts.)

Reell abgeschlossene Korper
R ist ,, Beispiel” dafiir, Tarski

— Wichtige Folgerungen: Entscheidbarkeit der Ebenen
euklidische Geometrie!

Beispiel 4.19

Theorie der Ordnung mit Gleichheit (<, =) ist weiteres Beispiel
einer entscheidbaren Theorie.
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Algorithmen der Pradikatenlogik
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Aufzdhlungsverfahren fiir PL-1

Aufzahlungsverfahren fiir PL-1

» > rekursiv, X C Form, Ty ={A| X = A} ra.
» R Struktur, Tg = {A| R = A} i. Allg. nicht r.a. (vollst.)

1. Deduktive Beweismethoden (Tx)
2. Induktive Beweismethoden (T%)

I Hier nur 1. Grundlage: ¥ = A gdw {¥, —A} nicht erfiillbar.
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Algorithmen der Pradikatenlogik
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Aufzihlungsverfahren fiir PL-1

Tableaux-Methode fir PI-1

Definition 5.1
Sprache: =, A, V, —,V, 3 (zunichst ohne =)
Formeln der Sprache in Klassen einteilen:

» Atomare und negierte atomare Formeln.

» «a-Formeln (wie in A-Logik)
ANB,=(AV B),-(A— B),7—A, a1, ay wie gehabt.

» (-Formeln (wie A-Logik) —-(AAB),(AV B),(A— B)
» ~-Formeln VxA,—-3dxA (A € Form)
» §-Formeln IxA, -VxA (A € Form)
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Algorithmen der Pradikatenlogik
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Aufzihlungsverfahren fiir PL-1

Tableaux-Methode fiir PI-1 (Forts.)

» Regeln zur Tableau-Konstruktion:
a, 3 Regeln zur Verarbeitung o, 3 Formeln.

e v-Regeln:

v | Vx A| -3x A
v(t] ‘ Axlt] ‘ —Ax|t]

t beliebiger Term, Substitution erlaubt.

e 0-Regeln:

6 | IxA| -Vx A
Oly] | Aclyl | ~Axly]

Iy Variable (oder ¢ Konstante 0-stellig) ,,y neu*:
y kommt noch nicht in Formeln im Ast zu A,[y] frei vor und
die Substitution ist erlaubt.
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Algorithmen der Pradikatenlogik
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Aufzihlungsverfahren fiir PL-1

Tableaux-Methode fiir PI-1 (Forts.)

» Systematische Konstruktion eines Modells:
Falls die Sprache keine F-Symbole enthalt reichen die
Bezeichner” fiir Elemente des Definitionsbereichs aus.
Sonst wahle als Definitionsbereich fiir die Interpretation eine
geeignete abgeschlossene Termmenge.

e Fiihre soviele ,, Terme” ein wie notwendig.
Existentielle Formeln bendtigen ,,Losungen”, solche diirfen
nicht eingeschrankt sein (anderswie verwendet worden sein).

» o-Formeln brauchen nur einmal , erfillt” zu werden.
~v-Formeln hingegen miissen fiir alle Objekte die eingefiihrt
wurden garantiert werden, miissen somit immer weiterhin
beachtet werden.
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Algorithmen der Pradikatenlogik
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Aufzihlungsverfahren fiir PL-1

Tableaux-Methode fiir PI-1 (Forts.)

Lemma 5.2
Sei ' eine Menge von Formeln iliber einer abgeschlossenen
Termmenge (Universum) U mit

1.

A

Fiir keine Formel A gilt A€ und -A €.

Fiir jede a-Formel in I gilt aq, a0 €T

Fiir jede 3-Formel in T gilt 31 € oder 3> € T.

Fiir jede v-Formel in T gilt v[t] € T fiir alle t € U.
Fiir jede 6-Formel in T gibt es ein t € U mit §[t] € T.

< Dann ist I erftillbar.
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Aufzihlungsverfahren fiir PL-1

Tableaux-Methode fiir PI-1 (Forts.)

I Problem: U/ kann unendlich sein. Erst recht wenn F-Symbole

vorhanden!
» Sprachen mit ,, =" dann Funktionskonstanten und Terme.
t = t
Aty «— to]

~— In einer Formel A kann ein Term t; durch einen ,,gleichen”
Term t, ersetzt werden, wenn im Ast zu A der Knoten mit der
Markierung t; = to vorkommt. Vx x = x als Wurzel der =
Tableaux zulassen. «

» Problematische Regel, da sie zu einer Formelexplosion fiihrt.
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Aufzihlungsverfahren fiir PL-1

Tableaux-Methode fiir PI-1 (Forts.)

Satz 5.3
Sei A € Form(L), ¥ C Form(L)

a) = A gdw es gibt ein abgeschlossenes Tableau fiir —A.
b) ¥ = A gdw es gibt ein abgeschlossenes Tableau fiir ¥ U {—A}.

» Systematische Tableaux-Konstruktion:

>, a, o0, v, B
Reihenfolge der Regelanwendungen: t o+ .

. Beachte: t A,[t] muss erlaubt sein.
' y neu bei d-Regel beachten (frei).
» Falls keine Funktionskonstanten in L Interpretation mit

{c1, ¢, ...} als Konstanten.
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Aufzidhlungsverfahren fiir PL-1

Beispiele
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-Vz A

Beispiel 5.4 (= (VXA — B) — dx(A — B), x nicht frei in B)

—-((Vx A — B) — dx (A — B))
Ve A — B

-B
= = = = = HaA¢
|
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Aufzdhlungsverfahren fiir PL-1
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oVr AV Ve B

Beispiel 5.5 (I ={VxAVVxB}, C =Vx(AV B). Gilt I = C?)
s —Vz (AV B)

t—(Azla] V Bqla])

Vo A

A, lal ;

éBw[a]
muss!

I v-Formeln diirfen nicht abgehakt werden, da man immer
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wieder neue Terme einfiihren kann und ~[t] erfiillt werden
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Aufzidhlungsverfahren fiir PL-1
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Beispiele (Forts.)

Beispiel 5.6 (Ix —p(x, x) = —Vx3yp(x, y))

Gibt es Modelle fiir {Ix —p(x, x),VxJy p(x,y)}

23z —p(z, )
+V23y p(x,y)

! _'p(av a’)

+3y p(a,y)

tp(a,b)

t3y p(b,y)
*p(b,c)
m = = = = A
|
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Aufzidhlungsverfahren fiir PL-1

— Interpretation:

p(x,y)

Q. 0
Ol v
—t
—t

O]
—

» Es gibt Interpretation mit nur 2 Elementen
—-p(a, a), p(a, b), p(b, a), p(b, b), die Modell sind.
— Vorschrift ,,neu” kann aufgeweicht werden.

I Erst alle Konstanten verwenden, falls diese Wahl zu 4 fiihrt

mussen neue Konstanten einfihrt werden, sonst Modell

gefunden.
O ] =

i
it
)
0
2
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Aufzidhlungsverfahren fiir PL-1

Beispiele (Forts.)

Interpretation z.B.:

L
= Ol L
O T
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Aufzidhlungsverfahren fiir PL-1

Beispiel 5.7 (Gilt = Vx(p(x) V q(x)) — (Vxp(x) V Vxq(x)) 7)

~(Va (p(z) V q(2)) — (Vo p(z) vV ¢(x)))
vz (p(z) V q())

~(Va p(x) V Ve q(z))

—Va p(z)

—Vz q()

—p(a)

—q(b)

I'=({a,b}: I(p)(a) =1(q)(b)=F, I(p)(b)=1I(q)(a) =W

[[L 4

m P
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Aufzidhlungsverfahren fiir PL-1

Beispiel 5.8
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Va3y p(z,y)

Va _|p(il3, x)

Vx3y p(x,y),¥x =p(x,x) E IxIy3Iz (p(x,y) A ply, z) A —p(x, 2))

—3x3y3z (p(x,y) Ap(y, 2) A —p(z, 2))
_'p<cla Cl)
Jy p(c1,y)

p(Cl, 02)
_'p<62, 62)

3y plez, y)

—(p(e1, e2) Aplez,c1) A =p(er,er))
—plcC1,C2 b(c1,C1
(c1,¢2) p(ea, 1) (c1,¢1)
:p(C2,C3)
‘ = = - = = Ao
|
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Aufzdhlungsverfahren fiir PL-1

Beispiele (Forts.)

Interpretation:

plcr,a)=F plca,e)=W p(c,c)
p(ca,c1) = F p(ca,c3) =W p(cs, c3)

F
F...

Ci C (3 & Gy
C1 0 1
(8 0 0 1
3 0 1
Cy 0 1
= = = = = 9o
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Aufzdhlungsverfahren fiir PL-1

Beispiele Formeln mit = : Monoide und Gruppen

Beispiel 5.9
{VxVyVz (x-y)-z=x-(y-2)
Vx x-1=x
Vx x-x =1}

Gruppenaxiome

Behauptung: Es gilt: Aus Gruppenaxiome
=Vx 1 -x=x und =Vxx-x=1
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Aufzidhlungsverfahren fiir PL-1
-
Vex =z

Axiome
-Vrlox==x

—Verzox =1

bol=5b
bo(bob) =0
(bob)ob="0
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Aufzdhlungsverfahren fiir PL-1

Entscheidbare Fille (Prafixe) Allgemeingiiltigkeit
L Sprache ohne Funktionskonstanten
abgeschlossene Formeln

1. Vxqy - Vxpdyr - dym A A quantorenfrei
2. Vx1 - VxpndyVzy---Vz,A
3. Vxq - Vxpmdy1dyVzy - - - VZz,A
4. dyq---dy,Vxq - - - Vx,dZA n,m> 1 n. entsch.
5. Vx1 - - Vxpn3dy1dysdy3Vz; - - - Vz,A m,n > 0 n. entsch.
m = = = = HaA¢
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Aufzidhlungsverfahren fiir PL-1
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Beispiel 5.10 (Typ 2. Formel)

s VrVrodyvz A

¢ Vaodyvz Ay, lal
¢ ~IYyVz Ayl 2ola, b]

$ V2 Ay, 2,400, b, al

$ V2 Az, 2y yla, b, b

‘Awlvaayvz [a7 b7 a” al]
Prof. Dr. Madlener: Logik

‘Aazl,xg,y,z [CL, b7 b7 GJZ]
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Resolventenmethode

Resolventenmethode (PL1 - Resolutionsverfahren)

» Formeln in Klauselnormalform auf Erfiillbarkeit testen.

Definition 5.11

Eine Formel A € Form(L) ist in Klauselform (KLF), wenn sie die
Gestalt

AEVX1VX2-'-VX,7[C1/\ CGA--- A Ck]

hat. Dabei sind die C; Klauseln (d. h. Disjunktionen von Literalen
ohne Wiederholungen) und die Variablen xi, ..., x, sind alle
Variablen, die in den Cj vorkommen.

> Vxi,...,Vx, Prafix [C1 A - A Ck] Mantisse (Matrix).
< PKNF und Prafix enthalt kein 4 Quantor.
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Resolventenmethode

I Beachte: In Literalen kommen nun Variablen vor.
L und M sind konjugierte (komplementare) Literale, wenn
L=M B
(A Atom, —A = A A= A).
» p(x), =p(y) sind nicht konjugiert oder komplementar.
Nach Substitution z. B. x «— a, y « a, p(a), —p(a) sind
konjugiert. Aber auch x < x, y < x, p(x), ~p(x).

» Ziel: Resolventenmethode verallgemeinern auf Formeln mit
Variablen und Funktionen (d.h. Terme).
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Resolventenmethode

Skolemisierung

Lemma 5.12 (Skolem)

Jede Formel A der P-Logik erster Stufe kann effektiv in eine
erfiillbarkeitsaquivalente Formel A’ in Klauselform transformiert
werden.

» A ist erfiillbar gdw A’ ist erfiillbar.

» Anwendung: Nachweis der Allgemeingiiltigkeit

= B gdw {—B} unerfiillbar gdw (—B)’ unerfiilllbar.
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Resolventenmethode

Skolemisierung: Verfahren

Bewels:
A gegeben. Transformiere A wie folgt:

Schritt 1: Bilde den existentiellen Abschluss von A.
Schritt 2: Eliminiere alle iiberfliissigen Quantoren.
Schritt 3: Umbenennung mehrfach quantifizierter Variablen.
Schritt 4: Ersetze Operatoren, die von A, V, =
verschieden sind. z.B. —,If ..., «— ...
Schritt 5: Schiebe — nach innen, bis sie vor den Atomen stehen.
Insbesondere ——A durch A ersetzen.
—VxA ~» dx=A, =(AV B) ~» (mA A —=B)
—(AAB) ~ (-AV =B)
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Resolventenmethode
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Skolemisierung: Verfahren (Fort.)

Schritt 6:

Schritt 7:

Schritt 8:
Schritt 9:

Prof. Dr. Madlener: Logik

Schranke Quantoren auf ihren Wirkungsbereich ein:
Qx(Ax B) ~» Ax @xB x nicht frei in A
~ @xA*x B  x nicht frei in B
Eliminiere existentielle Quantoren durch Einfiihrung
von Skolem Funktionen. Wahle dabei die erste Teilformel
(von links) der Form JyB(y) und ersetze sie durch
By|f(x1,...,xn)], n > 0, wobei
a) Xi...X, alle unterschiedlichen freien Variablen in
dyB(y) sind, die links von JyB(y)
universell quantifiziert sind.
b) f eine , frische" n-stellige Funktionskonstante.
Schiebe V Quantoren nach links.
Bringe Matrix in KNF und simplifiziere.
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Resolventenmethode

Skolemisierung

» Korrektheit Aj=---3yB(y) ~ Ajz1 =+ By [f(x1,...,xn)]

» Behauptung: A; ist erfiillbar gdw A; 1 ist erfiillbar.
Sei | Modell fiir A;: Fiir jede mogliche Belegung der Variablen
X1,...,X, muss es ein oder mehrere Werte fiir y geben, mit

denen A; wahr wird.
I” wie | zusatzlich eine n-stellige Funktionskonstante

f:f(x1,...,xn) gibt fiir Wertetupel fiir x1 ... x, ein (den) y
Wert als Funktionsergebnis.
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Resolventenmethode

Beispiele

Beispiel 5.13
Vx {p(x) — 3z {=Vy [q(x,y) — p(f(x1))[AVy [q(x,y) — p(X)]} }

1. Existentieller Abschluss und Elimination von tiberf. Quantoren:
IxaVx {p(x) — {=Vy [q(x,y) — p(f(x1))] AVy [a(x,y)
— p(x)]}}
2. Umbenennung von y:
PaVx {p(x) — {=Vy [q(x,y) — p(f(x1))] AVz [q(x, 2)
— p(x)]}}
3. Elimination von —:
Sxax {p(x) V {=¥y [2a(x, ¥) V p(F(x1))] A ¥z [q(x, 2)

Ve(x)]}H}

Prof. Dr. Madlener: Logik
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Resolventenmethode

Beispiele (Forts.)

4. — nach innen:
T ¥x {-p(x) V {3y [a(x, ¥) A ~p(F(x0))] A ¥z [~q(x, 2)
Vp(x)]}}
5. Quantoren auf Geltungsbereich einschranken:
I Vx {=p(x) VA{[Iy q(x,y) A =p(f(x1))] A [Vz —q(x, 2)
Vp(x)]}t

6. Eliminieren der Ex.-Quantoren dx; und Jy (0 - stellige bzw.
1-stellige Funktionseinfiihrung):

Vx {=p(x) V{la(x, g(x)) A—p(f(a))] A [Vz ~q(x,2) V p(x)]}}
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Resolventenmethode

Beispiele (Forts.)

7. Quantoren nach links:

VxVz {=p(x) V {[q(x, g(x)) A =p(f(a))] A [ma(x,z) V p(x)]}}
8. KNF + Simplifikation:
VxVz {[-p(x) V q(x, g(x))] A [=p(x) V =p(f(a))] A [-p(x)
V=q(x,z) V p(x)]}

~ A =Vx {[=p(x) V q(x,8(x))] A —p(f(a))}

> A" = Vx[[-p(x) V q(x,g(x))] A [-p(f(a))]] Erfiillbar?
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Resolventenmethode

Beispiele (Forts.) - Tableaux:

Vz {[-p(z) V q(z, g(x))] A [-p(f(a))]}
[=p(a) V q(a, g(a))] A =p(f(a))

-p(a) V q(a, g(a))

—p(f(a))

q(a, g(a))
[=p(f(a)) v q(f(a), 9(f(a)))] A=p(f(a))

[—p(f(a)) vV q(f(a),g(f(a)))] Ap(f(a))
—p(f(a)) Va(f(a),g(f(a))) —p(f(a)) Va(f(a),g(f(a)))

= = = = = HaA¢
|
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Resolventenmethode

Terme: a,f(a),g(a),g(f(a)), g(g(a)),g(g(f(a))). g(g(g(a))).

T =1{a,g"(a),g"(f(a)) n> 0} Definitionsbereich

» Erfiillbar:

I'=({a},f(a) := a,g(a) := a,p(a) = 0,q(a,a) = 1)

I Bei nicht Erfullbarkeit: im endlich abgeschlossenen Tableau
kommen nur endlich viele Grundterme (Terme ohne Variablen)
vor, d. h. eine endliche Menge von Grundinstanzen der Matrix
ist unerfiillbar.

~+ Herbrand-Interpretationen.
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Resolventenmethode

Herbrand-Universum

Definition 5.14 (Herbrand-Universum)

Sei A € Form. Das Herbrand-Universum H, ist die Menge aller
Terme, die aus den Individuenkonstanten (0-stellige
Funktionskonstanten) und den Funktionskonstanten, die A

vorkommen, gebildet werden konnen.

Enthalt A keine Individuenkonstante, so wird eine hinzugenommen.
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Resolventenmethode

Herbrand-Universum (Forts.)

Beispiel 5.15

o A=Vx{[-p(x)Vq(x,g(x))] A—p(f(a))}
— Ha = {37 f(a)ag(a)ag(g(a))vg(f(a))v'"}
Die Menge der Grundterme in a, f 1-stellig, g 1-stellig.

° B = Vx3y|p(f(x),y,g(x,y))]

— Hp =1{a,f(a),g(a,a),f(g(a,a)),g(a, f(a)),. ..}
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Resolventenmethode

Das Herbrand-Universum (Forts.)

Definition 5.16 (Herbrand-Interpretation)
Eine Herbrand-Interpretation fiir eine (abgeschlossene) Formel A
ist eine Interpretation | = (Ha, ... ), die

a) jeder Individuenkonstante a in A den Term a € Hj zuordnet.

b) jeder n-stelligen Funktionskonstante f, die in A vorkommt,
eine Funktion /(f) : H} — Ha zuordnet, die die Terme
t1,...,t, € Ha auf den Term f(ty,...,t,) € Ha abbildet.
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Resolventenmethode

Der Satz von Herbrand

Satz 5.17

e Eine Formel A in Klauselform ist erfiillbar gdw A ist in einer
Herbrand-Interpretation erfiillbar.

e A ist unerfiillbar gdw A unerfiillbar in allen
Herbrand-Interpretationen.

» Festlegung der Definitionsbereiche der Interpretationen.
Sei A EVXl---VXn[Cl JANKIRIEIVA Ck]
Eine Grundinstanz einer Klausel C; (1 <j < k) von A ist eine
Klausel, die man erhalt, wenn man alle Individuenvariablen in
C; durch Terme aus Hy ersetzt, d. h. eine Grundsubstitution
xj < t; auf C; anwendet. Solche Klauseln, die keine
Individuenvariablen enthalten heiBen Grundklauseln.
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Resolventenmethode

Herbrand-Prozeduren

Satz 5.18 (von Herbrand)

Eine Formel A in Klauselform ist genau dann unerfiillbar, wenn es
eine endliche Konjunktion von Grundinstanzen ihrer Klauseln gibt,
die unerfiillbar ist.

I' Konjunktionen von Grundklauseln sind wie aussagenlogische
Formeln in KNF zu behandeln.

~+ Tableaux-Davis-Putnam-(Grund)-Resolution anwendbar.
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Resolventenmethode

Herbrand-Prozeduren (Forts.)

— Herbrand-Prozeduren
A Formel in KLF mit n-Klauseln und Herbrand Universum Hjy.

e Erzeuge systematisch alle Grundklauseln G; aus den Klauseln
Ci (1<j<n)vonA.
e Priife, ob die Konjunktion (aller) Grundklauseln unerfiillbar ist.

» Probleme:

e Systematische Erzeugung der Grundklauseln.
e Auswahl von Grundklauseln, die man auf Erfillbarkeit testet.
e Welches Verfahren wahlt man.
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Resolventenmethode

Grundresolventenmethode

» A= [Vx3dy p(x,y) ANVy3z q(y, z)] — Vxdy3z

(p(x;¥) N aqly, z))
gilt = A? Transformiere —=A in KLF

> B =VxVyVyVz[p(x, 1(x)) Aqly.g(y))n

(—=p(a, y1) V =q(y1, 2))]
» Hg ={a f(a),g(a),f(f(a)), f(g(a)),.-.
» Bilde Grundinstanzen:

[p(a; f(a)) A aq(a,g(a)) A [—p(a;a) vV —q(a, a)]]
A

Alp(a, (2)) A a(F(2). 2(F(2))) A [=p(a. F(2)) v ~a(F(2),
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Resolventenmethode

Grundresolventenmethode (Forts.)

» Teste, ob erfiillbar:
Grundresolventenmethode

1. p(a,f(a))

2. q(f(a), &(f(a)))

3. —p(a.f(a)) v q(f(a),g(f(a)))
4. —q(f(a), g(f(a))) 1R3
5. O 2R4

? Wie wahlt man die Klauseln und Substitutionen geschickt!
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Resolventenmethode

Substitutionen

1. p(x, f(x)) x«—a p(a f(a))

2. q(y,g(y)) Substitutionen

3. —pla.y1) Voq(yi, 2) | y1 < f(a)

—p(a,f(a)) v —q(f(a), z)

4. —q(f(a),z) 1IR3 x+«a y; < f(a)
5. U 2R4  y «— f(a) z <« g(f(a))
O F - = = Q>
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Resolventenmethode

Definition 5.19 (Erinnerung)

Eine Substitution 6 ist eine endliche Menge der Form
{(v1,t1),...,(Vn, tn)}, vi ist Individuenvariable v; # v;, t; Terme
(Term(V, ), F Funktionskonstanten t; Zv;, i =1,...,n.
{vi,...,vn} ist der Definitionsbereich der Substitution (v;, t;)

» , Bindung” fiir v;.

¢ induziert Abbildungen 6 : Term(V,F) — Term(V,F)
bzw. 6 : AForm — AForm
Wie ublich:
» O(vi)=t i=1,...,n
» (v)=v sonst
» O(f(tr,...,ty)) = F(0(t1),...,0(tn))
> e(p(tla SR tn)) = p(@(tl), Tt ‘9(1‘,,))
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Resolventenmethode

Substitutionen (Forts.)

» Komposition von Substitutionen: wie iiblich.
Oo erst ¢, dann o.
|dentitat als Substitution erlaubt.

» Betrachte t; = f(g(x),y), t» = f(z, g(a))
Frage: Gibt es Substitution 6 mit t;60 = t>0 d.h.

0(f(g(x),y)) = 0(f(z,g(a)))

» 0 heiBBt dann Unifikator von t; und t.
{x—a y+«g(a) z+< g(a)} sind
{y «— g(a) z+< g(x)} Unifikatoren
~+ Unifikationsalgorithmen
Allgemeinster Unifikator: ¢ (MGU) (Most General Unifier).
Eigenschaft: Ist 6 Unifikator, so gibt es 7 mit 6 = o7.
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Resolventenmethode

Unifikation

Definition 5.20 (Unificator)

Sei S=A;1V---VA, {Ai,...,A,} eine Disjunktion (Menge)
atomarer Formeln A; (1 < j < n). Eine Substitution 6 heiBt
Unifikator fir S, falls A10 = A0 = --- = A,0 (insbesondere
missen die Pradikatskonstanten der A; alle identisch sein).

» Gibt es fiir S einen solchen Unifikator, dann heiBt S
unifizierbar.

» Ein Unifikator 6 heiBt allgemeinster Unifikator oder MGU
fir S, wenn es fiir jeden Unifikator o von S eine Substitution
T gibt, so dass o = 07.
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Resolventenmethode

Unifikationsalgorithmen

Satz 5.21

Sei S ={A;1,...,An} Menge von atomaren Formeln, dann ist es
entscheidbar ob S unifizierbar ist und ein MGU o [3sst sich
berechnen.

Bewels:

Unifikationsalgorithmen fiir atomare Formeln in Prafix Notation.

|dee: Bestimme ,,Disagreement set” durch Tiefensuche.
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Resolventenmethode

Unifikationsalgorithmen (Forts.)

Darstellung atomarer Formeln

o Pradikatskonstante o

VAN ANAY

p(x, g(a, b), b)
p(x, g(f(y, z),x),y) p(x, g(g(h(x), a), y), h(x))
— DS: {f(y,z),a,g(h(x),a)} nicht unifizierbar.

» DS: {...,v,...,t,... }, vkommt nicht in t vor.
Andere: 0 : v «+ t.

» Berechne DSo dann weiter bis entweder ein Unifikator
bestimmt wurde oder nicht-unifizierbar als Ergebnis vorliegt.

I Es gibt sehr effiziente Unifikationsverfahren (lineare Zeit).
Siehe hierfiir Literatur.
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Resolventenmethode

Resolutionsverfahren

Definition 5.22 (Allgemeine Resolventenregel)

Seien C; und (, Klauseln ohne gemeinsame Variablen.

Seien A1V --- VA, und =By V =By V ---V =B, Teildisjunktionen
von C; bzw. G5, so dass A;1,..., A, B1, ..., B) unifizierbar sind,
mit allgemeinsten Unifikator 6 und sei

Aif = B0 = p(n,...,r,) [Faktor]

Die Resolvente von C; und G ist dann die Klausel
CiO\p(r,...,rm)U GO\—-p(r,...,r,) als Menge von Literalen.
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Resolventenmethode

Resolutionsverfahren (Forts.)

Satz 5.23 (Robinson)

Eine Formel A in Klauselform ist genau dann unerfiillbar, wenn die
leere Klausel [1 aus A mit der Resolventenregel hergeleitet werden
kann.

» [Annahme: Klauseln in A sind variablendisjunkt]| Immer
erreichbar da

VX[C1(X) A - A Ce(X)] B VXV - - - Vg
[C1(>_<1) JANEIIIVAN Ck()_<k)]
» Beachte allgemeine Resolventenregel k, 1 > 1
» Viele Varianten: Unit-Resolution, lineare Resolventenregel....

I Ziel ist es, so schnell wie moglich die leere Klausel herzuleiten,
d. h. soviel Literale wie moglich zu , faktorisieren®.
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Beispiel 5.24

A= -3yVz [p(z,y) « —3Ix [p(z,x) A p(x, 2)]]
e Frage gilt = A?
— KLF(—A)

VzVx |

—A = —-3yVz [p(z,y) < —3x [p(z, x) A p(x, Z)]]
—p(z,a) V —p(z,x) V —p(x, z)|A
p(z,f(2)) V p(z, a)]A
p(f(z),2) V p(z,a)]]

= = = = = HaA¢
|
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Resolventenmethode

Beispiel (Forts.)

» Klauseln (nach Umbenennen der Variablen, variablendisjunkt)

1. =p(z1,a),p(z1,x1), ~p(x1, 21)
2. p(z2,f(2)), p(22, a)
3. p(f(Zg,), 23), p(Z3, a)

e Resolvente von 2. und 1. mit Teildisjunktionen

—p(z1,a), 7 p(z1,x1), 7 p(x1,21) in 1. und p(z,a) in 2.
Der Unifikator (xi, a), (22, a), (z1,a) MGU.

o 4 p(a f(a))
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Resolventenmethode

Beispiel (Forts.)

e Resolvente 3. und 1. mit Teildisjunktionen
=p(z1,a), 7p(z1,x1), ~p(x1,21), p(z3,a)

» DS:
{zi,z21,x1,23} X121 z3+2z1 | X1+ a z1+ a
{a,z1} 71 < a 73 < a

5 p(f(a),a)
e Resolvente 4., 1. mit Teildisjunktionen
p(a, f(a)), —lp(Xl, Zl) X1 < a,Z1 < f(a)

® 6. —p(f(a),a)
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Resolventenmethode
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e Resolvente 5., 6.

7. L
— Also gilt

l: A= —-dyVvz [p(Z,)/) « —dx [p(Z,X) A p(X, Z)]]
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Logisches Programmieren und Prolog

Logisches Programmieren und Prolog

» Sprache der Logik zur Darstellung von Wissen (deklarativ)
liber Strukturen. \Wissensherleitung durch logische Folgerung
(deduktiv, Resolution usw.)

» Prozedurale Sicht von Resolution
Z=({(Y -2)+X)-Y Funktion von X, Y

2 = succ(succ(0))

e 0 goal(X,Y,Z):— mult(Y,2,A),add(A, X, B),subt(B, Y, Z).
e 1 add(R,succ(S),succ(T)):— add(R,S, T).

e 2 add(T,0,T).

e 3 subt(succ(R),succ(S), T): — subt(R,S, T).

e 4 subt(T,0,T).

e 5 mult(R,succ(S), T): — mult(R,S,U),add(R, U, T).

e 6 mult(R,0,0).
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Logisches Programmieren und Prolog

Logisches Programmieren und Prolog

» goal, add, subt, mult sind 3-stellige P-Konstanten zur
Darstellung der Funktionen, die den ersten beiden
Argumenten als Wert 3-Argumente zuordnen.

» Wie ,berechnet” sich ((Y -2) + X) — Y, wenn
X « succ(succ(0)) und Y « succ(0)
? —goal(succ(suce(0)),succ(0), Z)

?

. With Z = succ(succ(suce(0)))
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Logisches Programmieren und Prolog

Horn-Logik

Erinnerung: Klauseln {L;,L,,...,L,} Menge von Literalen
= {A1,...,Ap} U{=B1,...,2Bn}, Aj, Bj Atome.

» Hornlogik: Klauseln mit hochstens einem positiven Literal,
d.h. n < 1. Einteilung:

{A,=B1,...,mBn} m>0 Regel Klausel

<
{A} Fakt Klausel <«
{-Bi,...,mBn} m>0 Goal Klausel <
%) leeres Goal <
O ¥ - = = HaQE
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Horn-Logik
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» Formeln in KLF: Endliche Mengen von Literalen.

Hornklausel

Formel von PL-1

. {A,—IBl,...,—IBm} \V/(A\/—lBl\/-”\/—le)

bzw. (V ((B1 A+ A Bp) — A))

o {A} vV (A)
S {—IBl,...,—le} V(—IBl\/“'\/—IBm)
bzw. =3 (B1 A--- A Bp)
[] false
— Notationen:
Formel logisches Programm | Prolog
e V((BiAN---ANBpy) | A—Bs,...,Bn A:— B,...,B,.
— A)
o vV (A) A — A.
O —13(51/\“-/\8,77) — Bq,...,B, ? —B1,...,Bpn.
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Logisches Programmieren und Prolog

Horn-Logik (Forts.)

» Eine Menge von Regeln und Fakten ist ein logisches
Programm P
d. h. die Programmformeln sind entweder Regeln oder Fakten.

e Eine Struktur R ist Modell von P, falls R Modell der
entsprechenden Formeln in P ist.
e P = ¢ hat die iibliche Bedeutung.

I Beachte: Sei P logisches Programm und ? —B4,..., B, ein
nichtleeres Ziel. Dann sind aquivalent
1. PUu{?— Bi,...,Bn} hat kein Modell (unerfiillbar)
2. P=3(Bi A A Bun)
— Herbrand Interpretationen reichen aus: d. h. Termmengen und
Funktionen sind fest durch die Formeln (Programm) definiert.
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Logisches Programmieren und Prolog

Horn-Logik (Forts.)

» Offen ist nur noch die Interpretation der P-Konstanten.
R~ I(R)={r(t1,...,t,) | r P-Konstante, n-stellig
ti,...,t, € Hp Grundterme
(t1,...,th) € rr}

Semantik logischer Programme (deklarative Semantik).
Sei P ein logisches Programm. Unter den Herbrand

Interpretationen die Modelle von P sind, gibt es ein minimales
Herbrand Modell Mp:

Mp = {r(t1,...,tn) | t1,...,t, Grundterme und
PEr(t,...,th)}
» Mp lasst sich rekursiv definieren.
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Logisches Programmieren und Prolog

Horn-Logik (Forts.)

Satz 5.25
Sei 34Xy ---AXK(B1 A -+ - A Bp) eine abgeschlossene existentielle
Formel und P logisches Programm. Dann sind dquivalent:

1. P=3X; - 3Xe(Bi A -+ A Buy)

2. P=(BiN---ANBn)[X1/t1,..., Xk/tk] fiir Grundterme
t, ..tk

3. M, ist Modell von 3X1---3Xi(B1 A--- A\ Bm)

4. Mp = (Bi A+ AN Bm)[X1/t1, ..., Xk/tk| fiir Grundterme
t1,...,tk

I Grundlage fiir M, ist die Semantik (Bedeutung) von P.
(Beachte der Satz gilt nicht fiir universelle Formeln!)
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Beispiel 5.26

P :

< Offenbar ist

P iiber Signatur 0, succ (Fkt. Symbole), add ( 3 St. Pr.-Konstante)
add(X, 0, X).
add(X,succ(Y),succ(Z2)) : —add(X, Y, 2).

Prof. Dr. Madlener: Logik
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Logisches Programmieren und Prolog

Wie werden existentielle Anfragen beanwortet?

» (Frage 1) ? —add(succ3(0), succ®(0), 2)
JA mit Z = succ!t(0)

» (Frage 2) ? —add(X,succ®(0), 2)
?

(P = 3X3Z add(X, succd(0), 2))

JA mit X =0,Z = succ®(0)
mit X = succ(0), Z = succ’(0)..

Prof. Dr. Madlener: Logik
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Logisches Programmieren und Prolog

Wie werden existentielle Anfragen beanwortet? (Forts.)

» (Frage 3) ? —add(succ3(0), Y, Z)
2
(P }=3Y3Z add(succ®(0), Y, Z))

JA mit Y =0,Z = succ3(0)
mit Y = succ(0), Z = succ*(0)
mit Y = succ?(0), Z = succ’(0). ..

o Z =succ3(Y) ist jedoch keine allgemeinste Losung:

» Da VY add(succ®(0), Y,succ3(Y)) nicht logische Folgerung
von P ist (Ubung!)
(Sie ist jedoch in M, giiltig!! Induktives Theorem)
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Logisches Programmieren und Prolog

Wie werden existentielle Anfragen beanwortet? (Forts.)

» (Frage 4) 7 —add(X, Y, succ(0))
?
(P | 3X3Yadd(X, Y,succ?(0))

X=0 Y =succ3(0)
) o ~ succ(0)  succ?(0)
Losungssubstitutionen: succ2(0)  suce(0)
succ3(0) 0

= = = = = HaA¢
|
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Logisches Programmieren und Prolog

Losungssubstitutionen

Sei G =7 —By,..., B, ein goal, P logisches Programm, o
Substitution, o|g Einschrankung von o auf die Variablen, die in G
vorkommen.

o={Xy < t1,..., X, < tn} ist eine korrekte
Losungssubstitution fir PU{G} gdw Xi,..., X, kommen in G
vorund PEVY ((By A+ A Bp)o).

(Beachte: nicht aquivalent zu M, =V ((B1 A+ A By)o) nur, falls
variablenfrei).

? Wie operationalisiert man die Bestimmung von korrekten
Losungssubstitutionen 7 ~~ Operationale Semantik
Varianten der Resolution.
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Logisches Programmieren und Prolog

SLD-Resolution —
(selective linear Resolution for definitive clauses)

» Sei G goal ? —A1,...,Apund C=A: - By,...,B, eine
Programmformel (g = 0 erlaubt). Seien weiterhin G und C
variablendisjunkt und sei p ein MGU von A, und A.

(Die Klauseln kdnnen resolviert werden).
Das goal

> =7 A]_,LL, s 7Ak—1:u7 BLLL, IR Bq:uv Ak-l—l:ua s 7Akﬂ Ist
eine SLD-Resolvente von G und C iiber pu.

G C

SLD als Regel
P-Klausel, goal ~» goal’
G/
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Logisches Programmieren und Prolog

SLD-Resolution: SLD-Ableitungen

» SLD-Ableitungen, wie iiblich definieren:
SLD-Ableitungen sind Ableitung der Form

Go, G1,...,Gp, ... Programmformeln Co, C1,...,C,, ...
Substitutionen pg, pt1, ..., tnp, ..., SO dass
Gpa1 SLD-Resolvente von G, und C, liber u,

(Hierbei kommen die Variablen in C,;1 nicht in
G(),Gl,...,Gn,Co,...,Cn,/Lo,...,/Ln vor).
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Logisches Programmieren und Prolog

Losungssubstitution

Definition 5.27 (Losungssubstitution)
Sei P logisches Programm, G goal.

Eine SLD-Widerlegung von P U {G} ist eine endliche
SLD-Ableitung, bis zum Ziel G, aus G, wobei G, leer ist.

Co, ..., Ch_1 sind Varianten (Umbenennungen) von
Programmformeln aus P.

= (pop1 - in—1)|c ist die berechnete Losungssubstitution.
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Logisches Programmieren und Prolog

Bemerkung und Beispiel

Bemerkung 5.28

» Korrektheit und Vollstandigkeit lassen sich beweisen!
Siehe etwa Leitsch: Resolutionskalkiile

Beispiel 5.29

Klauseln
a:— b,c. {a,b,c}
a:—d. {a,d}
b:—d,e. {b,d, &}
b:— f. {b,f}
C. {c}
c:—d,f. {c,d,f}
d. {d}
f. {f}

Prof. Dr. Madlener: Logik 201



Algorithmen der Pradikatenlogik

Logisches Programmieren und Prolog

Beispiel: Goal 7 - a
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Logisches Programmieren und Prolog

Operationale Semantik von PROLOG

» Prolog: Logik + Kontrolle
e Fixiere Reihenfolge der SLD-Schritte

> Ordne Programmformeln (Liste)

» Goals als Listen - erstes Literal
Bilde stets Resolventen mit Kopf der ersten Programmformel
mit erstem Literal des Goals, normale SLD-Resolution.

» Probleme: Laufzeiten sind abhangig von den Reihenfolgen!
Oft hilft ein Umordnen der Literale im Goal oder in den
Programmbklauseln.
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Beispiele
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» P sei gegeben durch:

1 p(X,Z)Z—q(X, Y),p(Y,Z)
2 p(X, X).

3 q(a,b).

G =7 — p(X, b)

[x1|2, 21|b]

7-p(z,b)

SLD(P, G) Baum aller N-SLD Resolventen

?-q(x,y1),p(y1,b)

[331 |b7 $|b]
[z|a, y1|b]

Erfolg
[2]b, 22(b]
7-q(b b
q( 7y2)7p(y27 ) Failure EI‘fOlg
) = = = = vaAe
|
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Beispiele (Forts.)

1 p(X,Z):—p(Y,Z),q(X,Y).
2 p(X,X).
3 q(a,b).

» Umordnung der Literale in Programmformeln
G =7— p(X,b)

— Depth First ~~ kein Ergebnis.

~» Umordnung des SLD-Baums
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Logisches Programmieren und Prolog

Beispiel 5.30 (Listen lber ¥)
Gegeben Signatur X definiere Listen liber %
» 2-stellige Funktion Infix-Notation [-|-] : L(X)? — L(X)
» Konstante [ | bezeichne die leere Liste.
» Rekursive Definition:
» [ ] ist Liste iiber &
» [F|Rest] ist Liste iiber ¥, falls F ¥-Term oder Liste liber ¥

» Rest Liste liber X

F Rest

o [F1,Fo, ..., Fy|Rest] :=[Fi|[F2|---|[Fn|Rest]---]]
o [Fi,....F)| =1[F,...,Fal[ |
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Beispiel: Listen iiber > (Forts.)

» Operationen auf Listen
e append([ |, M, M).
e append([X|L], M,[X]|N]) : — append(L, M, N).
? —append(][a, b|, [a, Y], Z)
Ergibt: .Z < [a, b, a, Y]
— Weitere Operationen
element(X, [X|L]).
element(X,[Y|L]) : — unequal(Y, X), element(X, L).
mircor([ 1,[ 1)
mirror([X|L], M) : — mirror(L, N), append (N, [X], M).

delete(
delete(
delete(

XL

).

X|L], X, M) : — delete(L, X, M)

YIL], X,

'Y|M]) : — unequal(Y, X), delete(L, X, M).

deletel([X|L], X, L).

deletel([Y|L], X,[Y|M]) : — unequal(Y, X), deletel(L, X, M).
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Schlussaufgabe:
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Formalisiere und beweise folgenden Satz:

is happy if he has no students.

If the professor is happy if all his students like logic, then he

= = = = = HaA¢
|
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