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Einführung Algebraische Grundlagen: Polynome, rationale Funktionen und Potenzreihen

Einleitung

Einführung „Computer Algebra“

I Berechnungen in algebraischen Strukturen: Monoide, Gruppen,
Ringe, Polynomringe, Körper, Körpererweiterungen, Moduln,
Vektorräume ...

I Lineare Algebra: Vektorräume, Matrizen, Determinanten,
Gleichungssysteme.

I Analysis: Grenzwerte, Funktionen, Differentiation, Integration,
Differentialgleichungen.

I Algebra: Gruppen, Ringe, Körper, Moduln, Konstruktionen:
Produkte, Quotienten, Unterstrukturen.

I Zahlentheorie: Primzahlen, Faktorisierung, Kryptographie.
I Numerische Berechnungen vs. Symbolische Berechnungen.
I Computer Algebra Systeme, seit 60’er Jahren.
I Inhalt–Umriss
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Einleitung

Moderne CA-Systeme

Derive, Macsyma, Maple, Mathematica, Reduce, Scratchpad, Mupad,
Mumath, Axiom, Magma, Mathlab
Ziele:

I Breite Funktionalität
I Einfache Bedienung
I Effizienz
I Erweiterbarkeit

Probleme:
I Darstellung der Strukturen und ihrer Elemente
I Effiziente Lösungen: Darstellungsabhängig
I Effiziente Transformationen zwischen Darstellungen
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Einleitung

Vorteile CA-Systeme

Verarbeitung großer algebraischer Berechnungen
 genaue Berechnungen „fehlerfrei“

Grundoperationen: Multiplikation, Division, Addition, Substraktion,
Exponentation
 Arithmetik, Langzahlarithmetik

I GGT, KGV:
Euklidischer Algorithmus (Ringe euklidisch z. B. Z,Q[x ])

I Faktorisierung:
UFD (ZPE)-Ringe, Prim-Elemente (z. B. Z,Z[x , y , z ], .)

I Klassische Algorithmen sind nicht immer effizient.
Problem: Zwischengrößenwachstum

I Kosten arithmetischer Operatoren hängt von der Länge der
Operanden ab.
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Einleitung

Probleme bei der Implementierung von CA-Systemen

I Allgemeine Systeme: Sprachumgebung, Notationen,
Ein/Ausgaben,. . .

I Erfordern oft spezielle Programmiersprachen und Umgebungen
I Spezielle Systeme, z. B. Gruppen oder Gröbnerbasen, können oft

nicht in andere Systeme verwendet werden.
I Vielzahl algorithmischer Lösungen, Vergleich schwer.
I Analyse der Algorithmen erfordert oft tiefe mathematische

Ergebnisse.
I Wahl der Implementierungs- und Programmiersprachen
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Symbolische Numerische Berechnungen

Symbolische Numerische Berechnungen

1.1 Beispiel Chebyshev-Polynome. Rekursive Definition.

T0(x) = 1;T1(x) = x ;Tk(x) = 2xTk−1(x)− Tk−2(x) für k ≥ 2.

Liste der Polynome: 1, x , 2x2 − 1, 4x3 − 3x , 8x4 − 8x2 + 1, . . .

Werte die Polynome an bestimmten Stellen aus.
Etwa für x = 0.3: 1, 0.3,−0.82,−0.792, 0.3448, . . .

Programm: Berechnung der 5 ersten Werte an einer Stelle x .

Für 0.3 sollte das Programm die Ausgabe:
T0[0.3] = 1.0; T1[0.3] = 0.3; T2[0.3] = −0.82; T3[0.3] = −0.792;
T4[0.3] = 0.3448 liefern.

Prof. Dr. K. Madlener: Computeralgebra 6



Einführung Algebraische Grundlagen: Polynome, rationale Funktionen und Potenzreihen

Symbolische Numerische Berechnungen

Standard Algorithmus in Programmiersprachen

procedure Chebyshev (input, output);
begin
var x: real; T: array[0..4] of real; n: integer;
writeln(x eingeben);
read(x);
T [0] := 1;T [1] := x ;
for n := 2 to 4 do

T [n] := 2 · x · T [n − 1]− T [n − 2];
for n := 0 to 4 do

writeln(’T’n[x ] = T [n])
end.
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Symbolische Numerische Berechnungen

Maple Version für Chebyshev Polynome

T [0] := 1;
T [0] := 1

T [1] := x ;
T [1] := x

for n = 2 to 4 do
T [n] := expand(2 · x · T [n − 1]− T [n − 2]);

T [2] := 2x2 − 1
T [3] := 4x3 − 3x
T [4] := 8x4 − 8x2 + 1

Interne Darstellung Externe Darstellung.

Prof. Dr. K. Madlener: Computeralgebra 8



Einführung Algebraische Grundlagen: Polynome, rationale Funktionen und Potenzreihen

Historische Entwicklung der CASE

Historische Entwicklung der Case

Faktoren:
I Systeme (Programmiersprachen,HW.)
I Algorithmen (spezielle Lösungen)
I Anwendungen (Erweiterungen)

Höhere Programmiersprachen: Ende der 50er Anfang 60er.
Fortran (58), Algol (60), Lisp (61).
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Historische Entwicklung der CASE

Systeme 1961-1966:

I I. Slagle (MIT): Lisp-Programm SAINT (Symbolic Automatic
Integration): Lösen von unbestimmten Integralen unter Ausnutzung
von Heuristiken.

I J. Sammet, R. Tobey (IBM): FORMAC (Fortran-Preprozessor):
Symbolisches Rechnen mit elementaren Funktionen: Polynome,
rationale Funktionen,u.a.

I W.S. Brown (Bell Labs): ALPAK (in Assembler geschriebene
Subroutinen für Fortran): Symbolisches Rechnen mit Polynomen und
rationalen Funktionen.

I G. Collins (IBM, University of Wisconsin at Madison): PM:
symbolisches Rechnen mit Polynomen.

I C. Engelman (MIT): MATHLAB (LISP-basiert): symbolisches
Rechnen mit Polynomen und rationale Funktionen, erstes
interaktives System.
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Historische Entwicklung der CASE

Systeme 1966-1971:
I J. Moses (MIT): LISP-Programm SIN (Symbolic INtegrator).
I T. Hearn (Stanford University): REDUCE (LISP-basiert, interaktiv):

für physikalische Berechnungen, hohe Portabilität.
I C. Engelman (MIT):MATHLAB-68 (graphische Ausgaben).
I A.D. Hall: ALTRAN (ALgebraic TRANslator): Sprache und System

für das symbolische Rechnen mit Polynomen und rationale
Funktionen.

I G. Collins: SAC-1 (Symbolic and Algebraic Calculations).
I D. Barton, S. Bourne, J. Fitch (University of Cambridge): CAMAL

(CAMbridge ALgebra system: für astronomische Berechnungen und
für Berechnungen der allgemeinen Relativitätstheorie.

I T. Hearn: REDUCE-2: allgemeines System mit Schwerpunkt für
Berechnungen in der Hochenergie-Physik, geschrieben in RLISP
(ALGOL-ähnlich).
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Historische Entwicklung der CASE

Systeme 1971-1981:
Alle bisherigen Systeme rein experimenteller Natur, wurden auch
außerhalb der Gruppe der Entwickler verwendet. Insbesondere REDUCE
weite Verbreitung aufgrund der leichten Portierbarkeit.

I J. Griesmer, R. Jenks (IBM Research): SCRATCHPAD: LISP-basiert,
interaktiv, beinhaltet MATHLAB-68, REDUCE-2 und SIN.

I J. Moses, W. Martin (MIT): MACSYMA: algebraische
Berechnungen, Grenzwert-Berechnungen, symbolisch Integrieren,
Lösen von Gleichungen.

I G. Collins, R. Loos: SAC/ALDES: Bibliothek von Modulen, die in
ALDES (ALgebraic DEScription language) geschrieben sind,
zusammen mit einem Übersetzer nach ANSI FORTRAN. Alle
verwendeten Algorithmen waren vollständig und ausführlich
dokumentiert.

I D. Stautemeyer, A. Rich (University of Hawai): muMATH: eigene
Programmiersprache, lief auf PC.
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Historische Entwicklung der CASE

Spezielle Systeme:

I I. Frick (University of Stockholm): SHEEP: Berechnungen von
Tensorprodukten.

I W. Jeffreys (University of Texas at Austin): TRIGMAN: in
FORTRAN geschrieben, zur Berechnung von Poisson-Reihen.

I H. Veltman (NL): SCHOONSHIP: für Berechnungen in der
Hochenergie-Physik.

I V.M. Glushkov (Hiev): ANALYTIK: Implementierung in Hardware.
CASe, die portabel sind meistens C-basiert. Wegen der stark
angestiegenen Rechenleistung der Computer finden CASe mehr und mehr
Anwendungen und Benutzer. Insbesondere entstehen nun auch
kommerzielle CASe.
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Historische Entwicklung der CASE

Systeme 1981-1991:
I G. Gonnet, K. Geddes (University of Waterloo): MAPLE: modulare

Struktur, bestehend aus einem kleinen kompilierten Kern in C, und
einer großen Library von mathematischen Subroutinen, die alle in der
eigenen MAPLE Sprache geschrieben sind. Interpreter für die
Kommandos, Integer und rationale Arithmetik, Polynom-Routinen
und ein effizientes Speicherverwaltungssystem.

I S. Wolfram (Caltech): SMP (Symbolic Manipulation Program): in C
geschrieben, Regel-basiert.

I S. Wolfram: MATHEMATICA: symbolische und numerische
Berechnungen, graphische Wiedergabe (2-D und 3-D, inkl.
Animation), C-basiert mit eigener Programmiersprache.

I D. Stoutemeyer, A. Rich: DERIVE: interaktiv, nicht als
Programmierumgebung.

I weitere allgemeine Systeme: REDUCE 3, DOE-MACSYMA,
MuPAD, AXIOM (SCRATCHPAD II).
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Historische Entwicklung der CASE

Spezielle Systeme:

I J. Cannon (University of Sydney): CAYLEY: Gruppentheoretische
Berechnungen. Mittlerweile MAGMA.

I J. Neubüser (RWTH Aachen): GAP (Group Algorithms and
Programming). Mittlerweile in St. Andrews neu implementiert.

I J. Vermaseren: FORM: Berechnungen in der Hochenergie-Physik.
I A.M. Cohen: Lie: Berechnungen in Lie Algebren.
I M. Stillman: MACAULAY: Algebraische Geometrie und komm.

Algebra.
I H. Cohen: PARI: Zahlentheorie.
I Greuel, Pfister (KL): SINGULAR: Gröbner Basen, Algebraische

Geometrie, Singularitäten.
I COCOA (Genova) Kommutative Algebra. MAGNUS Gruppen.
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Literatur

Literatur
I von zur Gathen/Gerhard: Modern Computer Algebra, 1999,

Cambridge University Press, ISBN 0-521-64176-4, INF 235/167 und
L inf 92

I Geddes/Czapor/Labahn: Algorithms for Computer Algebra, INF
235/132, L inf 694.

I Davenport/Siret/Tournier: Computer Algebra, INF 235/116.
I Buchberger et al. (Eds.): Computer Algebra, INF 235/095.
I Mignotte: Mathematics for Computer Algebra, INF 235/126.
I Mignotte/Stefanescu: Polynomials: An Algorithmic Approach, INF

246/057.
I Winkler: Polynomial Algorithms in Computer Algebra, INF 235/132.
I Zippel: Effective Polynomial Computation, INF 246/054.
I Kreuzer, Robbiano Computational Commutative Algebra (0,1,2)
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