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Einleitung

Einfilhrung , Computer Algebra*“

» Berechnungen in algebraischen Strukturen: Monoide, Gruppen,
Ringe, Polynomringe, Koérper, Korpererweiterungen, Moduln,
Vektorraume ...

> Lineare Algebra: Vektorrdume, Matrizen, Determinanten,
Gleichungssysteme.

» Analysis: Grenzwerte, Funktionen, Differentiation, Integration,
Differentialgleichungen.

» Algebra: Gruppen, Ringe, Kérper, Moduln, Konstruktionen:
Produkte, Quotienten, Unterstrukturen.

Zahlentheorie: Primzahlen, Faktorisierung, Kryptographie.
Numerische Berechnungen vs. Symbolische Berechnungen.

Computer Algebra Systeme, seit 60’er Jahren.
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Moderne CA-Systeme

Derive, Macsyma, Maple, Mathematica, Reduce, Scratchpad, Mupad,
Mumath, Axiom, Magma, Mathlab
Ziele:

» Breite Funktionalitat
» Einfache Bedienung
» Effizienz

» Erweiterbarkeit
Probleme:

» Darstellung der Strukturen und ihrer Elemente
» Effiziente Losungen: Darstellungsabhingig

» Effiziente Transformationen zwischen Darstellungen
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Einleitung

Vorteile CA-Systeme

Verarbeitung groBer algebraischer Berechnungen
~» genaue Berechnungen |, fehlerfrei”

Grundoperationen: Multiplikation, Division, Addition, Substraktion,
Exponentation

~> Arithmetik, Langzahlarithmetik
» GGT, KGV:
Euklidischer Algorithmus (Ringe euklidisch z. B. Z, Q[x])
» Faktorisierung:
UFD (ZPE)-Ringe, Prim-Elemente (z.B. Z,Z[x, y, 7], .)

» Klassische Algorithmen sind nicht immer effizient.
Problem: ZwischengroBenwachstum

» Kosten arithmetischer Operatoren hangt von der Lange der
Operanden ab.
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Probleme bei der Implementierung von CA-Systemen

> Allgemeine Systeme: Sprachumgebung, Notationen,
Ein/Ausgaben,. ..

» Erfordern oft spezielle Programmiersprachen und Umgebungen

> Spezielle Systeme, z. B. Gruppen oder Grébnerbasen, kdnnen oft
nicht in andere Systeme verwendet werden.

> Vielzahl algorithmischer Lésungen, Vergleich schwer.

> Analyse der Algorithmen erfordert oft tiefe mathematische
Ergebnisse.

» Wahl der Implementierungs- und Programmiersprachen
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Symbolische Numerische Berechnungen

Symbolische Numerische Berechnungen

1.1 Beispiel Chebyshev-Polynome. Rekursive Definition.
To(x) = 1; Ta(x) = x; Te(x) = 2xTy_1(x) — Tk—2(x) fur k > 2.

Liste der Polynome: 1,x,2x% — 1,4x3 —3x,8x* —8x? 4+ 1,...

Werte die Polynome an bestimmten Stellen aus.
Etwa fir x =0.3:  1,0.3,-0.82,—-0.792,0.3448, . ..

Programm: Berechnung der 5 ersten Werte an einer Stelle x.

Fiir 0.3 sollte das Programm die Ausgabe:
To[0.3] = 1.0; T1[0.3] = 0.3; T»[0.3] = —0.82; T3[0.3] = —0.792;
T4[0.3] = 0.3448 liefern.
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Symbolische Numerische Berechnungen

Standard Algorithmus in Programmiersprachen

procedure Chebyshev (input,output);
begin
var x: real; T: array[0..4] of real; n: integer;
writeln(x eingeben);
read(x);
T[0] :=1; T[1] := x;
for n:=2to 4 do
Tn:=2-x-T[n=1]— T[n—2];
for n:=0to 4 do
writeln("T',[x] = T[n])
end.
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Symbolische Numerische Berechnungen

Maple Version fiir Chebyshev Polynome

for n=2to 4 do
T[n):=expand(2-x-T[n—1] — T[n—2]);
T2 :=2x>-1
T[3] := 4x3 — 3x
T[4]:=8x* —8x2+1

Interne Darstellung Externe Darstellung.
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Historische Entwicklung der Case
Faktoren:

» Systeme (Programmiersprachen,HW.)
» Algorithmen (spezielle Ldsungen)

» Anwendungen (Erweiterungen)

Hohere Programmiersprachen: Ende der 50er Anfang 60er.
Fortran (58), Algol (60), Lisp (61).
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Systeme 1961-1966:

» |. Slagle (MIT): Lisp-Programm SAINT (Symbolic Automatic
Integration): Lésen von unbestimmten Integralen unter Ausnutzung
von Heuristiken.

» J. Sammet, R. Tobey (IBM): FORMAC (Fortran-Preprozessor):
Symbolisches Rechnen mit elementaren Funktionen: Polynome,
rationale Funktionen,u.a.

» W.S. Brown (Bell Labs): ALPAK (in Assembler geschriebene
Subroutinen fir Fortran): Symbolisches Rechnen mit Polynomen und
rationalen Funktionen.

» G. Collins (IBM, University of Wisconsin at Madison): PM:
symbolisches Rechnen mit Polynomen.

» C. Engelman (MIT): MATHLAB (LISP-basiert): symbolisches
Rechnen mit Polynomen und rationale Funktionen, erstes
interaktives System.

Prof. Dr. K. Madlener: Computeralgebra 10



Historische Entwicklung der CASE

Systeme 1966-1971:

» J. Moses (MIT): LISP-Programm SIN (Symbolic INtegrator).

» T. Hearn (Stanford University): REDUCE (LISP-basiert, interaktiv):
fur physikalische Berechnungen, hohe Portabilitat.

C. Engelman (MIT):MATHLAB-68 (graphische Ausgaben).
A.D. Hall: ALTRAN (ALgebraic TRANSslator): Sprache und System

fir das symbolische Rechnen mit Polynomen und rationale
Funktionen.

G. Collins: SAC-1 (Symbolic and Algebraic Calculations).

D. Barton, S. Bourne, J. Fitch (University of Cambridge): CAMAL
(CAMbridge ALgebra system: fir astronomische Berechnungen und
fir Berechnungen der allgemeinen Relativitatstheorie.

v

v

v

v

» T. Hearn: REDUCE-2: allgemeines System mit Schwerpunkt fir
Berechnungen in der Hochenergie-Physik, geschrieben in RLISP
(ALGOL-ahnlich).
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Historische Entwicklung der CASE

Systeme 1971-1981:

Alle bisherigen Systeme rein experimenteller Natur, wurden auch
auBerhalb der Gruppe der Entwickler verwendet. Insbesondere REDUCE
weite Verbreitung aufgrund der leichten Portierbarkeit.

» J. Griesmer, R. Jenks (IBM Research): SCRATCHPAD: LISP-basiert,
interaktiv, beinhaltet MATHLAB-68, REDUCE-2 und SIN.

» J. Moses, W. Martin (MIT): MACSYMA: algebraische
Berechnungen, Grenzwert-Berechnungen, symbolisch Integrieren,
Losen von Gleichungen.

» G. Collins, R. Loos: SAC/ALDES: Bibliothek von Modulen, die in
ALDES (ALgebraic DEScription language) geschrieben sind,
zusammen mit einem Ubersetzer nach ANSI FORTRAN. Alle
verwendeten Algorithmen waren vollstandig und ausfiihrlich
dokumentiert.

» D. Stautemeyer, A. Rich (University of Hawai): muMATH: eigene
Programmiersprache, lief auf PC.

Prof. Dr. K. Madlener: Computeralgebra
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Historische Entwicklung der CASE

Spezielle Systeme:

» |. Frick (University of Stockholm): SHEEP: Berechnungen von
Tensorprodukten.

» W. Jeffreys (University of Texas at Austin): TRIGMAN: in
FORTRAN geschrieben, zur Berechnung von Poisson-Reihen.

» H. Veltman (NL): SCHOONSHIP: fiir Berechnungen in der
Hochenergie-Physik.

» V.M. Glushkov (Hiev): ANALYTIK: Implementierung in Hardware.

CASe, die portabel sind meistens C-basiert. Wegen der stark
angestiegenen Rechenleistung der Computer finden CASe mehr und mehr
Anwendungen und Benutzer. Insbesondere entstehen nun auch
kommerzielle CASe.

Prof. Dr. K. Madlener: Computeralgebra 13
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Historische Entwicklung der CASE
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Systeme 1981-1991:

» G. Gonnet, K. Geddes (University of Waterloo): MAPLE: modulare
Struktur, bestehend aus einem kleinen kompilierten Kern in C, und
einer groBen Library von mathematischen Subroutinen, die alle in der
eigenen MAPLE Sprache geschrieben sind. Interpreter fiir die
Kommandos, Integer und rationale Arithmetik, Polynom-Routinen
und ein effizientes Speicherverwaltungssystem.

» S. Wolfram (Caltech): SMP (Symbolic Manipulation Program): in C
geschrieben, Regel-basiert.

» S. Wolfram: MATHEMATICA: symbolische und numerische
Berechnungen, graphische Wiedergabe (2-D und 3-D, inkl.
Animation), C-basiert mit eigener Programmiersprache.

» D. Stoutemeyer, A. Rich: DERIVE: interaktiv, nicht als
Programmierumgebung.

> weitere allgemeine Systeme: REDUCE 3, DOE-MACSYMA,
MuPAD, AXIOM (SCRATCHPAD II).

.S S
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Historische Entwicklung der CASE
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Spezielle Systeme:

» J. Cannon (University of Sydney): CAYLEY: Gruppentheoretische
Berechnungen. Mittlerweile MAGMA.

» J. Neubiiser (RWTH Aachen): GAP (Group Algorithms and
Programming). Mittlerweile in St. Andrews neu implementiert.

» J. Vermaseren: FORM: Berechnungen in der Hochenergie-Physik.
» A.M. Cohen: Lie: Berechnungen in Lie Algebren.

» M. Stillman: MACAULAY: Algebraische Geometrie und komm.
Algebra.

» H. Cohen: PARI: Zahlentheorie.

» Greuel, Pfister (KL): SINGULAR: Grébner Basen, Algebraische
Geometrie, Singularititen.

» COCOA (Genova) Kommutative Algebra. MAGNUS Gruppen.

.S S
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von zur Gathen/Gerhard: Modern Computer Algebra, 1999,
Cambridge University Press, ISBN 0-521-64176-4, INF 235/167 und
L inf 92

Geddes/Czapor/Labahn: Algorithms for Computer Algebra, INF
235/132, L inf 694.

Davenport/Siret/ Tournier: Computer Algebra, INF 235/116.
Buchberger et al. (Eds.): Computer Algebra, INF 235/095.
Mignotte: Mathematics for Computer Algebra, INF 235/126.

Mignotte/Stefanescu: Polynomials: An Algorithmic Approach, INF
246/057.

» Winkler: Polynomial Algorithms in Computer Algebra, INF 235/132.
> Zippel: Effective Polynomial Computation, INF 246/054.

Kreuzer, Robbiano Computational Commutative Algebra (0,1,2)
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Grundlagen

Grundlegende Konzepte der Algebra

Axiome:
A;  Assoziativitat: ao(boc)=(aob)oc
A Neutrales Element: eoca=aoe=a(alle a)
Az Inverse: acal=aloa=¢e(allea)
Ay Kommutativitat: aob=boal(alle a,b)
As  Distributivitat: ao(b+c)=(aob)+(aocc)
(a+b)oc=(aoc)+(boc)
As  Nullteilerfreiheit: aob=0=a=0oder b =0.
Additiv neutrales Element: 0 null. Multiplikativ neutrales Element: 1 eins.
Struktur Notation ~ Axiome
Gruppe (G;0) Ar; Ao A

Abelsche Gruppe (G;0) A1 Ar; As; Ay

Ring (R;+,-)  A1;Az; As; Aq bzgl. +, Ag; Ay bzgl. -, As

Kommutative Ringe  (R;+,-)  +A4 bzgl. -

Integritatsbereich (D;+,) +Ae

Kérper (F;+,-)  +As fur F\{0} bzgl. - (As folgt daraus)
= = = = = Hal

B -
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Grundlagen

Grundlegende Konzepte der Algebra

2.1 Beispiel Strukturen

Z Integritatsbereich, Q, R, C Korper,

Z, Ring, n € N, Primzahl p Z, Kérper, sonst kein Integritatsbereich.
Beachte: jeder endliche Integritatsbereich ist Korper.

Teilbarkeit und Faktorisierung in Integritatsbereichen

a,be D alb(ateilt b) gdw b = ax fir ein x € D.

a Teiler von b, b Vielfaches von a.

GGT (GCD) groBter gemeinsamer Teiler von a,b€ Dist c€ D mit ¢ | a
und c | b, wobei ¢ Vielfaches von jedem d mit d | a und d | b ist.

KGV (LCM) kleinstes gemeinsames Vielfaches von a, b € D ist ¢ € D mit
a|cund b|c, wobei ¢ Teiler von jedem d mit a| d und b | d ist.
Beachte: nicht eindeutig.

Assoziierte Elemente: a, b € D sind assoziiert, falls a| bA b | a
Einheiten: a € D ist Einheit, falls a eine multiplikative Inverse besitzt.

.S S
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Grundlegende Konzepte der Algebra

2.2 Beispiel Einheiten, assoziierte Elemente:

7Z :: Einheiten 1, —1 6, —6 sind GGT von 18 und 30,

6, —6 sind assoziiert.

Assoziert sein ist Aquivalenzrelation, Klassen assoziierter Elemente.
L :: {0}7 {17 _1}5 {23 _2}a s

Auswahl von Reprasentanten aus assoziierten Klassen:~~
Einheits-normale Elemente:: n: D — D n(a) EN.

Z :: N als Einheits-normale Elemente
F Korper:: 0,1 Einheits-normal.
Einheits-normaler GGT und KGV sind dann eindeutig.

In der Regel: 0 ist EN, 1 ist EN, a, b EN, so auch ab.

Fir a € D, so a = u(a)n(a) eindeutig, wobei u(a) Einheit und n(a) EN.
Diese Begriffe, geeignet angepasst, sind auch fiir Ringe und Halbgruppen
sinnvoll.

Nullteiler: 0 # a € R ist Nullteiler, falls ab = 0 fiir ein 0 # b € D.

.S S
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ZPE (UFD)-Bereiche

Prim-Elemente (irreduzible Elemente):: p € D — {0} ist Prim, falls

a) p ist keine Einheit, b) p = ab, so a oder b Einheit.

a, b € D heiBen relativ Prim (teilerfremd), falls GGT(a, b) = 1.

Ein Integritatsbereich heiBt ZPE-Ring (UFD), falls fir a € D — {0} gilt, a
ist Einheit oder a kann als (endliches Produkt) von Primelementen
dargestellt werden und diese Darstellung ist eindeutig bis auf
Assoziativitdt und Umordnung:

a=p1--pn Primelemente p; 1 <i<nundista=gq; - gm mit
Primelemente g;, so m = n und bei geeigneter Umordnung der g; gilt p;
ist assoziert mit g;.

Wibhle Einheitsnormale Primelemente : Eindeutige Primfaktorisierung:
a=u(a)py'ps’--- pg pi Einheitsnormale Primelemente, p; # p; fur i # j.
2.3 Satz

Ist D ein ZPE-Ring {a, b} # {0}, so existiert GGT(a, b) und ist eindeutig.

.S S
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ZPE (UFD)-Bereiche

Polynomringe
Polynomring iiber R: R[x]
m

a(x) = Z akx’, ax € R, m > 0, Koeffizienten ax

k=0
Grad von a(x): groBtes n mit a, # 0:: grad(a(x))

Standardform Zakxk, a, # 0: a, Leitkoeffizient
k=0

0 Polynom: a, = 0 fir alle k:: grad(0) := —oc0

Monisch, falls a, =1

Addition, Multiplikation definiert wie iiblich.

Eigenschaften von R[x]

i) R ist kommutativ, so auch R[x], 0 add. Einheit, 1 mult. Einheit.

i) D Integritatsbereich, so auch DIx].
Einheiten sind die konstanten Polynome ag mit ag ist Einheit in D.

i) Ist D ein ZPE-Ring, so auch D[x].

Polynome mit einheitsnormalen Leitkoeffizienten heiBen einheitsnormal.
O
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Polynomringe: Beispiele

2.4 Beispiel

Z[x]: Einheiten 1, —1, einheitsnormale Polynome sind solche mit positiven
Leitkoeffizienten.

Q[x]: Einheiten sind konstante Polynome (# 0). Einheitsnormale
Polynome: Leitkoeffizienten 1 bzw. 0.

Zp[x] p prim: wie in Q[x].

Beachte
grad(a(x) + b(x)) < max(grad(a(x), grad(b(x)))
(= falls grad(a(x)) # grad(b(x))

grad(a(x) - b(x)) = grad(a(x)) + grad(b(x))

=] =
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Euklidische Bereiche

Euklidische Bereiche

2.5 Definition
Euklidischer Ring ist Integritdtsbereich D mit einer Bewertung
v: D — {0} — N, die folgende Eigenschaft hat:

1) fir alle a,b € D — {0} : v(ab) > v(a)

2) fur alle a,b € D mit b#0 gibt es g,r € D: a= bg+r, wobei r =0
oder v(r) < v(b).

2.6 Beispiel

> Z mit v(a) = |a| erfillt 1), 2).

> F Kérper v(a) =1, a## 0 (r immer 0).

> Q[x] (allgemeiner F[x] F Korper)
v(a(x)) = grad(a(x)) erfullt 1) + 2).

Beachte:

g (Quotient), r (Rest) in 2) miissen nicht eindeutig bestimmt sein
(falls r # 0).

Prof. Dr. K. Madlener: Computeralgebra 24
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Euklidische Bereiche

Euklidische Bereiche

2.7 Beispiel

Z:a=-8 b=3, so
8=3.(-2)—2=3-(-3)+1,
d-h.g=-2,r=-2und g= -3, r =1 erfiillen 2).

Vereinbarungen um Eindeutigkeit zu erreichen:

> InZ
a) Wahle g, r mit r = 0 oder sign(r) = sign(a)
b) Wahle g, r mit r = 0 oder sign(r) = sign(b)
» In F[x] sind g, r eindeutig. (warum?)

Euklidische Ringe sind ZPE-Ringe.

g = GGT(a, b), so gibt es s,t € D mit g = sa + tb (nicht eindeutig!)
s, t heiBen Bezout-Koeffizienten.

Annahme: In “effektiven” Euklidischen Ringen sein zu a, b stets
eindeutige g, r berechenbar.

o & = = DHa >

) QA C
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Euklidische Bereiche

Euklidischer Algorithmus

2.8 Beispiel
In Z:: GGT-Berechnung von 126 35
126 = 3-35+421

2 — 1.1447 7 ist GGT(126, 35)

Anwendung: Simplifikation rationaler Ausdriicke: 35/126 ~~ 5/18
Nutzen: Zahlen , klein” halten.

Sei D euklidischer Bereich a,b € D, b # 0. Seien g, r Quotient und Rest
mit a = bq + r, wobei r = 0 oder v(r) < v(b) setze

quo(a, b) = g (auch a quo b) und
rem(a, b) = r (auch a rem b oder a mod b)

Es gilt dann GGT(a, b) = GGT(b, r)

.S S
Prof. Dr. K. Madlener: Computeralgebra 26



Einfiihrung Algebraische Grundlagen: Polynome, rationale Funktionen und Potenzreihen
0000000000000 00 000000000 @0000000000O000000000000OOOOOO0O
Euklidische Bereiche

Grundlage fir Euklidischen Algorithmus

2.9 Lemma GGT(a, b) = GGT(b,r)

Beweis: Sei a = bg + r, dann gilt

GGT(b, r)|a und |b ~» GGT(b, r)| GGT(a, b), wegen r = a — bq folgt
GGT(a, b)|r und |b ~» GGT(a, b)|GGT(b,r), d.h.

GGT(a, b) und GGT(b, r) sind assoziiert, da EN sind sie gleich.

Seien a,b € D, b #0, v(a) > v(b).
Eine Restefolge fiir a, b ist definiert durch die Folge {r;} mit
ro:=a, rn:=bund r,=rem(ri_o,r_1),i =2,3,4...

Es gilt v(ro) > v(n) > v(rn) > v(n)...
Es gibt ein k mit rep 1 =0 (k < v(b)) und GGT(a, b) = n(ry).

.S S
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Euklidische Bereiche
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Procedure Euclid

procedure Euclid (a,b)
{Berechne g = GGT(a,b) a,b € D euklid. Bereich}
begin
¢ :=n(a);d := n(b);
while d # 0 do
begin
r:=rem(c,d);
c:=d;
d:=r;
end
g = n(c); return g
end.

Korrektheit und Terminierung folgen aus Lemma und
Restefolgeneigenschaften. Komplexitdtsanalyse folgt.

[=] =3 = ) Qv
.S S
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Erweiterter euklidischer Algorithmus (EEA)

procedure EEA(a, b;s, t)
{Berechne g = GGT(a,b) und s, t € D mit g =sa+ th}
begin
c:=n(a);d :=n(b);c; :=1;d1 :=0; ¢ :=0;d := 1;
while d # 0 do

begin
g :=quo(c,d);r:=c—gq-d,
n:=c—q-d;n:=c—q-d; {Invariante::}
c:=d;c:=di; 0= dy; {C = cln(a) + Czn(b) /\}
di=r;di :=nr;dr:=ro; {d =din(a) + dan(b)}
end
g = n(c);
s:=c1/(u(a) - u(c));t:=c/(u(b) - u(c)); return (g,s, t);
end.
Beachte:
n(c)=c - U—(CZ +o u—(g% d.h. s, t sind die Bezout-Koeffizienten.

=] = = =
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Euklidische Bereiche

Erweiterter euklidischer Algorithmus: Beispiel

2.10 Beispiel In Z:: a=18 b=30
Wertefolge::

Iteration | ¢ ¢ ¢ ¢ d di d>

0 — 18 1 030 0 1

1 0 30 0 1 18 1 0

2 1 18 1 0 12 -1 1

3 1 12 -1 1 6 3 -1

4 2 6 2 -1 0 -5 3

g=6s=2 t=—1 GGT(18,30)=2-18—1-30=6

=] T = = =  HA
.S S
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Euklidische Bereiche

Erweiterter euklidischer Algorithmus: Beispiel

In Q[x]:: a=12x3 —28x2 +20x — 4, b = —12x? + 10x — 2

u(a) =12 u(b) =-12
Iter. q c a o)} d
- — X3—%X2+%X—% 1 0 xz—gx—l—t—l3
3 2_ 5 1 1 1
1 X_E X_6X+6 0 1 Zx_ﬁ
2 | 4x-2 Ix-& 1 —x+3 0
_ _ 1 «_ a1 _1
g =n(c) X_§v5—u(a)b(c)—@—§
TS R SR
(—12)1 3 32
1_ 1 x 1
x—3=3a+(3-3)b
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Euklidische Bereiche

Kostenanalyse von EAA fiir Z und F([x]

Seien a, b € R mit n = v(a) > v(b) = m > 0.

Die Anzahl | der Durchlaufe der While-Schleife wird durch / < v(b) + 1
beschrankt. Die wesentliche Operation ist die Division mit Rest.

Diese ist /-mal durchzufiihren: | < v(b) +1=m+ 1.

Sei R = F|x|, F Korper, dann v(a) = grad(a).

Zahle Grundoperationen (go) in F:

Kosten der Division mit Rest: Seien grad(a) = n, grad(b) = m.

Ein Durchgang der Division kostet: Eine Division, m Multiplikationen, m
Additionen in F, n— m + 1 Durchlaufe, d. h.

(2m+1)(n—m+1) = (2 grad(b) + 1)(grad(q) + 1) € O(n?)

Operationen in F. Ist b monisch, so spart man die Division.

Sei n; = grad(c) in Durchlauf i (0 < i< /4 1), wobei d in Durchlauf /
Null wird. Dann gilt o =n>n =m>ny, > --- > n; und

grad(q;) = nj—1 — n; fir 1 < i </ (g; Wert von g in Durchlauf /). Kosten
der Division mit Rest: (2n; + 1)(n;—1 — n; + 1) arithm. Operationen in F.
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Euklidische Bereiche

Kostenanalyse von EAA fiir F[x]: Kosten fiir s und ¢

Die Kosten fiir die r; und ¢; sind >, ,,(2n; + 1)(ni—1 — n; + 1)
Operationen in F. Normaler Fall: nj=nj_1—1=---=m—-i+1
2<i<lI=m+1<2mn—+2m.

2.11 Lemma Sei s; Wert von ¢; in Durchgang i und t; Wert von ¢; in
Durchgang i. Dann gilt
1. grad s; = Z gradgi=nm—ni—1 2<i</+1
2<j<i
2. grad t; = Z gradgi=np—ni—1 1<i</+1
1<j<i
Beweis: Wir zeigen nur 1) und grad s;_; < grad s; (2 </ </) durch
Induktion nach i.
i=2:s5=(sp—q151)=1—¢q;-0, grad s; = —00 < 0 = grad s,.
Sei i > 2 Behauptung richtig fir 2 < j </, dann

grad s;_1 < grad s; < n;_1 — n; + grad s; = grad (g;s;)
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Euklidische Bereiche

Kostenanalyse von EAA fiir F[x]: Kosten fiir s und ¢

Also grad s;11 = grad (s;—1 — g;s;) = grad g; + grad s; > grad s;

und

grad s;41 = grad g; + grad s; = Z grad g; +grad q; = Z grad gj
2<j<i 2<j<i+l

Die Berechnung tiy1 = (t,'_l — q,-t,-) bzw. Sit1 = (5,'_1 — q,-s,-).

Multiplikation von Pol grad n, m :< 2(n+ 1)(m+ 1) Operationen.

2(grad t; +1)(grad q; + 1) + (grad ti41 + 1), d.h.

Z 2(ng — nj—1 +1)(ni—y —nj + 1) + (no — nj + 1)
2<i<|
Normalfall

S 2ln-m4i-12+4n-(m-i+1)+1=
2<i<m+1

5
Z 5n—5m+5i—4=5nm—5mm+ Em(m—kl) + O(m)
2<i<m+1
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Euklidische Bereiche

Kostenanalyse fiir Z: Langzahlarithmetik

Darstellung von Zahlen: Wort 64 Bits. 2°-Standard Darstellung: Zahl
als Feld von Waértern. Erstes Wort fiir Vorzeichen und Lange des Feldes,

d.h.acZ _
s Z a,-264’
0<i<n
s€{0,1},0<n+1<2% a,€{0,...,2% -1}
Als Feld: s2%% +n+1, ag, ..., a, von 64 Bit-Woértern, z. B.
—1:2%8 41, Lund 1:1,1.
Bereich: —2642% 4 1 bis 2642” 1.
Linge von a: \(a) = |logye |a|| +1 = {"’g? |3|J +1.
Allgemein: Darstellung zur Basis b mit 2 < b < % wobei |w|
Wortlange ist (Multiplikation der Koeffizienten in Wort).
a= (U1 c Un)b 0<ui<b,dh a= 27:1 u,-b”‘i
=Up+ Up_1b+ -+ b1 aist n-stellig zur Basis b.
a < b" ~~» a hat Lange < n.
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Algebraische Grundlagen: Polynome, rationale Funktionen und Potenzreihen
Langzahlarithmetik: Klassische Algorithmen

Klassische Algorithmen fiir: +, — -, quo, Exponentation
MaB in Grundoperationen (go):

» Addition, Substraktion von 1-stelligen Zahlen
» Multiplikation von 1-stelligen Zahlen

» Division von 1-stelligen Zahlen

= = - = = 9ar
.S S
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Euklidische Bereiche

Algorithmen: Addition

A: Addition nicht negativer ganzer Zahlen zur Basis b.

Eingabe: (u1---up)p (Vi va)p
Ausgabe: (wp - - w,)p, wy Ubertrag mit
(uO"‘un)b—’_(vl"’Vn)b: (WO"'Wn)b

begin
j=nk:=0 {k = Ubertrag}
while j > 0 do
begin
w; = (u; + v; + k) mod b; {k € {0,1}}
k= [(uj +vi + k)/bl;
Jj=Jj-L
end
wo = k;
end. Korrektheit! Aufwand = 2n go.
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Algorithmen: Substraktion

Algebraische Grundlagen: Polynome, rationale Funktionen und Potenzreihen
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S: Substraktion nicht negativer ganzer Zahlen.
Eingabe: (u;

“Un)p > (Vi - Va)b

Ausgabe: Nichtnegative Differenz: u — v = (wy -~ wy)p

begin

ji=nk:=0

while j > 0 do

begin

w; = (u; — v; + k) mod b;

K= |(u — v+ k)/b]

Jj=Jj-1

end

end.

{k € {07 _1}}
Korrektheit! Aufwand = 2n go.
= = = = = Al
.S S
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Euklidische Bereiche

Algorithmen: Multiplikation

M: Multiplikation nicht negativer ganzer Zahlen Basis b.
Eingabe: (u1---up)p > (i Vm)p, d.h.n>m
Ausgabe: Produkt u-v = (wy - Wmin)p
for i from 1 to n do
Wi = 05
j=m;
while j > 0 do
begin
if v; =0 then
wj =0

{/Initialisierung m + i— te Stelle}

else
begin
i:=n;k:=0;
while i > 0 do
t:= ujvj + witj + k; wiyj =t mod b; k := [t/b];i:=1i—1,
w; = k;
end

j=i-1
end {Korrektheit! Aufwand ~ 3nm go}
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Algebraische Grundlagen: Polynome, rationale Funktionen und Potenzreihen
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Algorithmen: Motivation fir Multiplikationsalg.

(U1 Vi) -+
(U1 V1) -

(un—l Vm)(unvm)
(Uan—l) } m
(u1v1) - -+ (Upva)

Wi WmWmi1

...Wn+m

=] T = = =  HA
.S S
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Euklidische Bereiche

Algorithmen: Division

D: Division mit Rest nicht negativer ganzer Zahlen Basis b.

Eingabe: (m + n) stellige Zahl, n stellige Zahl.

Ausgabe: (m + 1) stelliger Quotient, n stelliger Rest.

Reduktion auf: Division mit Rest einer (n+ 1) stelligen Zahl u durch
n-stellige Zahl v, mit 0 < \_ej < b.

Rest r ist jeweils kleiner als v, d.h. rb 4+ (nachste Stelle des Dividenden)
als ,neues” u,
z.B.

3142 : 47 = 66 Rest 40
282
322
282
40

.S S
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Algorithmen: Division

Problem
Eingabe: u = (upuy -~ up)p v = (vi- - vy)p mit |£] < b (einstellig).

u

Bestimme: g = [ 4] mit u=qv +r, wobei 0 < r < v.

Schitzung fiir g: g = min ({MJ ,b— 1) erste Stelle fiir g.

Vi

2.12 Lemma (Ubung): Es gilt
1)g>q
2) Fir vy > LgJ gitg—2<qg<g

D: Division mit Rest nicht negativer ganzer Zahlen Basis t.

Eingabe: u= (u1-  Umin)p v=(1 " Vo), i #0,n>1
Ausgabe: Quotient |“| = (go- - Gm), Rest umod v = (r; -+ ry)p

=] = = v )
.S S
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Algorithmen: Division
begin

di= | b | {de{lb/2),...1}}

(Uo -+ Umtn)b := (U1 Umsn) - d; (Vi Va)p:= (vi-+-va) - d;{Normierung}
for j from 0 to m do

=] =

begin
if u=w then
g:=b-1
else
A ujb+uj+1
g | ubtut
while v»,g > (Ujb + Ujp1 — gvi)b + ujy> do
g:=q-1
if (uj- Un)b < §-(vi---va)p then
g=q-1
(- tpgn)b == (Uj - Upgm)b — G- (V1= - Va)b; G i= §;
end
()b = (Umt1- " Umtm)b/d;
end. Korrektheit! Aufwand O(m - n) go.
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Algorithmen: Exponentation

E: Exponentation::  Eingabe: x Basis b, n € N.  Ausgabe: x"
Naive Losung: n-Multiplikationen.

Durch Quadrieren: log n Multiplikationen, d. h. x2, x*, x®
Lange der Zahlen: \(x) = h~» A(x")=n-h

goe e

begin
y i =x;z:=1; {Ergebnis in z,y ~ x, x>, x* ...}
while n > 1 do

begin

m:=[3];
if n > 2m then

z = zy;
y i=yy;n:=m;
end

Z 1= zy,;

end.

Prof. Dr. K. Madlener: Computeralgebra 44



Algebraische Grundlagen: Polynome, rationale Funktionen und Potenzreihen

Einfiihrung
0000000000000 00 000000000000 000000000000000e000000000000

Euklidische Bereiche

Algorithmen: Exponentation Beispiel
n 13 13 6 3

13 m 6 3 1
X 2 4 .8
y x x* x* x
z 1 x x x> xB
k
Grundlage: Ist n = E 62" e €{0,1}, so
i=0
k i k . .
x" :XZI=Oei2I :HXe"QI = H X2I
i=0 i:ei#0

Anzahl der Multiplikationen:
N=k+e+e+ --+e—1<2k=2logn

Problem:

Naiver Algorithmus x”  \(x) fest x' - x kostet ¢ - i - \(x)?

Hingegen y - y kostet ¢ - A(y) - A(y). D.h. es kommen groBere Zahlen vor!

tht
£

[m] = =
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Euklidische Bereiche

Algorithmen: Exponentation Analyse

k i1
Cexp(N) =~ €+ A(x Z 22" e A(x)? Z e Z g2 | 2f
; =

Grai(n) A 3¢ 0% A(X)2 = € A() - 3 i A)
i=1
d.h. n=2k 4 8
Cexp(N) = §C : ”2)\(’()2 = §CnaiV(”)

Fiir n = 2k 4 2k—1

Coxp(n) = 3¢+ 22KN(x)2 4 ¢ - 22K7IN(x)? ~ M- 25A(x)?

Craiv(n) = 3¢ 22K\ (x)? = 2oy (n)

Falls x € R, R endlich, so konnen die Kosten der Multiplikation als
konstant gesehen werden und exp ist erheblich schneller als naiv.
Anwendungen: Cryptographie: Kodierung und Decodierung
RSA-Methode: y = x" mod a, n > 10°,

Rekurrenzgleichungen, Potenzreihenentwicklungen
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Euklidische Bereiche

GGT Kosten fiir Z: v(a) = |a|

a=rn>b=n>n>--->nn>0 gi > 0alle
Darstellung der Zahlen z. B. 2%4-Standard Darstellung

Lange \(a) = ro& ‘a‘J +1

Verwendet man [ < v(b) +1 = b+ 1 < 204M5) s exp in A(b).
Polynomiale Schranke fiir / : 1 <i </

ri-1=qifi + riy1 > i+ rig1 > 2ri1, d.h,

H ri_q > 272 H riqq flir 1 >2 r_q > 2 folgt

2<i<! 2si<

22 c o 0 oder/< |2log ry | 4+ 1 128\(b)

r—in

2.13 Satz Lamé 1845

Sei n € Nt und u kleinste positive Zahl, fiir die der EA fiir Eingabe u, v’
n Iterationen bendtigt fiir mindestens eine Zahl v/ mit v/ < u. Dann gilt
u= Fpy1und v/ = F,, wobei F; k-te Fibonacci Zahl.

.S S
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GGT Kosten fiir Z: v(a) = |a|

Alle Quotienten gleich 1, z. B. (a, b) = (13,8) EA

13= 1-8+45 I fur (a,b) = (Fpy1, Fn)

8= 1-5+3 ~1=n—1=~144logF,+ O(1)
5= 1-342 far b fest und a Var gilt

3= 1-2+1 im Mittel / =~ 0.584 log b

2= 2-1

Beachte: Dirichlet / Lejeune 1849  Cesaro 1881

Fir zuféllig gewahlte Zahlen a, b gilt
PR(GGT(a,b) =1) = & ~ 0.6079

Verwende: PR(ptnAptm)=1— I%
0 )~ &

u]
b}
I
i
tht
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Aufwand fur EEA liber Z

Sei n = A(a),m = A\(b) ~ O(nm) fir EA

(Kosten der Div mit Rest a=gb+r  O((A(a) — A(b)) - A(b)) go)
Fir die Bezout Koeffizienten gilt analog

s <2 und [ <2 1<i</+1

2.14 Satz Der EEA fiir Zahlen a, b € N A(a) = n > A(b) = m, kann mit
O(nm) go durchgefithrt werden.

Weitere Ergebnisse und Bemerkungen siehe von zu Gathen, Gerhard bzw.
Mignotte. Siehe auch Knuth Kap. 4.5.3, Bach/Shallit 4.2, 4.3.

Viele Varianten zur Berechnung vom GGT (z. B. ohne Division).

KGV Kleinste gemeinsamer Vielfache (LCM)

|ab|

KGV(Q, b) = GGT—(ab)

Reduktion auf GGT-Berechnung.

.S S
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Ringkonstruktionen: Polynomring

Ringkonstruktionen: R[x] Polynomring

R ZPE, so R[x] ZPE-Ring. R euklidisch # R[x] euklidisch

z.B. Z[x] nicht euklidisch, da kein Hauptidealring (z. B. (2, x) wird nicht
von a(x) € Z[x] erzeugt oder Q[x, y] nicht euklidisch, da kein
Hauptidealring (z. B. (x,y)).

Vorteile E-Ringe: Euklidischer Algorithmus fiir GGT Berechnung.
Anwendungen: Lésung diophantischer Gleichungen in

Flx] : a(x), b(x), c(y) gesucht o(x) und 7(x) mit

o(x)a(x) + 7(x)b(x) = c(x)

Losbar fir g(x) = GGT(a(x), b(x))|c(x). Eindeutigkeit und Schranken
fir die Grade von o(x), 7(x) (Ubung).
Zerlegung rationaler Funktionen:

) _ 100, o)

a(x)b(x) a(x) = b(x)
Problem: wie berechnet man GGT in Z[x] oder Q[x, y].

~ Pseudodivision primitiver EA.
O
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Ringkonstruktionen: Quotientenkérper

Quotienten-Korper von Integritatsbereichen

Ubergang von Z ~ Q. D: Integritatsbereich ~ Kérper.

Setze:: S={a/b:a€ D,be D—{0}} formale Quotienten.

~auf S: a/b~ c/d gdw ad = bc ist Aquivalenzrelation auf S [a/b]
S/ ~={[a/b] :a€ D,be D—{0}}, a/b € [a/b] Reprasentant.
Addition + Multiplikation auf S/ ~:

(a/b) + (c¢/d) = (ad + bc)/bd

(a/b) - (¢/d) = ac/bd wohldefiniert auf Aquivalenzklassen.
S/ ~ist Kérper:: Q(D) (Fp):: Quotientenkdrper von D.

Kleinster Kérper, der D enthélt, D = {[a/1] : a € D}

0/1 1/1 a/l mit a identifiziert.

Praxis: eindeutige Reprasentanten fiir [a/b], Entscheidung fiir ~.

Falls GGT in D existiert:

a/b € [a/b] € S ist Reprasentant, falls GGT(a,b) =1, b ist
einheitsnormal, a, b in ,,Normalform".

z.B. Z Quotientenkérper Q(Z) = Q a/b ,kanonisch”, (b > 0).
—2/4,2/ — 4,100/ — 200, —600/1200 Kan. reprisentant: —1/2.

.S S
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Ringkonstruktionen: Quotientenkérper

Quotienten-Korper rationaler Funktionen

D[x] mit D ZPE-Ring, Q(D[x]) Kérper der rationalen Funktionen
(Ausdriicke) in x :: Schreibe D(x).

Beachte: Operationen +, - sind , teuer"”,
Addition: 3-Multiplikationen + Addition + GGT Berechnung
Multiplikation: 2 Multiplikationen und GGT Berechnung.

Wabhle geeignete Darstellungen

Fall  Z[x] Q[x] bzw. Z(x) Q(x)

in Q(x) : ab)/b(x) = (355x* — mi3x +3) / (3x° +5)

Die Aquivalenzlasse enthalt Reprasentanten mit ganzzahligen

Koeffizienten: z. B.
a(x)/b(x) = (4284x2 — 675x + 12600)/(14000x2 +20160) € Z(x).

D mit Quotienten-Korper Fp dann D(x) = Fp(x).

Beachte: unterschiedliche kanonische Reprasentanten moglich.

Siehe Beispiel oben.

.S S
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ruktionen: Pot:

Potenzreihen - erweiterte Potenzreihen
R([[x]] Potenzreihen mit Koeffizienten in R: Ausdriicke

oo
a(x) = Z apx” axeR
k=0

ord(a(x)) = min{k : ax # 0}.
0 alle ax =0, ax = 0 fir kK > 1 Konstante PR.
Addition + Multiplikation wie {blich!

d(x) = a(x) - b(x) = >_p2y dx* mit dx = agbk + -+ akby k>0
Eigenschaften:

Rlx] — R[[x]]
R kommutativ, so auch R[[x]] 0,1

R Intbereich, so auch D[[x]]. Einheiten sind PR mit ap Einheit in R.

Sl A

F Korper, so ist F[[x]] euklidischer Ring mit Bewertung
v(a(x)) = ord(a(x)).
=] = = =
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Ringk ruktionen: Pot

Potenzreihen - Einheiten

alx) =Y axk  b(x) = bxk  a(x)-b(x) =1so0
1= apbg
0 = agby + a1 by
. ~= aq ist Einheit

0 =agb, +aib,_1+ -+ anbg
Ist ag Elnhelt in R, so wird b bestimmt durch
bo = 20 , b1 = ao_l(albo), -ee, by, = —ao_l(alb,,_l —+ 4 a,,bo)
InZ[[x]]gilt (1-x)1=1+x+x2+x3+--

Beachte

ord(a(x) + b(x)) > minford(a(x)), ord(b(x))}
ord(a(x) - b(x)) = ord(a(x ))+°rd( (x))-

Fur a(x), b(x) € F[[x]],a(x) # 0 # b( ), so a(x) | b(x) oder b(x) | a(x)
Sei ord(a(x)) =/ or (()) m, d.h.

a(x) = x'a(x) b(x) = x™b(x) a(x),b(x) Einheiten.

15 'm, 50 3(x)/b(x) = xI-"3(x) - b(x} 1 € FIIx].

Prof. Dr. K. Madlener: Computeralgebra 54



Einfiihrung Algebraische Grundlagen: Polynome, rationale Funktionen und Potenzreihen
0000000000000 00 000000000000 0000000000000000000000000e00

Rinek

uktionen: Pot

Potenzreihen - Einheiten, GCD in F|[x]]

Fir a(x), b(x) € F[x]], b(x) # 0 gibt es q(x), r(x) mit
a(x) = b(x) - q(x) + r(x) mit
r(x) =0 falls ord(a(x)) > ord(b(x)), r(x) = a(x) falls
ord(a(x)) < ord(b(x)).
Quotientenkarper: Q(D[[x]]) Schreibe D((x)).
Achtung: D ZPE Ring » DI[[x]] ZPE Ring, d.h. Normalformen schwer,
assoziierte Elemente!
a(x) =24+ 2x +2x2 +3x3 + 4x* + - -
b(x) =2+ 4x +6x% +9x3 + 13x* + - -
c(x)=2+x3+x 4+ x>+ x0+ . : .
sind assoziiert
b(x) =a(x)(1+x+x2+x3+x*+...
c(x) = a(x)(1 —x)
Welche PR soll als einheitsnormal gewahlt werden! In F[[x]] geht dies:
a(x) = x' - b(x), I = ord(a(x)) b(x) = aj+ ajy1x +--- a; # 0 also b(x)
Einheit. Die Monome x/(/ > 0) und 0 sind einheitsnormal.
GCD(B(X), b(X)) _ Xmin{ord(a(x)),ord(b(x))}

.S S
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ruktionen: Pot

Erweiterte Potenzreihen

In F((x)) (Z akxk> /x" n>0
k=0

Zakx ax€F,k>mmeZ
ord(a(x)) = mm{k ax # 0} (<0
F(x) ist Korper

Zusammenhang

Algebraische Grundlagen: Polynome, rationale Funktionen und Potenzreihen
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D[x

]\4’ D[[x]]
Fp[x]

D(x)

Fo[[x]]
D((x))

Fp(x)
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Rinek

Algebraische Grundlagen: Polynome, rationale Funktionen und Potenzreihen
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ruktionen: Pot:

Standard Ringkonstruktionen

» | < R,iideal, so R/i Ring: Quotientenring
Idealkongruenz: x =;y  (x =y mod i) gdw. x —y € .
> R, R, Ringe, Ri+R,= {(r]_,rz) :rn€R,NnE R2} mit
(r17 r2) + (r],_a ré) = (rl + I’{’ r+ r2/)
(n,n)-(r,n) = (nrn,nn).
(Or,,0g,) Nullelement, (1g,, 1g,) Einselement.
Produkt

> Ist R bzw. sind Ry, R, effektiv, so stellt sich die Frage ob der
Quotientenring bzw. das Produkt effektiv sind.

Prof. Dr. K. Madlener: Computeralgebra



Normalformen - Algebraische Darstellungen
000000000000 000000000000000000000000000

Inhalt Kapitel 3

Normalformen - Algebraische Darstellungen
Datenstrukturen - Algebraische Strukturen
Einfache Simplifikationsregeln in CA-Systemen
Wortproblem - Simplifikation
Formalisierung des Simplifikationsbegriffs
Abstraktionsebenen fiir algebraische Strukturen

Normalformen fiir Polynomringe, Quotientenkérper und Potenzreihen
Datenstrukturebene

u]
b}
I

i
tht

)
Prof. Dr. K. Madlener: Computeralgebra 58



Normalformen - Algebraische Darstellungen
900000000000 000000000000000000000000000

Datenstrukturen - Algebraische Strukturen

Normalformen - Algebraische Darstellungen

>

Algebraische Strukturen < Datenstrukturen (Typen) ~ , Klassen"
Menge und Operationen:: (Z;0,1,+, —, -, /,mod, ggt, kgv, exp, . . .)

Darstellung der Objekte:
oft Konstruktionsvorschriften , Konstruktoren® fiir Definitionsbereich

Termalgebra: Terme in Konstanten und Operatoren.

Grundterme stellen Elemente des Definitionsbereich dar. Terme sind
gleich, wenn sie das gleiche Element des Definitionsbereichs darstellen.
z.B. 23 = (2-2) + 4 = ggt(24,16).

Probleme:

Welche Darstellungen sind erlaubt (Operatoren z. B. fiir Ringe: 0,1, +,-)
Transformation von Darstellungen

Eindeutige oder mehrdeutige Darstellungen

Gleichheit von Darstellungen

.S S
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Datenstrukturen - Algebraische Strukturen

Verschiedene Darstellungsebenen

Elemente der algebraischen Struktur, Darstellungen, Rechnerdarstellung.

Objektebene, Formebene, Darstellungsebene

3.1 Beispiel Funktionenringe, Differentiation als Operator
%(ax ~|—XeX2) Regeln (Axiome-Gleichungen)

e, O v du ov

Ox dx Ox Ox = Ox
d(uv) ov  0Ou

—U—+ vV

Ox Ox  Ox
o(u")

RASAR AN (1 )VQ
8)( vu aX ge U)U

Ox

~» Simplifikation symbolischer Ausdriicke ~» Reduktionsmethoden.

=] T = = =  HA
.S S
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Einfache Simplifikationsregeln in CA-Systemen

Einfache Simplifikationsregeln in CA-Systemen

» Unterdriicken von Klammern: Prafix-Postfix Notationen:: Formebene

> |dentitaten Vereinfachung: z.B.0- v — 0,1 v — u, u/1 — u,
V0 -1 (v#0),0" -0 (w>0)

» Vorzeichenregeln: z.B. (—u)(—v3) = w3, —(u+v) - —u—v?

» Numerische Vereinfachungen: 2 5 % — 1 9! — 362880
Vorsicht! oft nicht einfach: (33282) sin (13”) — % e, e,m,...

» Assoziativ-kommutative Gesetze
(w)w+(p+q) —uw+p+q qg+p—p+q?

» Anordnung: z. B. Polynomdarstellung

u]
b}
I
i
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Einfache Simplifikationsregeln in CA-Systemen

Einfache Simplifikationsregeln in CA-Systemen

v

Zusammenfassung gemeinsamer Faktoren

U+ (%) U — %Uv 2><+2 N 4_2)(, eS—Hogu N eSelogu

v

Operationen mit Exponenten: (u*)" — u", (uv)" — u"v"

v

Distributiv Gesetze: (v + v)w — uw + vw

v

Potenzen erweitern: (a + b)? — a% +2ab + b?, (14 x)10° —?

v

_ ; . 404120341202 4 4u 2u+2
GGT-Vereinfachungen: 775055570 — 55
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Wortproblem - Simplifikation

Wortproblem - Simplifikation

(M, ~) WRP:: Gegeben u,v € M, Frage: u~ v?

Wie ist M gegeben: oft endlich erzeugt, z. B. Termalgebra.
Wie ist ~ gegeben: oft Axiome (Gleichungen)

3.2 Beispiel Monoide, Gruppen: Erzeugende, Definierende Relationen

M = ({a, b};aba = A\, bab = \)
G = (a,b,a,b;aa = aa = bb = bb = \) freie Gruppe.
Frage: gilt a=p b abba=¢ A\ ?
abab
7N

b 2 Wortersetzungssysteme:: M & (a;a%> = \),
allg: Termersetzungssysteme
Simplifikation: Terme in ,einfachste” Form zu bringen.
Methode: MaB: wohlfundierte (Partial)-Ordnung > auf M.
rep(u) = min, ., v sollte eindeutig sein.
Frage: Ist rep effektiv berechenbar? i. Allg. nicht, da WP damit losbar.
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Wortproblem - Simplifikation

Wortproblem - Simplifikation

Termersetzungssysteme: Methoden zur Behandlung von WP:
Regeln, Konfluenz, Terminierung, Vervollstandigung (KB).

Oft genligt es ein spezielles Wortproblem zu betrachten:

Rolle der Konstanten z. B. 0, 1.
Gruppen: u=v gdw uv ' =1
Ringe: u=vgdwu—v=20

~ Eigenschaften einer speziellen Aquivalenzklasse.
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Wortproblem - Simplifikation

Wortproblem - 0-Aquivalenz

Richardson: Some unsolvable problems involving elementary funtions of
a real var. J. Symb. Logic 33 (1968). How to recognize zero. J. Symb.
Comp. 24 (1997). Funktionsklassen: {f : f : R — R}, +,-, 0, 1.

3.3 Satz Sei R die Klasse aller Terme, die man aus
1. Q (rationale Zahlen), = Konstanten.
2. Einer Variablen x und Funktionen sin(x), |x|.

3. Operatoren: add(+), mult(x), komp(o).
Wie (blich definiert: t1(x) o ta2(x) = t1(t2(x))

Interpretiert man die Konstanten als konstante Funktionen auf R, x als
Identitatsfunktion und sin(x), |x| durch die Standardfunktionen, so stellt
jeder Term eine eindeutige Funktion aus (R — R) dar.

Folgendes Problem ist unentscheidbar:

Eingabe: E ¢ R Frage: Gilt E =07

.S S
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Wortproblem - Simplifikation

Wortproblem - 0-Aquivalenz

3.4 Beispiel

: sin (1) =sin(x) o 1 sin(|x|)

[sin(x)|, sin(sin(sin(x))), sin(x)%, sin(x) + |x|
Beweisidee: Reduziere Hilbert's 10. Problem auf ,E = 0"
Matiasevic 1970: Unentscheidbarkeit.

Hilbert’s 10. Problem
Es gibt eine Menge P = {p(x1,...,x,) | p Polynome ber Z} mit
Pradikat: p € P hat p Nullstelle in N” ist nicht rekursiv entscheidbar.

Idee der Reduktion: Sei F: R — R, so
Ox)=x O (x)=f(f"(x)) n>0

(=] D a >
.S S
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Wortproblem - Simplifikation

Wortproblem - 0-Aquivalenz

3.5 Lemma Jedes Tupel reeller Zahlen kann durch eine reelle Zahl
dargestellt werden (bis auf €). Seien h(x) = xsin x, g(x) = xsin(x3).
Dann gibt es fiir alle a1, a,,...,a, € R,0 < e < 1ein b € R mit
|h(g*k+ (b)) —ak| <e 1< k<n.

h(x) = xsin x g(x) = xsin(x3)

Xsinx

xsin(x'3)
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Wortproblem - Simplifikation

Wortproblem - 0-Aquivalenz

3.6 Definition Eine Funktion (Term) F(xy,...,x,) € R wird von
G(x1,...,xn) € R dominiert, wenn fiir alle x; € R

i) G(x1,...,%x7) >1

ii) V51,...,5nER,|5,’| <1l: F(X1—|—51,...,X,,—|—5,,) < G(Xl,...,X,,)

3.7 Lemma Zu jeder Funktion F € R gibt es eine Funktion G € P, die
F dominiert.

3.8 Lemma Fiir alle P € P existiert F € R mit: Es gibt

(a1,...,an) € N" mit P(ay,...,a,) =0 gdw es gibt (by,...,b,) € RZ,
mit F(br, ..., by) < 0. -

=] = = =
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Wortproblem - Simplifikation

Wortproblem - 0-Aquivalenz: Positive Ergebnisse

3.9 Satz Richardson
Betrachte Funktionenklasse, die durch Termmenge A definiert wird mit

1. Q,mreA

2. Var x ldentitat

3. F,GeA so (F+G),(F*G),(F/G)
4. F € A, so log(|F|) und exp(F) in A

Interpretiere F € A als F: R — R.
Das Pradikat ,,F(x) = 0" auf A ist entscheidbar.
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Wortproblem - Simplifikation

Wortproblem - 0-Aquivalenz: Positive Ergebnisse

Beweisidee: Komplexitat von Ausdriicken + Induktion. Sei etwa y
Unterausdruck mit groBter Komplexitat etwa y = log u
F=ayy"+an1y" t+ - +ay+ao

wende Verfahren an:

3 =0~ FL =2, 1y" 1+ - +ap, F=0gdw F; = 0.

a, # 0~ Fpi= £ y”—l—a’;—;‘y—l—...

an
’ ’
a,a)—apal,

Fs=F,=ny"ly +.. + g
Fr=0~F=0 F3 =0 ~~ F» konstant.
Klasse ist abgeschlossen gegen Ableitungen und die Ableitungen sind
weniger komplex.
y=logu~y = ”7/ u’, u weniger komplex.
y = e" ist dies nicht der Fall, unterscheide hier
o n a=0~FR=a,y"+..+a1y=Qy
F=any +"'+a°{ 2020w Fa=F/ay~ Fl/y=0w F=c
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Formalisierung des Simplifikationsbegriffs
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Formalisierung des Simplifikationsbegriffs

Zwei Ziele:

1. ,Einfachere" dquivalente Objekte zu definieren und sie bei Operationen
zu verwenden.

2. Wenn moglich kanonische (d. h. eindeutige) Darstellung in (einigen/allen)
Aquivalenzklassen festzulegen und wenn méglich effektiv zu bestimmen.

3.10 Definition Sei E Menge syntaktischer Objekte (z. B. Terme (iber
Signatur, Formeln, Wérter, Programme) und sei ~ eine
Aquivalenzrelation auf E. Sei weiterhin < eine Partialordnung auf E.
Eine Simplifikationsfunktion fir [E; ~] bzgl. < ist eine rekursive Funktion
f:E— E mit

i) f(t)~t i) f(t) <t

i. Allg. = wohlfundierte Partialordnung auf E, d. h. es gibt keine
oo-Ketten e; = ey = €3 = -- -,
z.B. |e| Lange des Ausdrucks e; - e gdw |e1] > |ea].

.S S
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Formalisierung des Simplifikationsbegriffs

Formalisierung des Simplifikationsbegriffs

Eine Normalisierungsfunktion bzgl. < ist eine Simplifikationsfunktion f
bzgl. < mit f(f(t)) = f(t) fir alle t.

D. h. f(t) ist simplifiziert oder in Normalform.

Oft wird verlangt, dass fiir bestimmte Aquivalenzklassen z. B.

[0],[1] : t ~0so f(t) =f(0) =0.

Eindeutige Normalformen fiir spezielle Aquivalenzklassen in der Regel
solche, die ausgewdhlte Konstanten der Signatur enthalten.

Eine kanonische Funktion ist eine Simplifikationsfunktion f mit
s~tsof(s)="f(t) firalles teE

Sie berechnet eindeutige (kanonische) Reprasentanten fiir jede
Aquivalenzklasse.
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Formalisierung des Simplifikationsbegriffs
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Formalisierung des Simplifikationsbegriffs

Beachte: Ist f kanonisch, so ist f auch Normalisierungsfunktion und
s~ tgdw f(s) = f(t)

d. h. das Wortproblem fiir ~ ist entscheidbar.
f ist idempotent (d.h. f o f = f) und in jeder Aquivalenzklasse gibt es
genau ein Element in kanonischer Form.

3.11 Satz Sei E eine entscheidbare Menge syntaktischer Objekte und ~
eine Aquivalenzrelation auf E. Dann gilt

~ entscheidbar (WP-entscheidbar) gdw es gibt eine kanonische Funktion
f fir [E;~].

.S S
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Formalisierung des Simplifikationsbegriffs

Berechenbare Quotientenstrukturen

3.12 Satz Sei E entscheidbar, R berechenbare Operation auf E, d. h.

R : E"™ — E und ~ eine Kongruenz bzgl. R.

Hat E eine kanonische Funktion f bzgl. ~ und ist

rep(E) = {t € E : f(t) = t} die Menge der kanonischen Représentanten,
so lasst sich die Quotientenstruktur wie folgt darstellen:

R'(sty...,8n) = f(R(s1,...,5n)) fir s1,...,s, € rep(E)

und
(rep(E),R") = (E/ ~,R/ ~)

rep(E) ist entscheidbar, R’ ist berechenbar.

.S S
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Formalisierung des Simplifikationsbegriffs

Beispiele: Monoide und Gruppen
3.13 Beispiel

» (a,b: ba= \) Normalformen a"b™

n,m>0
Wortersetzungssystem: ba — X terminierend (Langenkiirz.)
konfluent (d. h. eindeutige NF)

(anbm) ° (an'bm’)

an+(n'—m) bm'
= anb(m—n')+m’
» (a,b,a,b:aa=aa=bb=bb=)\)
WES: aa — A

n>m
> n'
aa— A\ bb — A\ bb — )\ terminierend.
Konfluent: Kritische Paare: aaa aaa
a = a a = a
o = = = =
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Formalisierung des Simplifikationsbegriffs

Beispiele: Monoide und Gruppen

» Normalformen: Woérter, die keine linke Seite als Teilwort enthalten ~~
reguldre Sprache

> (a,b:aba=bab=\)
WES: aba — A bab — ) terminierend.
Nicht konfluent abab

7N
b # a
Hinzunahme von Regeln b — a ~» Knuth Bendix Vervollstandigung.
Lange-Lexikographische Ordnung b > a

(a,b;b — a,a®> — \), Repr: A, a, a2

Multiplikation: | A a &
AN a @
ala a )\
a2la X a
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Abstraktionsebenen fiir algebraische Strukturen

> Zom f(n) = n mod m positive Reste

Repr. 0,1,..., m — 1, Definition von +, - auf Z,,.

I) Objektebene: Menge  Operationen = Elemente der Mengen

[1) Form-Ebene
Objekte werden explizit dargestellt ,,Bezeichner"
mehrere Gleichheiten = syntaktische = semantische
gleiche Bezeichner  gleiche Objekte

Typische Bezeichner: Terme 12x%y —4xy +9x —3 (3x — 1)(4xy +3)
(12y)x*> 4+ (—4y +9)x — 3

Syntaktisch verschieden, aber semantisch gleich.
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Abstraktionsebenen fiir algebraische Strukturen

Abstraktionsebenen fiir algebraische Strukturen

[11) Datenstrukturebene
Darstellung der Objekte aus Ebenen 1), Il) im Rechner:
Speicherorganisation
Listen, Felder, Verbunde usw.
Simplifikation definiert auf Ebene II).
Realisiert in Ebene IlI).

Wichtige Entscheidungen: Welche Darstellungen erlaubt man in Ebene
I1), wie werden diese in Ill) dargestellt.

Oft Unterscheidung nétig: Eingabe, Intern, Ausgabe.

o & =
.S S
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Abstraktionsebenen fiir algebraische Strukturen

Beispiele

a) E=17Z[x]

Formebene

> Jedes Polynom Z ax' e F

i=0
> p1,p2 € F, so auch (p1*pp) € F

> p1,p2 € F, so auch (p1 + p) € F

Normalisierungsfunktionen:
{ Multipliziere Produkte aus (Distributivgesetz) ¥ Monom.
fi e
f Fasse Monome mit gleichem Grad zusammen.

Ordne Monome nach aufsteigendem Grad
(absteigendem)
[m] = = /
O
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Abstraktionsebenen fiir algebraische Strukturen

Beispiele (2)

f1 ist Normalisierungsfunktion, f, ist kanonische Funktion.
Normalform bzgl. fi:

X 4+ aox? 4 - Fapx® e £ g fliri#£j
Kanonische Form bzgl. f:

AXT + X2 4 apx™ g < e fiuri<j

Oft gilt s ~ t gdw M(s,t) ~ 0, 3 Normalisierungsfunktion ~» kanonische
Funktion.

=} = = = = Al
.S S
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Abstraktionsebenen fiir algebraische Strukturen
.S S

Beispiele (3)

b) Abelsche Halbgruppen Varietat
Erzeugende Relationen
Y:ab,cf,s E:as=c%s,bs=cs,s="f
+ Kommutativitat

Faktorhalbgruppe des freien komm. Monoids in a, b, ¢, f,s
Formebene: {a™b™c™f™s™ | n; € N}

o: M x M — M Addition der Exponenten.

Kongruenz, die von E erzeugt wird: Ersetzungsregeln

s— f cf — bf b*f — af ,Modulo Kommutativitat"

Definiere kanonische Funktion — mit kanonischen Formen
C ambpmcmfm

.S S
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Abstraktionsebenen fiir algebraische Strukturen

Beispiele (4)

c) E=QIx,y] i x3 — X%, x%y — x?

i=(x3—x2 x%y — x?) E/i
Regeln: x3 — x? x2y — x? Reduktionsfunktion
X3y

PR
AN

3_X2yL)O

— definiert Simplifikationsfunktion p —— NF(p), sie ist kanonisch (~
Grobner Basen).

Normalformen fiir Polynomringe und Quotientenkérper, d. h.
Normalformen fiir Polynome und rationale Ausdriicke.

= F
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Normalformen fiir Polynomringe, Quotientenkdrper und Potenzreihen

Beispiele (5)

Ringe: Axiome kommutative Ringe mit 1.
Signatur: 0,1, —, +, *
Axiome: + Komm., Ass., 0 neutr. El., Gruppe inv. -
* Komm., Ass., Einh. + Distributivgesetz
Gleichheitsaxiome ~ Varietit.
Univariate Polynome: Formebene.
R[x] : apx"+-+-+aix+ag, n > 0,a; € R, a, # 0 U{0}
System kanonischer Formen fiir R[x] (dicht) oder diinn alle
Koeffizienten # 0.
Multivariate Polynome: Formebene.
Rekursive Darstellung: R[xy ...x,] = R[x1 ... Xn—1][Xs]

grad(a(x))

dicht/dinn

u]
b}
I
i
tht
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Beispiele (6)

3.14 Beispiel
a(x,y,z) = 3y?+(—223)y +522)x> +4x+ ((—6z+1)y3+3y> +(z* +1))

Distributive Darstellung a(x) € D[x]
a(x) = ) acx® mit a. € D dicht /diinn a, # 0

ecN”
x¢ e € N" werden oft Terme genannt.

a(x,y,z) = 3x2y? — 2x%yz3 +5x222 + 4x — 6y3z + y3 + 3y + 24 + 1

Reihenfolge der Terme? Ordnungen auf Termmengen, die kompatibel mit
Termmultiplikation sind, z. B.

Lex X>y>z x2y? > x%yz3 > X222 > x > y3z- .-
oder
Grad-Lex X2yz2 > xPy? > X222 >3z > > 3> y? > x

=} = = )
O
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Beispiele (7)
3.15 Beispiel
a(x,y) =

(O =xy+x)+(x*+3)(x—y+1))-((y* =3y* =9y =5) +x*(y* +2y +1))
Distributive Darstellung;:

fi(a(x,y)) = 5x%y3 +3x2y? — 13x%y — 10x% +3x% +2x5 — xy* + 7xy3 - -
Kanonische distributive Darstellung:

fr(a(x,y)) = x"y? +2x7y + x7 — xOy3 4+ 3x%y +2x5 — x3y3 4 2x5y2 ...
Faktorisierte Normalform:

f(a(x, y)) =
(x3 = x?y +2x% —xy +4x =3y +3) (x*y? + 2x*y + x* + y3 —3y? — 9y —5)

Faktorisierte kanonische Form:
fa(a(x,y)) = (x =y + 1)(x* + x +3)(x* +y = 5)(y + 1)

o> <5 = =, = 9DaCl
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Beispiele (8)
- Rekursive Darstellung Objekt Ebene

- Distributive Darstellung |
fi Form-Ebene A:

- Kanonische distributive Darstellung Normal/kanonische
(Ordnung auf Termen) £ Formen

- katorisierte Normalform l

HP . H f(p0) Form-Ebene B:
i 2(Pi . .

rekursive/distr.

f; = Darstellung
- Faktorisierte kanonische Form (D ZPE) !
Form-Ebene C:
le Hfz(pl dﬂnnidicht
Faktor|5|ere d|e f(pi), fasse gleiche Form-Ebene D:
Faktoren zusammen. Exponent 0
Einheitsnormale Faktorisierung + l
Ordnung der Faktoren | Datenstruktur Ebene |

=] = = = ) Qv
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Beispiele (9)

» fi,f, f3 sind ,einfach” zu berechnen.
> fy kostspielig!
» f,, f3 werden am haufigsten verwendet.

> (x4 y)1000 — 1000 yon £, und f; expandiert!

v

Weitere Transformationen erwinscht!

=] T = = =  HA
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Normalformen fiir rationale Ausdriicke

D Integritatbereich, Quotientenkérper (D) Fp
Annahme: D ZPE-Ring, d.h. GGT existiert.

Dix1,...,Xn] D(xy...xpn)
Formebene: 7 :: GGT (a,b) =1, b EN, a, b kanon.

(exp * exp) (exp + exp)

o = = = 9Hal
.S S
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Normalformen fiir Polynomringe, Quotientenkdrper und Potenzreihen

Normalisierungsfunktion fiir rationale Ausdriicke

fs i
1. Bringe in Gestalt 2 mit a,b € D[xy,...,X]

. . . /
(Gemeinsamer Nenner, Ausmultiplizieren) 7 + & —

’

— a=a-g b=b-g

2. GGT (a,b) =1

ol
e

3. b Einheitsnormal: Z—: — Z—::, a’=a - (u(b)L, b =b"(u(b))?

" f 2
L

Andere Formen: a/b

Fakt/Fakt Fakt / erweitert erweitert / Faktor

mit GGT(a, b) = 1, b einheitsnormal.
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Normalformen Potenzreihen

Potenzreihen Truncated Power Series: Abbruchgrad t
t

a(x) = Z ax® 4+ 0(xt)

~ Problezm Normalformen

Explizite Darstellung unendlicher Reihen:
e = 1

—xk. d.h.

k!

a(x) = Z fa(k)x*
k=0

Koeffizientenfunktion f, : N — Q rekursiv.
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Datenstrukturebene

Datenstrukturebene

Darstellung der Objekte der Formebene im Rechner.

Entscheidung;:

Alle nur Normalformen nur kanonische Formen
Ziel: Effiziente Unterstiitzung (Realisierung) der grundlegenden
Operationen.

1.Z,Q
Single-Precision ~ Wortlange z. B. 64 Bits
Multi-Precision > Langzahlen

SP-Zahl mit Vorzeichen: —253 4+ 1 < SP-Zahl < 283 — 1

Langzahlen als Listen von SP-Zahlen.
-1

(dos -y di—1) & Z dif’ Wahl von 3
i=0

1 < 8 —1 < SP-Zahl oder als Feld var. Lange (wie gehabt!)
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Datenstrukturebene (Forts.)

Wahl von (:

i) 8 —1 groBte SPZ

i) B =10P p so groB wie moglich.

Lange / der Liste: Dynamisch oder statisch.
Implementierung: Zeiger oder Felder.

Referenzierte / sequentielle Zuweisung (-Vorzeichen, -Lénge)

d—[d] |-[da] |- —[da] J-ni

3=10° N =1/234/567/890

N—>|890| |—>|567| |—>|234| |—>|1|

| —

Feld

[890 [ 567 [234 [1[0]0--|
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Probleme

- Feste Lange (Uberlauf), auffiillen mit 0 (Platz Verschwendung).
- Listen, Pointer Kosten Platz, Kosten fiir nachste Stelle.

Descriptor Allocation Mischung

/ N\
Lange,Vorzeichen Feld mit / 3-Zahlen

| — (890|567 | 234 ]1]

Beschreibungsblock

N—>|4|

dynamische Felder
Problem: Speicherverwaltung kostspielig ~ Garbagecollection
Rationale Zahlen Q — | Zeiger 1 | Zeiger 2 |

l !
LZ1 LZ2

o = = DA
.S S
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Datenstrukturebene
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Datenstrukturen fiir Polynome
Datenstrukturen fiir Polynome / rationale Funktionen.

Hiéngen von Entscheidungen auf Formebenen B | C | D ab.
B : Rekursive, diinn — Listen

C : Distributive, diinn — Felder.

| Koeff.-Zeiger | Exponent | Next | I_

— a; — i (SP-Zahl) aix

a; € Dixa, ..., %)
Als Headerknoten | Indet_Zeiger | First_Zeiger |
< Name_Var

— erstes Monom
in Stufe
=] = = = = Al
.S S
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Datenstrukturebene
.S S

Beispiel
3.16 Beispiel a(x,y,z) € Z[x, y, z] mit

a(x,y,z) = 3x2y? — 2x%y23 +5x%22 +ax — 24 +1
(By? + (—22%)y +522)x® + 4x + (—2* + 1)

DS-Darstellung fiir rekursive diinn

a%l\l L[21]

Beachte hier Koef-
fizienten aus Z als
SPZ (kénnen auch
als LZ oder rationa-

le Zahlen dargestellt
sein!) Erlaubt Un-
terscheidung (Poly-
nom, Zahl in Z, Q).

u]
b}
I
i
tht
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000000000000 0000000000000000000000000e0

Distributive Form Darstellung

Dynamische Felder als DS fiir Pol. (Maple)
| Type/Length | Coeff | Term | --- | Coeff | Term |
Sum Product in Maple

| Type/Length | Exponent | Fact | --- | Exponent | Fact |
3.17 Beispiel
a—d [ L L L Ly
' ' 1 R T
3 -2 5 4 x —1 11
——
el L T RIS
x 2y 4 z
bl L Ly
2 x 2 z
sl Iy [ 1T
R EEE
2 x 1y 3 z
o & = = = 5% %
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Datenstrukturebene

Beispiel (Forts.)

Descriptor Block (Altran)

Unbest. 8 73 g % g

B 05 202

~ponen 0 4 100

. . . 0 -1 004

2Bits,2Bits,3 Bits 0l 1 000
Layout Block Koeff. Block Exponenten Block

Prof. Dr. K. Madlener: Computeralgebra 97



	Einführung
	Einleitung
	Symbolische   Numerische Berechnungen
	Historische Entwicklung der CASE
	Literatur

	Algebraische Grundlagen: Polynome, rationale Funktionen und Potenzreihen
	Grundlagen
	ZPE (UFD)-Bereiche
	Euklidische Bereiche
	Ringkonstruktionen: Polynomring
	Ringkonstruktionen: Quotientenkörper
	Ringkonstruktionen: Potenzreihen

	Normalformen - Algebraische Darstellungen
	Datenstrukturen - Algebraische Strukturen
	Einfache Simplifikationsregeln in CA-Systemen
	Wortproblem - Simplifikation
	Formalisierung des Simplifikationsbegriffs
	Abstraktionsebenen für algebraische Strukturen
	Normalformen für Polynomringe, Quotientenkörper und Potenzreihen
	Datenstrukturebene


