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Exercise 1: [Potenzreihen]
Gegeben sei ein Körper F der Charakteristik 0. Zeigen Sie: Die Koeffizienten ak ∈ F

für k ≥ K (K fest) einer Potenzreihe a(x) =
∑∞
k=0 akx

k können genau dann durch eine
lineare Rekurrenzgleichung mit konstanten Koeffizienten ak = u1ak−1 + u2ak−2 + · · · +
unak−n (n fest) über F dargestellt werden, wenn a(x) als rationale Funktion in x über
F dargestellt werden kann.

Exercise 2: [Pseudo-Restefolgen]
Untersuchen Sie, ob die polynomialen Pseudo-Restefolgen aus der Vorlesung tatsächlich

zur ggT-Berechnung verwendet werden können. Zeigen Sie dazu:
Sind a(x) und b(x) primitive Polynome über einem ZPE-Ring D und ist f1(x) = a(x),
f2(x) = b(x), f3(x), . . ., fk−1(x), fk(x) eine polynomiale Restefolge für a(x) und b(x),
wobei fk(x) = 0 sei, so gilt:

gcd(a(x), b(x)) = pp(fk−1(x)).

Exercise 3: [Anwendung]
Sei D ein euklidischer Ring mit Bewertungsfunktion ν. Entwerfen Sie einen Algorith-

mus, der der folgenden Spezifikation genügt:

Eingabe: Eine positive ganze Zahl n sowie a, d1, . . . , dn ∈ D \ {0} mit gcd(di, dj) = 1
für i 6= j.

Ausgabe: a0, a1, . . . , an ∈ D, so dass

a

d1 · · · dn
= a0 +

n∑
i=1

ai
di

und entweder ai = 0 oder ν(ai) < ν(di) für i ≥ 1.

Begründen Sie auch, weshalb Ihr Algorithmus korrekt ist. Ist Ihnen dieser Algorithmus
schon einmal begegnet?

Exercise 4: [Nachrichtenverifikation]
Nehmen Sie an, Alice und Bob hätten jeweils eine Nachricht von n Bit,MA undMB. Sie
würden gerne verifizieren, dass ihre Nachrichten identisch sind, und zwar einerseits mit



einer großen Wahrscheinlichkeit und andererseits mit wenig Kommunikationsaufwand.
Insbesondere sei n so groß, dass ein Nachrichtenaustausch ausscheide.
Alice und Bob wählen k Primzahlen p1, . . . , pk uniform aus der Menge der ersten 2n
Primzahlen und prüfen dann, ob MA ≡ MB mod pi für 1 ≤ i ≤ k. Zeigen Sie, dass,
wenn MA = MB, so ist MA ≡ MB mod pi für alle i, während, wenn MA 6= MB, so ist
MA 6≡MB mod pi für ein i mit Wahrscheinlichkeit mindestens 1− 2−k.

Exercise 5: [Karatsuba]

a) Machen Sie sich klar, dass der Multiplikationsalgorithmus nach Karatsuba und
Ofman (in der Vorlesung für Langzahlarithmetik eingeführt) auch für univariate
Polynome funktioniert. Formulieren Sie eine entsprechende rekursive Prozedur.

b) Zeigen Sie, dass dieser Algorithmus eine Multiplikation zweier Polynome vom
Grade höchstens n (wobei n eine Zweierpotenz sei) mit höchstens 9nlog2 3 + O(n)
Ringoperationen durchführt.
Zeigen Sie dazu folgendes Lemma:
Seien b, d ∈ N mit b > 0, und seien S, T : N → N Funktionen mit S(2n) ≥ 2S(n)
sowie S(n) ≥ n für alle n ∈ N. Es gelte T (1) = d und T (n) ≤ bT (n/2) + S(n) für
n = 2i und i ∈ N+. Dann gilt für i ∈ N und n = 2i:

T (n) ≤


(2− 2/n)S(n) + d ∈ O(S(n)) falls b = 1,
S(n) log2 n+ dn ∈ O(S(n) log2 n) falls b = 2,

2
b−2(nlog2 b−1 − 1)S(n) + dnlog2 b ∈ O(S(n)nlog2 b−1) falls b ≥ 3.

c) Überzeugen Sie sich, dass der Algorithmus nach Karatsuba und Ofman für "‘kleine"’
Eingaben langsamer ist als der klassische Multiplikationsalgorithmus für Poly-
nome.
Untersuchen Sie nun einen hybriden Algorithmus, der rekursiv die Karatsuba/Ofman-
Idee anwendet, bis die Grade kleiner als eine Grenze 2d ∈ N werden, und dann die
klassische Multiplikation verwendet.
Zeigen Sie, dass dieser hybride Algorithmus höchstens γ(d)nlog2 3 + O(n) Ringop-
erationen durchführt, wobei γ(d) nur von d abhängt. Finden Sie d, so dass γ(d)
minimal ist. (Dazu brauchen Sie eine recht genaue Abschätzung für die Anzahl
der Ringoperationen im klassischen Multiplikationsalgorithmus.)


