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Beziehungen zwischen Eigenschaften von Elementen

Grundlagen der Pradikatenlogik

Beziehungen zwischen Eigenschaften von Elementen
Funktionen, Pradikate

Funktionen, Pradikate

» Beschreibung von Strukturen (Datentypen, Algebren,...)

» Beschreibung von Integritatsbedingungen (Relationen,. .. )
» Losbarkeit von Anfragen (Gleichungen,. . .)
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Beziehungen zwischen Eigenschaften von Elementen
;

Beispiel 3.1
Bereich Z, Operationen, Pridikate,. ..

Zahlen: Konstanten: --- ,—2,—-1,0,1,2,---
Individuenvariablen (Abzahlb.): x,y,z,...

Funktionszeichen (Operatoren): +, -, — (Stelligkeit 2)
Pradikatszeichen (Relationen): <, > (Stelligkeit 2)

Logische Zeichen: =, A,V,—, —, ...
Quantoren: V (fiir alle), 3 (es gibt)

Trennzeichen: (,),---

vV V.V vV vV VY

A
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Beziehungen zwischen Eigenschaften von Elementen

Hilberts-10-Problem: Gibt es ein Verfahren, um zu entscheiden, ob
eine diophantische Gleichung eine Lésung hat?

» Hat ein Polynom in mehreren Verdnderlichen mit
Koeffizienten in Z eine Lésung in Z 7
Ix,y,z.3x°> —2xy3 + 522+ 6 =0

o Entscheide effektiv, ob eine Aussage in Z gilt.

» Beschreibung von Eigenschaften:
Ux)=3zx=2-z+1, G(x)=3Jzx=2-z2

Vx(U(x) VvV G(x))
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Beziehungen zwischen Eigenschaften von Elementen

Aufbau von Formeln:
Aus Konstanten, Funktionen, Individuenvariablen kdnnen Terme
definiert werden. Terme dienen als Bezeichner fir Elemente.

» Jede Variable ist Term, jede ganze Zahl ist Term
t1, to Terme, so auch (t; + t2), (t1 — t2), (t1 - t2)

» Atomare Formeln:

> t1,t Terme: Sosind t; = tr, t; < ty, t; > tr Atomare
Formeln.

» A, B Formeln: So sind (AA B),(AV B),(A— B),(—A), und
fiir

» x Variable, A Formel: Vx.A , dx.A Formeln.
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141



Grundlagen der Pradikatenlogik
0000@000000000000

Beziehungen zwischen Eigenschaften von Elementen

Interpretationen

e Bedeutung von Termen und Formeln. Interpretation:
Hier in Z: Terme klar +, —, - durch die Operatoren auf Z.
Bedeutung von: (x +5) =y, Vx.(x +5) =0, dx.(x +5) = 0,
Vx.3dy.(x+5) =y

o Interpretation: Bereich, Funktionen, Pradikate.
Belegung der Individuen-Variablen.

> x —3 y — 8, dann (x + 5) = y wahr.

o Allgemeinere Formeln: Quantifizierung {iber Funktionen,
Pradikaten.

o A=3F.((F(a) = b) ANVx.[p(x) = F(x) = g(x, F(7(x)))]
wobei F Funktionsvariable, a, b Individuenkonstanten, p
Pradikatskonstante und f, g Funktionskonstanten sind.
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Beziehungen zwischen Eigenschaften von Elementen

Interpretationen

A=3F.((F(a) = b) AN¥x.[p(x) — F(x) = g(x, F(f(x)))]
1. D=N a=0b=1 f(x)=x-1

glx,y)=x-y p(x)=x>0
» Gibt es eine Funktion F: N — N:

F(0)=1 F(x)=x-F(x=1) (x>0)
2. D=N a=0,b=1 f(x)=x

glx,y)=y+1 p(x)=x>0
» Gibt es eine Funktion F: N — N:

F(0)=1 F(x)=F(x)+1 (x>0)
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Beziehungen zwischen Eigenschaften von Elementen

Definition 3.2 (Syntax)
(a) Alphabet:

1 Wahrheitswerte: W, F (Log-Konstanten)
2 Logische Symbole:
2.1 Junktoren: —,— A,V,<,--- If _ Then _ Else _
2.2 Operatoren: =,if _then _else _
2.3 Quantoren: ¥ (Allquantor), 3 (Existenzquantor)
3 Variablensymbole:
3.1 n-stellige Funktionsvariablen: FJ”(/ >1,n>0)
n=0 Individuenvariablen: Bezeichnung Xj
3.2 n-stellige Pradikatenvariablen:  P/'(j >1,n > 0)
n=0 aussagenlogische Variablen

Allgemeine Sprache der Pradikatenlogik zweiter Stufe

A
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Beziehungen zwischen Eigenschaften von Elementen

4 Konstantensymbole:
4.1 n-stellige Funktionskonstanten: 6”(_/ >1,n>0)

0 Individuenkonstanten: Bezeichnung a;
4.2 n-stellige Pradikatskonstanten: p?(j > 1,n > 0)
qu A-log-Konstanten Bezeichnung pj

5 Hilfssymbole (Klammern).

I Alle Zeichen verschieden, kein Buchstabe Teilwort eines
anderen.
I Entscheidbare Teilalphabete. Stelligkeiten eindeutig festgelegt.

I Spezielle Sprachen werden durch Festlegung der Konstanten
(oft nur endlich viele) definiert.
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Beziehungen zwischen Eigenschaften von Elementen

Allgemeine Sprache der Pradikatenlogik zweiter Stufe
(Forts.)

(b) Ausdriicke: Terme - Formeln

1. Die Menge Term der Terme (Bezeichner):

i. Jede Individuenvariable x; und Individuenkonstante a; (j > 1)
ist ein (atomarer) Term
ii. Sind t1,...,t,(n > 1) Terme, so auch G”(tl,...,t,,) und
Fi(te,... ta) = 1)
iii. Ist A Formel, t, t, Terme, so auch (if A then t; else t,)
iv. Term ist kleinste Menge mit i die Abg. bzg. ii. und iii ist.
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Beziehungen zwischen Eigenschaften von Elementen
;

2. Die Menge der Formeln Form:
e Atomare Formeln: AForm
i. W,F e AForm
i. p?,P)c AForm (j > 1)
ii. Sind ty,...,t, (n > 1) Terme, so
pi(t, ... tn), PP(t1, ..., ts) € AForm (j > 1)
iv. Sind t1, to Terme, dann ist (t; = t2) € AForm
e Formeln: Form
i. AForm C Form
i. A B,C € Form, so auch
(_'A)’ (A - B)v (A v B)’ (A A B)v (A A B)
(If A Then B Else C) € Form
iii. Ist v Variable, A Formel
((Vv)A), ((3v)A) € Form (gelegentlich mit Einschrankung)
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Beziehungen zwischen Eigenschaften von Elementen

(c) freie (gebundene) Variable. Geltungsbereich eines Quantors:

» Ist B =((Vv)A) oder B = ((3v)A), so ist A der
Geltungsbereich von Vv bzw. dv.

» Ein Vorkommen von v in A heiBt gebunden.

» Ein Vorkommen einer Variablen v in einer Formel heiBt
gebunden, falls es im Geltungsbereich eines Quantors Qv
vorkommt. Sonstige Vorkommen einer Variablen heiBen frei.

» Eine Variable v heiBt freie Variable einer Formel A, wenn es

in A freie Vorkommen von v gibt. Formeln ohne freie
Variablen heiBen abgeschlossen oder Aussagen.

(d) Teilterme und Teilformeln werden wie iiblich definiert.
Beachte: Jeder Term, Formel wird eindeutig aus den Teiltermen
bzw. Teilformeln aufgebaut.
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Beziehungen zwischen Eigenschaften von Elementen

Bemerkung 3.3

a) Term, Form sind rekursiv entscheidbar, zusammengesetzte
Terme und Formeln lassen sich eindeutig zerlegen. Freie und
gebundene Vorkommen lassen sich effektiv bestimmen.

b) Vereinbarungen: Stelligkeit aus Kontext
a, b, ¢ Individuenkonstanten, f, g, h,... Funktionskonstanten
p,q,r... Pradikatskonstanten, x,y,z ... Individuenvariablen
F,G,H,... Funktionsvariablen P, Q, R, ...
Pradikatsvariablen, A, B, C, ... Formeln, t,s Terme.
Die Mengen Var(t), Var(A) seien die Variablen, die in t bzw.
in A vorkommen.

Prof. Dr. Madlener: Logik

149



Grundlagen der Pridikatenlogik
00000000000 0@O00000000OOOOO0O0OO0000000OOOOOOO00000000

Beziehungen zwischen Eigenschaften von Elementen

Beispiel

3F{(£(2 = \1;) AVX[p(x) — (F(x) = g(x, F(F(:))NI}
Term Term Term

Term  Term

at-F at.F at.F

Formel

Formel

Formel

i) A=
Var(A) = {F,x} F kommt 3x vor, gebunden

x kommt 4x vor, gebunden
A abgeschlossene Formel

Formel

Prof. Dr. Madlener: Logik
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Beziehungen zwischen Eigenschaften von Elementen

geb. geb.

) A=YPLRE) ALY # 20 PECON = P

geb.

geb. geb.

— P(x)}

TOT
geb. frei
A ist nicht abgeschlossen, x hat freies Vorkommen d.h.
FVar(A) = {x}.
o = = = = 9ac
| Prof. Dr. Madlener: Logik |
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Beziehungen zwischen Eigenschaften von Elementen

Eingeschrankte Teilsprachen

Konstanten, Variablen einschrianken
1. Allgemeine Sprache der Pradikatenlogik erster stufe: PL1
» Nur Individuenvariablen x;
(keine Funktion- und Pridikatsvariablen)

x1 7 x2 N Vxo(Ixsp(x, f(x2,x3)) — (p(x2, x1) V p(x2, a)))

2. » Sprache der Gleichheitslogik
Nur Individuenvariablen x; (j > 1), Funktionskonstanten.
Keine Pradikatskonstanten und Variablen, keine
Funktionsvariablen.
Oft noch eingeschrankt, nur Individuenkonstanten
» reine Gleichheitslogik
Term : x;, a;, if A then t; else t;
AForm: W, F, t; =t

VX1VX2VX3(((X1 = XQ) A\ (XQ = a)) — (X1 = a))
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Beziehungen zwischen Eigenschaften von Elementen

3. Sprache der quantifizierten Aussagenlogik
Nur aussagenlogische Konstanten pJQ(j > 1) und
aussagenlogische Variablen Pjp(j > 1) sind zugelassen.

Keine Terme. Atomare Formeln: aussagenlogische Konstanten
und Variablen, W, F, p, P;.

(YP1(P1 — p) — 3AP(P2 — W))
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Beziehungen zwischen Eigenschaften von Elementen

4. Sprache der Aussagenlogik

Nur aussagenlogische Konstanten pj‘-)(j > 1) sind zugelassen.

(If p1 Then p; Else p3) < ((p1 — p2) V (=p1 — p3))

5. Sprache der monadischen Logik (2-Stufe)
Individuenvariablen x;, keine Funktionssymbole.
Monadische Pradikatsvariablen + Konstanten: p; ,Pl

VPYxVy((P(x) — p(y)) — p(x))
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Semantik der P-Logik 2-Stufe

Semantik der P-Logik 2-Stufe
Interpretationen, Belegungen, Bewertungen

D # @, Funktionen f:D" — D (totale Funktion)
! Pradikate P C D" (als Relationen)
oder P: D" — {0,1}
| O-stellige Funktionen (Element aus D),
' Pradikate (Element aus {0,1}).

o 5
|
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Semantik der P-Logik 2-Stufe

Definition 3.4 (Interpretationen, Belegungen)

Sei L Sprache der P-Logik 2-Stufe
(festgelegt durch die Menge der Konstantensymbole i. R. endlich).

a) Eine Interpretation [/ fiir £ ist ein Tripel I = (D, I, I,) mit
» D # & Individuenbereich (Definitionsbereich).
» . ist eine Interpretation (Belegung) der Konstanten
fme L, sol.(f"): D" — D
p™ € L, so l.(p™) C D™(oder : D™ — {0,1})
> |, ist eine Belegung der Variablen:
F" Funktionsvariablen I,(F") : D" — D (n > 0)
P™ Pradikatsvariablen /,(P™) C D™(D™ — {0,1})
(D, Ic) heiBt auch Relationalstruktur.
Kommen keine Pradikatskonstanten vor, so Algebra.

Prof. Dr. Madlener: Logik
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Semantik der P-Logik 2-Stufe

Interpretationen, Belegungen (Forts.)

b) Fortsetzung von | auf Term, bzw. Form:
I :Term — D I : Form — B
i) Bewertung der Terme:

> (ai) = le(a)  1(x) = h(x)

> I(f(t, ..., ta)) = L(F)(I(tr),. .., I(tn))

> I(F(t,...,t)) = L(F)((tr),...,1(tn))

> [(if A then t; else t) = {I(tl) falls 1(4) =1 (W)

ii) Bewertung der Formeln:

I(Wy=1  I(F)=0 " I(p°) = I(p°)
I(p(ts, .- ta)) = Le(p)(/(t1), - -, /(tn))
I(P(t1,...,t)) = L(P)(I(t1),...,I(tn))
= 1) = {1 falls 1(t1) =p I(t2)

0 sonst

vvyy

v

I(tz) falls I(A)=0 (F)

1P) = L(P")
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Semantik der P-Logik 2-Stufe

Interpretationen, Belegungen (Forts.)

b) i) » I(=A), I(AAB), I(AV B), I(A— B), I(A < B),
I(If A Then B Else C)
Wie in A-Logik.
.. . x,d _
- H(¥)A) = {1 falls fiir alle d € D gilt *9(A) =1
0 sonst
1 falls es d € D gibt mit I*?(A) =1
0 sonst

> 1((30)A) = {

d y=x
14 = (D, I, I}), I(y) =
( ) 2 { I,(y) sonst

» Entsprechend fiir Quantifizierungen mit den anderen
Funktions- und Pradikatsvariablen.
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Semantik der P-Logik 2-Stufe

Interpretationen, Belegungen (Forts.)

Jede Interpretation | = (D, I, ) induziert durch 3 (i) und ii)) eine
Bewertung aller Terme und Formeln, die die bewerteten
Konstanten und Variablen als freie Variablen enthalten.

Umgekehrt wird jede Bewertung /, die i) und ii) geniigt eindeutig
durch eine solche Interpretation induziert.

Beachte: 3-Parameter: D, I, I,.
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Interpretationen, Belegungen (Forts.)

c) Gilt I(A) =1, so ist A wahr in der Interpretation / oder /
erfiillt A.

Schreibweise |=; A oder | = A

(Beachte A ist hier eine beliebige Formel, kann also freie
Variablen enthalten).

DA
:
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Semantik der P-Logik 2-Stufe

Folgerungen

Bemerkung 3.5

» Um die Bewertung einer Formel A zu bestimmen, genliigt es
die Bewertung der in ihr vorkommenden Konstanten und frei
vorkommenden Variablen zu kennen!!

I= (Q’ I_C’ IV)

» Insbesondere: Ist A abgeschlossen, so geniigt es
Interpretationen der Form (D, I.), d. h. Definitionsbereich und
Belegung der Konstanten zu betrachten.

» Seien Iy, I Interpretationen mit D1 = D, und A eine Formel.
Stimmen Iy und b auf allen Konstanten und freien Variablen,
die in A vorkommen, iiberein, so gilt h(A) = h(A).
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Semantik der P-Logik 2-Stufe

Beispiel

Beispiel 3.6

) IxVy(p(y) = x =)
Stimmt in allen Interpretationen fiir die /(p) hochstens ein
Element enthilt. , Es gibt hochstens ein x, so dass p(x) wahr

"

ist”.
ii) , Es gibt genau ein x, so dass p(x) wahr ist".
Ix[p(x) AVylp(y) — x =yl
i) Vz3udv((z=uVz=v)Au#v)
AYXYyVP[x # y V P(x,x) V =P(y, y)]

» Wahr in jeder Interpretation mit |D| > 2
» Falsch in jeder Interpretation mit |D| =1

[m] = = =
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Beispiel (Fort.)

iv) Eigenschaften von Relationen: Reflex., Sym., Tra.
> Vx p(x,x)
> VxVy(p(x,y) — p(y,x))
> VxVyVz[(p(x,y) A p(y,z)) — p(x,2)]

v) Relationen, Funktionen

> A=Vx p(X, f(X))v Al = P(Xv f(X))
I = (N, I, 1), I.(p) = < -Pridikat, I.(f): n— n?

AN (=n<n?) =1

Prof. Dr. Madlener: Logik
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Semantik der P-Logik 2-Stufe

Definition

Definition 3.7
Sei L Sprache der P-Logik 2-Stufe

a) A € Form heiBt allgemeingiiltig, falls /(A) = 1 fiir jede
Interpretation [/ fiir L.
Schreibweise: |= A

b) A € Form heiBt erfiillbar, falls es eine Interpretation / fiir £
gibt mit /(A) = 1. | heiBt auch Modell fiir A (nur fiir abg. A).
Gibt es keine solche Interpretation, so heiBt A unerfiillbar.

c) X C Form heiBt erfiillbar, falls es eine Interpretation / fiir £
gibt, die alle Formeln A € ¥ erfiillt.
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Semantik der P-Logik 2-Stufe

Einfache Folgerungen

Bemerkung 3.8
A allgemeingiiltig gdw —A unerfiillbar.

Es geniigt Interpretationen zu betrachten, die die Konstanten und
freien Variablen der Formel A belegen.

- unendlich viele, da D # & beliebig.

Bemerkung 3.9

Es gibt allgemeingiiltige Formeln: Tautologie-Theorem:

Sei A(p1,- .., pn) eine Formel der Aussagenlogik in A-Variablen
p1,...,pn. A entstehe aus A durch simultane Ersetzung von p;
durch B; € Form. Dann A’ € Form.

Ist A Tautologie, so ist A" allgemeingiiltig.

(Z. B. A1V -AL A — (A2 — Al))
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Semantik der P-Logik 2-Stufe

Einfache Folgerungen
Bemerkung 3.10

i) VXVyVP(x # y V (P(x,x) V=P(y,y))) ist allgemeingiiltig.
Es geniigt Interpretationen mit | = (D) D # @ zu
betrachten.
|ID| =1 ok, |D| > 1
I(x,y,P), x = di, y — d>

1
di # dy ok, diy = do ~ 1,(P)(dh,db) = {0

i) A= 3PYx3y(P(x,x) A =P(x,y))
Weder allgemeingtiltig noch unerfiillbar.
ID|=1~1(A)=0, |D|>2~1(A)=1
iii) Allgemeingiiltig sind:
t =t, VXA < —3x(—-A), IxA « Vx(-A)
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Semantik der P-Logik 2-Stufe

Ordnungsrelationen

Bemerkung 3.11 (Eigenschaften von Ordnungsrelationen:)

p 2-stellige P-Konstante
A EVXVyVZ((p(X,y)/\p(y,Z)) HP(X?Z)) Tra.

Ar = xVy(p(x,y) V p(y,x) Vx =y) Trichot.
Az = Vx—p(x, x) Antireflex.
Ay = VxVy(p(x,y) — 3z(p(x,2) A p(z,y))) dicht
As = Vx3y p(x,y) ohne letztes Elem.
Ae = Vx3y p(y,x) ohne erstes Elem.
Keine der Formeln ist allgemeingiiltig! (Uberzeugen Sie sich)
Sie sind erfiillbar: h = ({0,1,2}, <) < 0 1 2
b= (N, <) 0 F W W
I = ([0,1], <) 1 F F W
Iy = (Q,<) 2 F F F
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Semantik der P-Logik 2-Stufe

Einige typische Formeln

Beispiele
Allgemeingiiltige Formeln

Nicht-Allgemeingiiltige Formeln

Vxp(x) — Ixp(x)
p(x) = p(x)
Vxq(x) — q(a)

p(a) — Ixp(x)
VxVy(pi(x,y) = pi(x, y))
JyVxpi(x, y) — VxIypi(x, y)
(Vxp(x) V Yxq(x)) —

Vx(p(x) V q(x))

Zeige —A unerfiillbar

Ixp(x) — Vxp(x)
p(x) — p(a)
q(a) — Vxq(x)

Ixp(x) — p(a)
VxVy(pi(x,y) = pi(y,x))
Vx3ypi(x, y) — JyVxpi(x,y)
Vx(p(x) V q(x)) —

Vxp(x) V Vxq(x)

Zeige —A erfiillbar
I =(Z,p(x) & x>0,
q(x) :x <0, pi(x,y) : x>y
a—0,x1)
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Semantik der P-Logik 2-Stufe

Arithmetik

Beispiel 3.12
Die Sprache der Arithmetik N
» Konstanten: 0,5, +, -, I =(N,0/,4+,)(n =n+1)
» Stelligkeiten 0,1,2,2
L UxVy(S(x) = S(y) = x =)

2. Vx S(x)#0
3. ¥x x+0=x
4. VxVy(x+ S(y)) = S(x+y)
5. Vx x-0=0
6. VxVy x-S(y)=(x-y)+x

7. VP[(P(0) AVx(P(x) — P(5(x)))) — VxP(x)]
» Sind giiltig in I.
Man beachte 7. ist Induktionsprinzip fiir Teilmengen von N.
Es ist eine Formel der P-Logik 2-Stufe.
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Semantik der P-Logik 2-Stufe

Arithmetik Beispiel (Forts.)

Frage nach der Axiomatisierbarkeit der Arithmetik:

» Ist die Allgemeingiiltigkeit fiir Formeln einer Sprache £
entscheidbar?
» Rekursiv aufzidhlbar?

» Welche effektiven Methoden gibt es?

¥ QC
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Semantik der P-Logik 2-Stufe

Allgemeingiiltigkeit: Entscheidbare Falle

Lemma 3.13
Die Allgemeingiiltigkeit fiir Formeln der quantifizierten A-Logik ist
entscheidbar.

Beweis:
Methode der Quantorenelimination: Finde zu Formel der
Q-A-Logik eine logisch dquivalente der A-Logik.
(Problemreduktion!)
(VP?)B < Bpo[W] A Bpo[F] (P? — W, PY— F)
(3P9)B > Bpa[W] V BpolF]
I )=1c )

» Nach Transformation bleibt eine Formel der A-Logik:

Entscheide, ob diese eine Tautologie ist.
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Semantik der P-Logik 2-Stufe

Allgemeingiiltigkeit: Entscheidbare Falle (Forts.)

Beispiel 3.14
VPIQ((P «~ Q) V (p — Q)) ist Allgemeingiiltig
QW < =Q) v (p— Q) ANIQUF < -Q)V(p— Q)

(W - W)V (p— W)V (W < =F)V
(p— FNIAI(F < =W)V (p— W)V ((F < =F)V (p— F))]
~ WAW ~ W

¥ QC
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Semantik der P-Logik 2-Stufe

Allgemeingiiltigkeit: Entscheidbare Falle (Forts.)

Ausblick

Andere:

» Gleicheitslogik
Monadische P-Logik 1-Stufe mit =
Monadische P-Logik 2-Stufe mit =

>
>
» Pressburgerarithmetik: Giiltige PL1-Formeln in (N,0,,+, <)
>

Syntaktisch eingeschrinkte Formelnklassen
v( ),v3,3v,...7
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Transformationen von Termen und Formeln

Transformationen von Termen und Formeln

Einschrankung auf PL1

Definition 3.15 (Substitution)
A € Form, t,t € Term, x Individuen-Variable.
» Substitution von x durch t in A bzw. (in t):

o A.ft] (%[t]) ist die Formel (der Term), die aus A (bzw. )
entsteht, wenn man jedes freie Vorkommen von x in A (bzw.
t) durch t ersetzt.

» Analog simultane Substitutionen
o Agsoltis oo ta] bzw. t [, ]
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Transformationen von Termen und Formeln

Transformationen von Termen und Formeln (Forts.)

» Allgemeiner ist eine Substitution durch
o:{xi:i €N} — Term gegeben.
o(A), o(t) konnen entsprechend durch Induktion iiber den
Aufbau der Formeln bzw. Terme definiert werden.

» Die Substitution heiBt erlaubt, falls kein Vorkommen einer
Variablen in t bzw. t; nach der Substitution in A gebunden
vorkommt.

e Dies ist der Fall z. B. wenn die Variablen von t nicht in A
vorkommen.
(Kann durch Umbenennung der gebundenen Variablen erreicht
werden).
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Transformationen von Termen und Formeln

Beispiel 3.16 (Substitutionen)

A=dy x=2.y t=y+1
> Aftl =3y y+1=2-y keine erlaubte Substitution
> Aftl=3y x=2-y
> tftl=(y+1)+1

da keine freie Vorkommen

» Wie Andert sich die Bedeutung einer Formel bei
Substitutionen?
e |=(N,+,) x<3 y«—2 t<3 I(x)=1I(t)
> Ersetzt man x durch t, sollte sich die Bedeutung einer Formel
nicht verandern.
e [(A)=13y x=2-y)=0
o [(At]) =1(3y y +1=2y) =1 (keine erlaubte Substitution)
Betrachte die Formel:
e B=Vx(P(x,y) = Q(x)) t=f(y,z)
— B,[t] = Vx(P(x, f(y,z)) — Q(x)) erlaubte Substitution.
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Transformationen von Termen und Formeln

Lemma 3.17 (Substitutionslemma)

Sei A Term oder Formel, x Individuenvariable, t € Term und A,[t]
eine erlaubte Substitution. Dann gilt fiir jede Interpretation
I =(D,I,1,)

o (A = 'O(A)

» Insbesondere: Sind /, I’ Interpretationen, die sich héchstens fiir
x unterscheiden und gilt I'(x) = I(t), so gilt I'(A) = I(A[t]).

o Beweis:
Induktion tber Aufbau von Formeln bzw. Terme. m
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Transformationen von Termen und Formeln

Folgerungen aus Substitutionslemma

Folgerung 3.18
Sei A«[t] erlaubt.

a) Ist A allgemeingiiltig, so auch A[t].
b) VxA — A.[t] ist allgemeingiiltig.

c) Spezialfille: allgemeingiiltig sind:
VXA — A, A — IxA

d) Falls Substitution nicht erlaubt, so gilt das Lemma nicht:

A=3y(S(x) =y), Ayl = 3y(S(y) =)

I=(N,---) I(A)=1 I(Aly]) =0

Vx3y(S(x) = y) allgemeingiiltig.

Vx3y(S(x) = y) — 3y(S(y) = y) nicht allgemeingiiltig.
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Transformationen von Termen und Formeln

Universeller und Existentieller Abschluss

» Beachte: Sei A(x,...,x,) Formel in der xi, .

..y Xp frei
vorkommen, dann gilt

e A allgemeingiiltig gdw  Vx3 - - Vx,A allgemeingiiltig

(universeller Abschluss)
dxq -+ - Ix,A erfillbar
(existentieller Abschluss)
Sind A, A — B allgemeingiiltig, so ist auch B allgemeingiiltig.

o A erfiillbar gdw
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Transformationen von Termen und Formeln

Semantischer Folgerungsbefriff

Definition 3.19

Sei L eine (Teil-)Sprache der PL2
I C Form, A, B € Form

a) Aist logische Folgerung aus I : T = A. Wenn jede
Interpretation, die I erfiillt auch A erfiillt
(M) =1~ I(A) =1).
» Sei Folg(l') ={A€ Form : T = A}.
b) A und B sind logisch dquivalent A == B, falls
AE Bund B E A.
(L&sst sich auf Mengen verallgemeinern!)
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Transformationen von Termen und Formeln

Bemerkung 3.20

1. T = Agdw {I',=A} nicht erfiillbar.

2. @ = Agdw [ A (dh. Aist allgemeingiiltig).

3. T nicht erfiillbar gdw T |= A fiir alle A € Form.

4 TCETEASssoX=A (Monotonieeigenschaft)
5

TEEY, dhTEBfirBeXundX=CfirCel.
Insbesondere T erfiillbar gdw X erfiillbar und
N=Agdw X E A Also Folg(I') = Folg(X).

6. AES B gdw E A« Bgdw I(A) = I(B) fiir jede
Interpretation |.
AEZ BdannT EAgdw T |E B.
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Transformationen von Termen und Formeln

Beispiel 3.21

) VxQ(x) = Q(y)
(Spezialfall von VxA — A,[t] allgemeingiiltig)

i) A(y) = VyA(y) (v kommt frei in A vor)
Aly) = p(y), I=({0,1}1(p)(x) = (x=0),y < 0)
I(A(y)) = 1, jedoch I(yA(y) =0 1(p)(1) =0

i) = 3x(p(x) — Vxp(x))
Sei Z = (D, I(p)) eine Interpretation, d.h. /(p) C D
1(3x(p(x) — Vxp(x)) =1 gdw es gibt d € D, so dass
I"=(D,I(p),x < d), I'(p(x) — Vxp(x)) =1
gdw d & I(p) oder I'(¥xp(x)) = 1 fiir ein d € D
gdw es gibt ein d € D mit d & I(p) oder I(p) =D
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Transformationen von Termen und Formeln

iv) Beispiele fiir dquivalente Formeln
[ —|—|A '::§ A
e WVAEdAVW W
FANAESAANFESF
AVAESA ANAEHA
Bo QvA =5 Qv(B o A) Q Quantor, v nicht frei in B
Z.B. BV QVvA =5 Qv(BV A)
VYVA == —3v(-A), AvA =5 —Vv(-A)
YxA(x) — B == 3y(Aly) — B)
falls y weder in A(x) noch in B frei vorkommt
Vx(A — B) = VxA — VxB
YA == VYA ly] 3VvA == SYAL [y
Falls Sub. erlaubt und y nicht frei in A
Beachte: VvB == B IvBE=+4 B
Falls v nicht frei in B vorkommt.

o = = = = 9ac

:
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Transformationen von Termen und Formeln

Satz 3.22 (Wichtige Satze)
Sei ' C Form, A, B € Form.

1.

Deduktionstheorem o[l AE=B gdw N'=A— B

2. Modus-Ponens-Regel e l=ATEA—B so =8B
3.
4. Generalisierungs-Theorem

Kontrapositionsregel e 'Al=-B gdw [,BE —-A

Kommt v € Var in keiner Formel von I frei vor, so
o TEAggw IEvWA
Insbesondere: A= Vv A bzw. = A — Vv A,
falls v nicht frei in A vorkommt.
Ersetzungstheorem
Sei A’ € Form, A Teilformel von A'. Entsteht B’ aus A’ indem

man einige Vorkommen der Teilformel A durch B ersetzt und
gilt A== B, so auch A' == B’.

u]
]
I
ul
iht
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Transformationen von Termen und Formeln

Beispiel 3.23 (Anwendung der Satze)

a) E IxVyA — Vy3dxA
gdw IxVyA = VydxA Deduktionstheorem
———

gdw IxVyA = IxA Generalisierungstheorem
gdw —Vx—VyA |= =Vx—A Ersetzungstheorem

gdw Vx—A |E Vx—VyA Kontrapositionsregel

gdw Vx—A = —VyA Generalisierungstheorem
gdw {Vx—A,VyA} nicht erfiillbar

b) Variante des Ersetzungstheorems

A’ entstehe aus A durch Substitution (erlaubte) einiger

Vorkommen von x in A durch y. Dann gilt

EVxVy(x =y — (A A))

(zB. A=f(x,y)=g(x) A =f(y,y)=g)
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Transformationen von Termen und Formeln

Normalformen

Definition 3.24 (Normalformen (Prafix Normalformen))
Eine Formel ist in PKNF (Pranex Konjunktiver NF), falls sie die

Gestalt
(Avl) cee (AV,,)/ {[All V-V Alll] JARERWAN [Aml V.-V Am’"’l}
Prifix Matrix

A e {3,V}, vj Variablen, die in mindestens einem Aj; vorkommen
und paarweise verschieden sind.
Ay Literale, d. h. atomare oder negierte atomare Formeln.

Beispiel 3.25
VYx3QVy{[-pV x #aVx=DbA[Qly)Vy=b]}
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Transformationen von Termen und Formeln

Normalformen

Satz 3.26 (Verfahren PKNF)

Jede Formel A € Form lasst sich effektiv in eine logisch
dquivalente Formel in PKNF (PDNF) transformieren.

(Beachte die Lange der Formel kann exponentiell in der Lange der
urspriinglichen Formel wachsen. Dies kann man vermeiden, wenn
man nur erfiillungsdquivalente Formeln benétigt!).
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Transformationen von Termen und Formeln

Verfahren PKNF, PNDF

Schritte:

1. Eliminiere tberfliissige Quantoren.

2. Umbenennung gebundener Variablen.

3. Eliminiere logische Verkniipfungen und Operatoren.
e | RN |

4. NNF: Negation vor Atome.

5. Quantoren nach auBen.

6. Matrix in KNF (DNF).
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Transformationen von Termen und Formeln

Verfahren PKNF, PDNF - Beispiele

Beispiel 3.27
Vx[(Vyp(x) V Vzq(z,y)) — —Vyr(x,y)]

L. Vx[(p(x) V Vzq(z,y)) — =Vyr(x,y)]
Vx[(p(x) V Vzq(z,y)) — =Vy'r(x,y')]
Vx[(p(x) VVzq(z, y)) V =Vy'r(x, y')]
Vx[(—p(x) A 3z=q(z,y)) vV Iy'=r(x,y')]
Vx3z3y'[(=p(x) A =q(z,y)) V =r(x,y')]

Vx3z3y'[(=p(x) V =r(x,y")) A (ma(z, y) V ~r(x, y'))]
(Ist PKNF)

7. PDNF Vx3z3y'[(—p(x) A —=q(z, y)) V =r(x, y')]

I
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Unentscheidbarkeit der Allgemeingiiltigkeit

Unentscheidbarkeit der Allgemeingiiltigkeit

Satz 4.1

Es gibt eine Menge von Formeln in den Konstanten a (0O-stellig),
fo, fi (1-stellig) und der Pradikatskonstanten p (2-stellig), fiir die
die Allgemeingiiltigkeit unentscheidbar ist.

‘

e (In den Formeln kommt keine ,=" vor).

Beweis:
Reduziere effektiv unentscheidbares Problem (z.B. PCP) auf die
Entscheidung der Allgemeingiiltigkeit bestimmter Formeln.

Prof. Dr. Madlener: Logik

190



Entscheidbarkeit in der Pradikatenlogik
0000000000000 00000000000000000000000

Unentscheidbarkeit der Allgemeingiiltigkeit

Unentscheidbarkeit der Allgemeingiiltigkeit (Forts.)

e PCP: X ={0,1} S={(a1,01),---,(cn,Bn)} n>1
mit o, ;i € ¥
S hat eine Losung gdw es gibt j,...,j € [L...n],/ > 0 mit

ajaj - aj = Bz B

> z.B.
S = ((0,000), (0100, 01),(001,1)) hat die Losung
i =1,jo=3,0001 = 0001.
» Problem PCP: Eingabe S. Entscheide, ob S Ldsung hat.
Ist nicht rekursiv entscheidbar (aber rekursiv aufzéhlbar).
< Reduktion: Zu S berechne eine Formel As mit
S hat Losung gdw Ags ist allgemeingiiltig.
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Unentscheidbarkeit der Allgemeingiiltigkeit

Unentscheidbarkeit der Allgemeingiiltigkeit (Forts.)

Sprache PL1 mit:
» a F-Konstante, fy, i 1-st. F-Konstanten, p 2-stellige
P-Konstante.
» 0, €{0,1} (1<i<m),so
for, (- (fo, (o (x))) - - - ) Term, als Kodierung von Wérter:
fo105 ... om(x). Beachte die Reihenfolge!
—_—

ex*

> 5= {(a1,f1). (a2, B2), -+ (an, Bu)} n 21 T =1{0,1}
—As = [/\ p(fa;(a), f5;(a))A
Wxty[p(x,y) = [\ plfa; (x). fi5, ()]
j=1
— dzp(z, z)
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Unentscheidbarkeit der Allgemeingiiltigkeit

Beispielreduktion

Beispiel 4.2

» Die zugeordnete Formel Ag zu
S = ((0,000), (0100, 01), (001, 1)) ist:

[p(fo(a), fooo(a)) A p(foro0(a), for(a)) A p(faoi(a), f1(a)) A

VXV}/[ /\ X y - P(faj( )’ fﬁj(X))]] - E|Zp(Z,Z)

1<j<3
» Behauptung:

S hat Losung gdw Ag allgemeingiiltig.
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Unentscheidbarkeit der Allgemeingiiltigkeit

Beweis der Behauptung
n n
[\ p(£s,(a), f5,(2)) AVxVylp(x,y) — N\ p(fa;(x), f3,(y))]] = Tzp(z, 2)
j=1 j=1
"1 Angenommen Ag allgemeingiiltig, / Interpretation mit
D={0,1}*,a«¢, fo: x —x0, 1 : x — x1
p(x,y) gdw x = aj, -~ o, y = By ... By, fr ji, ... jm
Ui€ll...n] m>D0).
1 Angenommen PCP S habe Losung ji ... Jjm, d.h.
oy - G = B By - B,
~ p(foy a0y, (2): 13, 8, .5, (2)) wahr,
also ist As allgemeingiiltig.
I Es gibt weitere Unentscheidbarkeitsresultate die wir spater
noch behandeln werden. Es sei jedoch erwdhnt, dass die
Grenzen zwischen den entscheidbaren und unentscheidbaren
Falle der Allgemeingiiltigkeit sehr genau bekanﬁrﬂt sind.
. \ = = =
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Hauptsitze der Pridikatenlogik erster Stufe

Hauptsatze der Pradikatenlogik erster Stufe

Sei L Sprache der PL1
Satz 4.3

a) Die Menge der allgemeingiiltigen Formeln
{A € Form(L): | A} ist rekursiv aufzahlbar
(i. Allg. nicht rekursiv entscheidbar).

Es gibt ein rekursives deduktives System F fiir L mit

;A gdw EA (A€ Form(L))
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Hauptsitze der Pridikatenlogik erster Stufe

Hauptsatze der Pradikatenlogik erster Stufe (Forts.)

b) Kompaktheitssatz fiir PL1: Sei ¥ C Form(L).
Y erfiillbar gdw jede endliche Teilmenge von ¥ ist erfiillbar.

c) Insbesondere: ¥ C Form(L), A € Form(L):

Y = A gdw es gibt o C ¥, % endlich : ¥o = A

¥ QC
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Hauptsitze der Pridikatenlogik erster Stufe

Hauptsatze der Pradikatenlogik erster Stufe (Forts.)

d) Satz von Léwenheim-Skolem:
Y C Form(L) erfiillbar gdw es gibt eine Interpretation

I =(D,I.,1,), wobei D abzihlbar oder endlich ist, die
erfiillt.

( D kann als eine Termmenge iiber die konstanten Symbole
gewiahlt werden).

Beachte jedoch: nicht giiltig fiir PL2
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Hauptsitze der Pridikatenlogik erster Stufe

Negative Ergebnisse fiir die Pradikatenlogik zweiter Stufe

Satz 4.4 (von Godel)
Fiir Sprachen von PL2- und PL2 Formeln:
a) Die Menge der allgemeingiiltigen Formeln 2-Stufe fiir
PL2-Sprachen ist nicht rekursiv aufzdhlbar.

b) Es gibt kein rekursives ,deduktives System", dessen Theoreme
die Menge der allgemeingiiltigen Formeln zweiter Stufe sind.

c) Es gibt erfiillbare Mengen von Formeln 2-Stufe, die keine
abzihlbaren Modelle haben.
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Hauptsitze der Pridikatenlogik erster Stufe

Deduktive Systeme fiir PL1

Definition 4.5 (Deduktive Systeme fiir PL1)

Sei L Sprache 1-Stufe mit Formeln in -, —,V,=. F = (Ax,R)
bestimmt durch Axiomenmenge Ax (Axiomenschema) und Menge
R von Regeln (Regelschema).

> Ax enthilt alle Generalisierungen von folgenden durch

Schemata beschriebenen Formelmengen:
Axl: A— (B—A)
Ax2: (A-(B—C)—(A—B)—(A—=1C(C))
Ax3: (=B — -A)— (A— B)
Ax4: Vx A— ALlt], falls Ax[t] erlaubt
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Hauptsitze der Pridikatenlogik erster Stufe

Deduktive Systeme fiir PL1 (Forts.)

Ax5: Vx(A— B)— (VxA— V¥xB)

(Ax5’: Vx(A— B) — (A — VxB) x nicht frei in A)

Ax6: A — Vx A, falls x nicht frei in A vorkommt

AxT: X =X

Ax8: x=y — (A— A), wobei A" aus A durch Ersetzen

einiger freier Vorkommen von x durch y (erlaubt)
» R enthilt alle Regeln, die vom Regelschema Modus Ponens
MP AA— B

5 Modus Ponens beschrieben werden.
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Hauptsitze der Pridikatenlogik erster Stufe

Deduktive Systeme fiir PL1 (Forts.)

o Alternatives Deduktionssystem F' = (Ax, R’)

» R’ enthilt MP-Regel und Generalisierungsregel.

A

GR VA Generalisierung (ohne Einschrankungen)

I Beachte: Ax enthalt nur allgemeingiiltige Formeln. MP und
GR-Regel fiihren nicht aus der Menge der allgemeingiiltigen
Formeln hinaus.
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Hauptsitze der Pridikatenlogik erster Stufe

Ziel
FA gdwhkH A gd A
e FA giwEA gdvi
~ ~~ Korrektheit
° X ;A gdw T E A
~ Korrektheit

o X ';:A , SO X I}j/ A Umkehrung i. Allg. nicht
r I}j/ A 4L ;A (gilt nur fiir ¥ Abg. Formeln).

z.B. p(x) I;, Vxp(x) aber p(x) & Vxp(x)

» Bemerkung: Alle Tautologien (taut. Theorem) sind herleitbar
in F, d.h. Theoreme von F.

DA

u]
]
I
ul
iht

:
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Hauptsitze der Pridikatenlogik erster Stufe

Beispiele

Beispiel 4.6

Verwende dy A als Abkiirzung fiir =Vy —A
L EVx (p(x) — Ty p(y))

B]_E

BQE

P
I

Vx [(Vy =p(y) — —p(x))

— (p(x) — =Yy =p(y))] (Ax3,Gen)
Vx ((Vy =p(y) — —p(x)) —

(p(x) — =¥y =p(y))) — [Vx (Vy =p(y)

— =p(x)) = Vx (p(x) = =Yy =p(y))]  (Ax5)

VX Yy =p(y) — —p(x)) —

Vx (p(x) — =¥y =p(y)) (MP)
Vx (Vy =p(y) — —p(x)) (Ax4,Gen)
Vx (p(x) — 3y p(y)) (MP)
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Hauptsitze der Pridikatenlogik erster Stufe

Beispiele (Forts.)

2. FVxA—3dx A
f

Beweis:
FVx A — —A

F (Vx =A — =A) — (A — —Vx -A)
FA— -Vx-A
FVxA— A
F(VxA— A)—

((A— =Vx 2A) — (Vx A — =Vx =A))
F (A — =Vx —A) — (Vx A — —Vx —A)
FVxA—3dxA

(Ax4)
(Ax3)
(MP)
(Ax4)

(Taut)
(MP)
(MP)

¥ QC
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Hauptsitze der Pridikatenlogik erster Stufe

Beispiele (Forts.)

3. Ft=t |—(X:y)—>(y:X)

Flx=y)=(ly=2) = (x=2))
Folgen aus Ax, Vx(x = x), (x =y) — A(x) < A(y)) fir A
(erlaubt).
F((ti=t) A A(th=1,)) = (A(tr, ..., tn) <
A(ty,....t)), wobei A(xq,...,x,) eine Formel mit
mlndestens n-freien Variablen und Substitutionen erlaubt
(xi < ti bzw. x; < t]).
Spezialfall:
F((ti=t)AA(th=1t))) = (F(tr,...,ta) = F(t],...,t}))
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Hauptsitze der Pridikatenlogik erster Stufe

Beweisidee

Vx[(x = y) = (Alx) < A(y))]
Vx[(x = y) = (Alx) = Aly))] = ((t = y) = (A(t) < Aly))
(t=y) = (Alt) = AlY))
Vy(t =y) = (A(t) = Aly))
o (t=1)— (A1) < A(t)

A
I
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Entscheidbarkeit in der Pradikatenlogik
0000000000000 0000e00000OOOOOOO000000

Hauptsitze der Pridikatenlogik erster Stufe

Deduktionstheorem - Generalisierungstheorem
Satz 4.7 (Hauptsatze fiir 7 und F)
Seien I C Form, A, B € Form.
a) Deduktionstheorem
1) TEA—B gdw TLALB
2) T If—/ A— B gdw I,A ';, B, falls die Generalisierung nicht auf
eine in A frei vorkommende Variable angewandt wurde.
3)TLAE B gdw T A— B,
‘F/~ .'FI
wobei A ein universeller Abschluss von A ist.
b) Generalisierungstheorem:
1) FallsT '}. A und x nicht frei in T vorkommt, so I’ IJ:_VX A
2) TEAgdwTl FVx A
f/ f/
c) Kontrapositionstheorem: Fiir 7 und F'
» MAF-Bgdw I,BF-A
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Hauptsitze der Pridikatenlogik erster Stufe

Deduktionstheorem - Generalisierungstheorem (Forts.)

< Es gelten somit fiir die hier vorgestellten pradikatenlogischen
Systeme die fiir das deduktive System der Aussagenlogik
entsprechenden Sitze. Vorsicht muss man beim System F’
mit dem Deduktionstheorem haben, da wir dafiir eine
allgemeinere Generalisierungsregel zugelassen haben die
semantisch nicht immer korrekt ist.

» Hinzu kommt das Generalisierungstheorem in den zwei
Varianten.
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Hauptsitze der Pridikatenlogik erster Stufe

Beweis Deduktionstheorem

1. ,~n"AusT A — B folgt auch A+ A — B. Da auch
I AF Agilt, folgt I, A+ B, wegen MP (F und F").
N Ang. T A Ij—r B. Behauptung: F;A — B

e Induktion liber Beweislange: Axiom oder Hypothese
r-B (Ax)
N-B—(A—B) (Ax)
r’-A—B (MP)
» Schritt ist MP-Schritt
Schritt j: T,AFC WVITFA—C

Schritt k: TJAFC—B IV:THFA—(C— B)

: : Ax2+MP
Schritt n+1: ILAEB r’-A—B
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Hauptsitze der Pridikatenlogik erster Stufe

Beweis Deduktionstheorem in F’

2. In F' " Generalisierungsregel
MAFC

NAFVxC x nicht frei in A
Dann IV:

rN-A—C

= x(A— C) (Gen)
M=Vx(A— C) — (A—V¥xC) (Ax5)

x nicht frei in A
M- A— vxC

Definition 4.8

Sei ' C Form, I heiBt konsistent, falls es kein A € Form gibt, mit
r '3_: Aund I ; —A.

o =
:
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Hauptsitze der Pridikatenlogik erster Stufe

Konsistenz im deduktiven System

Bemerkung 4.9
» [ ist konsistent gdw jede endliche Teilmenge von I ist
konsistent.

» Ist [ inkonsistent, dann gilt T ; A fiir jede Formel A.

» U {=A} inkonsistent gdw I - A.
» U {A} inkonsistent gdw I = —A.

» /st [ inkonsistent, so ist [ nicht erfiillbar: Sei namlich A mit
' Aund T+ —A. | Interpretation, die I erfiillt (wegen
= A undT = —A) folgt aber | erfiillt {A,—A} 4

» Die Menge der allgemeingiiltigen Formeln ist konsistent.
» Die Menge der Theoreme von F (F') ist konsistent.
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Hauptsitze der Pridikatenlogik erster Stufe

Vollstandigkeit der Axiomatisierung

Satz 4.10 (Godel)

Vollstindigkeit der Axiomatisierung
Seien A € Form, X~ C Form, dann gilt:

Agdw A gdw F A
a) FA gdw LA gdw b

b) X konsistent gdw X erfiillbar.
) TEA gdw TEA

Beweis:
Siehe Yashuhara oder Enderton. m
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Theorien erster Stufe

Theorien erster Stufe

Definition 4.11

Sei L eine Sprache erster Stufe (fixiert durch die Funktions- und
-Préadikatskonstanten). ' C Form(L£) heiBt logische Theorie
erster Stufe, falls I abgeschlossen ist gegeniiber logischer
Folgerung, d.h. Ac Form T = A so AeT.

» Beachte: Alternative Definitionen in Literatur:
e [ Theorie, falls I abgeschlossen gegen MP und Generalisierung.
e [ Menge abgeschlossener Formeln, abgeschlossen gegen
logische Folgerung.
» T als generische Bezeichnung fiir Theorien.
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Theorien erster Stufe

Theorien erster Stufe (Forts.)

Bemerkung 4.12
Sei L Sprache 1-Stufe.
a) Tr={A| Ae Form(L), allgemeingiiltig} ist Theorie. Sie ist
in jeder Theorie (iber L enthalten.
b) Ts ={A| A€ Form(L), X = A} fir¥ C Form(L) ist eine

Theorie, die von X erzeugte Theorie oder durch die Axiome
Y definierte Theorie.

c) Ist T eine Theorie, so T I]—__ Agdw Ac T.
T inkonsistent gdw es gibt A mit A,~A€ T,d. h. T = Form.
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Theorien erster Stufe

Theorien erster Stufe (Forts.)

d) Sei R Relationalsystem (Struktur) fir L | = (D, I.). Dann ist
Tr ={A| A€ Form(L), R |= A} eine Theorie:
Die Theorie von R Schreibe auch: Th(R).

» Verwende hier R |= A, falls fiir jede Interpretation der
Variablen gilt R, I, |= A. Insbesondere R |= A gdw R = A,
wobei A ein universeller Abschluss von A ist.

(Tr = A zeige R = A klar, da R = Tr)
— Insbesondere:
o T ist konsistent fiir jede Struktur R.

e) T C Form(L) ist Theorie gdw
{A| A€ Form(L),= A} C T und T ist abgeschlossen
gegeniiber MP.
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Theorien erster Stufe

Theorien erster Stufe (Forts.)

Definition 4.13
Sei T eine Theorie erster Stufe tiber £

a) T heiBt vollstandig, falls fiir jede abgeschlossene Formel A
gilt: Ac T oder ~Ac T.

b) T heiBt (endlich) rekursiv axiomatisierbar, falls es eine
(endliche) rekursive Teilmenge ¥ C Form gibt mit
Ts ={AcForm(L) | X = A} =T.

c) T heiBt entscheidbar, falls T eine rekursiv entscheidbare
Teilmenge von Form ist.

Fragen: Finde (endliche) Axiomatisierungen wichtiger Theorien.
Insbesondere wann gilt Tr = Ty fiir = rekursiv.
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Theorien erster Stufe

Folgerungen

Bemerkung 4.14

a) Tpg ist vollstindig fiir jede Struktur R.
TR ist somit konsistent und vollstandig.

b) T erfiillbar (T hat eine Modell) gdw T konsistent.
c) T ist rekursiv axiomatisierbar, so T rekursiv aufzihlbar.

d) Ist T vollstindig, konsistent und rekursiv axiomatisierbar.
Dann ist die Menge der Aussagen von T rekursiv entscheidbar.

oA abgeschlossen, so A oder —A in T.
Da T rekursiv aufzdhlbar, findet man A oder —A in dieser

Aufzdhlung effektiv.
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Theorien erster Stufe

Folgerungen (Forts.)

e) Ist T vollstindig und konsistent, dann gilt T = Tx fiir eine
Struktur R.
oR |= T existiert, da T erfiillbar, d.h. T C Tg.
Angenommen T C Tr. Dann gibt es abgeschlossene Formel
Ac Tr mit A¢ T. Da T vollstindig ist, muss ~A € T
gelten, d. h. A,~AcTlg 4

Frage: Wann ist Ty vollstandig fiir rekursive X7
~~ Entscheidbarkeit!
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Theorien erster Stufe

Beispiele

Beispiel 4.15
Th(N) Theorie der natiirlichen Zahlen.
R =(N;0, S, +, *,=) natiirliche Interpretation der Sprache der
Arithmetik Konst. 0, S, +, * Funktionskonstante n € N,
n=5(S---(5(0)---) Schreibe auch: (5"0).
Die Satze von Goédel:

a) Th(N) ist nicht rekursiv entscheidbar.

b) Th(N) ist nicht rekursiv axiomatisierbar.

Oder

c) jede rekursive Axiomenmenge ist nicht vollstandig fiir Th(N).
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Theorien erster Stufe

Beispiele (Forts.)

< Insbesondere: Peano Axiome

Py
P

VxVy (S(x) = S(y) = x=y)

Vx S(x) #0

Vx x+0=x

VxVy x + S(y) = S(x +y)

Vxxx0=0

VxVy x* S(y) = x*y + x

Ax[0] = (vx (A = AL[S(x)]) — ¥x A),

(A Formel mit x als einzige frei vorkommende Variable in A)

Sind keine Axiomatisierung von Th(N).

u]
]
I
ul
iht
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Theorien erster Stufe

Beispiele (Forts.)

Beispiel 4.16 (Elementare Arithmetik (Arith. 1-Stufe))

Basis der Sprache: ({0,1,+, %}, {<}) Interpretation: Iy = (N, /.)
natiirliche Interpretation /.

< Th(la) vollstandig nicht rekursiv axiomatisierbar.

o =
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Theorien erster Stufe

Beispiele (Forts.)

Beispiel 4.17

Pressburger Arithmetik: Sprache ({0,1,+}, {<})
Interpretation Ipa = (N, /), I. wie gehabt.

» Th(Ipa) ist vollstindig, entscheidbar und endlich
axiomatisierbar.
Vx—(x < 0)
Ax < {VXxVy x < Sy <o x<yVx=y
VxVy x < yVx=yVy<x

QR
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Theorien erster Stufe

Beispiele (Forts.)

Beispiel 4.18

R reelle Zahlen, Sprache ({0,1,+,x,--- },{<})
Sprache der Kérpertheorie.

Th(R) ist rekursiv entscheidbar (Quantorenelimination).
Th(R) ist rekursiv axiomatisierbar.

[m] = =
;
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Theorien erster Stufe

Beispiele (Forts.)

Axiomatisierung;:
» Axiome fiir Korper

» Nullstellen fiir Polynome mit ungeradem Grad +
Ordnungsaxiome:

Vx —(x < x)

VxVy Vz((x <y Ay <z)—x<z)
VxVy x<yVy=xVy<x
VxVyVz x<y —=x+z<y-+z
VxVy 0<xA0<y—0<xxy
Vx 0<x— Jy(y*xy=x)
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Theorien erster Stufe

Beispiele (Forts.)

Reell abgeschlossene Korper
R ist , Beispiel” dafiir, Tarski

< Wichtige Folgerungen: Entscheidbarkeit der Ebenen
euklidische Geometrie!

Beispiel 4.19

Theorie der Ordnung mit Gleichheit (<, =) ist weiteres Beispiel
einer entscheidbaren Theorie.

¥ QC
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Algorithmen der Pradikatenlogik
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Aufzihlungsverfahren fiir PL-1

Aufzahlungsverfahren fiir PL-1

» X rekursiv, ¥ C Form, Ty = {A| X = A} ra.
» R Struktur, Tr = {A| R |= A} i. Allg. nicht r.a. (vollst.)

1. Deduktive Beweismethoden (Tx)
2. Induktive Beweismethoden (Tx)

I Hier nur 1. Grundlage: ¥ = A gdw {X, ~A} nicht erfiillbar.
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