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Ubungen zur Vorlesung Logik
Blatt 10

Prof. Dr. Klaus Madlener Abgabe bis 06. Juli 2011 10:00 Uhr

1. Aufgabe: [Interpretationen, Ubung]
Sei I = (D, I, I,,) die folgende Interpretation:

D =N

I.(1) =1y

I.(2) =2y
I.(p)(d

1
I.(q)(dy,d2) =1, falls d; | da
)( dy - dy (Multiplikation in N)
Iy(z) = I,(y) = 3.
Dabei seien d,d;,ds € D = N. Betrachten Sie weiter die folgenden Formeln:
A1 =Va [p(a) ¢ gz, 2)]
4y =Yz [(p(x) A g(z,2)) = Vylp(f (2, )]
Az =Vz [Vylg(y,2) = (y =2 Vy =1)] = ((x #2) = —p(x))]

Werten Sie die drei Formeln unter I aus.

2. Aufgabe: [Semantische Aquivalenz, Ubung]
Zeigen oder widerlegen Sie:

LV [p(z) A q(z)] == Vo [p(z)] AV [g(2)]
2. 3z [p(z) A q(2)] F= Fz [p(2)] A Tz [q(2)]

3. Aufgabe: [wichtige Sétze, 6 P]
Zeigen Sie:

1. {Vz[3 -2 > 4], 3z[p(z)],¢(3 + 4)} E Vz[42 > z] — Fz[p(x)]
- Ap(a),p(z +3) — Jyly > p(z + 3)],p V ¢,p(z + 3)} E Jyly > p(z + 3)]

3. {Vz[3 -z > 4], 3z[p(x)],q(3 + 4)} = Vy[Va[42 > 2] — 3z[p(x)]]

4. Va[=(p(x) — Jyla(f(a,0))])] B ~(Vylp(y)] — q(f(a,b)))

5. JAE-Bgdw.I',B|E -A
Benutzen Sie fur 5. nicht das Deduktionstheorem und keine Wertetabelle und schreiben
Sie nicht ,,gilt laut Vorlesung*.

[\)

4. Aufgabe: [PKNF, PDNF, 242P]
Bringen Sie A; in PKNF und A in PDNF:



AlE
AQE

Valp(z) = q(f(b) v Vy3z[r(f(x),9(2)) = (p(z) Ar(z,2))]]
Vay[(p(z) = q(2)) = 3z[r(z, 2) < q(2)]]

5. Aufgabe: [Semantische Aquivalenz und Folgerung, 6P]
Zeigen oder widerlegen Sie:

1.

S o N

Vr A= —3x -A

Vz [p(a) — q(x)] B pla) = Vx q(z)

Jz [p(z) A q(2)] = F2 [p(z)] A 3z [q(2)]

3z [p(z) A q(z)] gdw. = 3z [p(z)] A Jz [p()]
= Va [(p(a) A —q(b, ¢)) = (q(b,c) = p(a))]

= VP3IQ [P+ Q)]

Abgabe: bis 06. Juli 2011 10:00 Uhr im Kasten neben Raum 34-401.4



zu Aufgabe 1:

o A =Vz p(x) ¢ q(z,2)]
Die erste Formel gilt unter dieser Interpretation nicht: Sie bedeutet, dass jede
gerade Zahl ein Teiler von 2 ist, was in den natiirlichen Zahlen selbstverstédndlich
nicht der Fall ist. Umgekehrt, d.h. wenn statt ¢(x,2) ¢(2,z) dort stehen wiirde,
wiirde es natiirlich gelten, denn es gilt p(z) = ¢(2, z).

o Ay =V [(p(x) Ag(x,2)) = Vylp(f(z,y))]]
Die zweite Formel gilt: Der erste Teil sagt aus, dass x = 2 sein muss (z ist gerade
und Teiler von 2). Dann ist aber das Produkt von z und jeder anderen Zahl auch
gerade.

o Ag=Va [Vylg(y,z) = (y=aVy=1)] = ((z # 2) = ~p(z))]
Die dritte Formel gilt auch: Der erste Teil sagt, dass jeder Teiler von x entweder
gleich x oder gleich 1 ist, so dass x eine Primzahl sein muss. Alle Primzahlen aufler
2 sind ungerade, so dass in diesem Fall auch der zweite Teil gilt.

zu Aufgabe 2:
1. zu zeigen: Vz [p(x) A q(z)] E= Vo [p(z)] AV [¢(x)]

Wir zeigen diese Aquivlenz, indem wir die Definition der Interpretationen anwen-
den:

I(Va [p(z) A g(x)]) =1
gdw I®(p(z) A q(z)) =1 fiir alle d € D
gdw I*(p(x)) = 1 und I*%(g(z)) = 1 fiir alle d € D
gdw I(Vz [p(2)]) = I(vVa [g()]) =1
gdw I(Vx [p(z)] AV [g(x)]) =1

(
(

2. zu widerlegen: 3z [p(z) A q(z)] E= 3z [p(z)] A 3z [¢(x)]
Sei I eine Interpretation mitD = N, I(p(d)) = 1 gdw. d gerade und I(q(d)) =1
gdw. d ungerade. Dann erfiillt diese Interpretation die rechte Seite, aber nicht die
linke.

zu Aufgabe 3:
Fiir die hier verwendeten Sitze, Aquivalenzen etc. siehe Folien 181ff.
1. {Vz[3 -z > 4],3zp(z)],q¢(3 +4)} = Vx[42 > 2] — Tz[p(x)]:

Mit dem Deduktionstheorem ziehen wir den ersten Teil der rechten Formel in die
Menge und erhalten dann {--- ,3x[p(x)],--- } E Jz[p(x)], was offensichtlich gilt.
2. {p(a),p(x +3) = 3yly > plz +3)],p vV ¢,p(x + 3)} = 3yly > p(z + 3)]:
Modus-Ponens auf p(x + 3) und p(z + 3) — Jy[y > p(x + 3)] angewendet ergibt
die Behauptung.
3. {Vz[3 -z > 4], 3zp(x)],q(3+4)} = Vy[Vz[42 > z] — Jz[p(z)]]:
Die rechte Formel ist eine Generalisierung der Formel aus 1. Diese Regel ist an-
wendbar, weil y in Vz[42 > 2| — Jz[p(x)] nicht (frei) vorkommt.



4. Va[=(p(z) = 3yla(f(a,0)])] F= ~(Yylp(y)] = q(f(a,b))):

Wegen des Ersetzungstheorems gilt

Va[=(p(z) — Jylg(f(a,b))])]
F=Va[-~(p(z) = q(f(a,b)))]
F=-3z[-=(p(z) — q(f(a,b)))]
F=—3z[p(x) — q(f(a,D))]

F=~(Yylp(y)] = a(f(a,b))).

Der letzte Schritt ist dabei eine Anwendung der sechsten Aquivalenz auf Folie 183.
5. A -B gdw. I, B | -A:

I', A = =B gilt genau dann, wenn I', A, B unerfiillbar ist. Dies wiederum ist genau

dann der Fall, wenn T', B = —A.

zu Aufgabe 4:

Ay =Valp(z) = q(f(b) v Vy3z[r(f(2),9(2)) = (p(2) Ar(z,2))]] :

Valp(z) = q(f(b)) v Vy3z[r(f(z),9(2)) = (p(2) Ar(z,2))]]
== Valp(z) — q(f(b) vV 3z[r(f(2),9(2)) = (p(2) Ar(z,2))]]
== Va[-p(z) vV q(f (D) V 3z[-r(f(2),9(2)) V (p(2) Ar(z,2))]]
== Va3z[-p(z) V q(f (D) V —r(f(z),9(2)) V (p(2) A7(2,2))]
= Va3z[  (-p(z) vV a(f(b) V —r(f(x),9(2)) V p(2))

A (=p(x) Va(f(b) V —r(f(2),9(2) Vr(z, )]
A =VaVy[(p(z) — q(2)) — 3z[r(z, 2) < q(2)]]
Ay =VaVy[(p(x) — q(2)) — 3z[r(z, 2) < q(2)]]
E= Vz((p(z) — q(2)) — Jz[r(z,2) < q(2)]]
= Va[(p(z) = q(2)) = 32'[r(z,2") < q(2)]]
= Va[-~(-p(z) V q(2)) v 3 [(r(2, ") Agq(2) V (-r(2, 2') A —q(2))]
== Va[(p(z) A —q(2) Vv 3 [(r(x,2") A g(x)) V (=r(z, 2) A —g(2))]]
== Va3 [(p(z) A —q(2)) V (r(z, 2") Aga)) V (=r(z, 2') A =q(z))]

Soweit notwendig sind die Schritte von Folie 188 in der dort angegebenen Reihen-
folge durchgefiihrt worden.

zu Aufgabe 5:
1. Vo A == -3z -4
Die Aussage gilt:
I(Vx A) =1 gdw. I*?(A) = 1 fiir alle d € D gdw. es kein d gibt, so dass I*?(—=A) =
1 gdw. I(3z —=A) =0 gdw. I(—-3z -A4) = 1.



2. Va [p(a) = q(2)] == pla) — Va q(x)
Die Aussage gilt ebenfalls, Beweis dhnlich wie oben:

I(Vz [p(a) = q()]) =1
gdw. I*%(p(a) — q(x)) =1 fiir alle d € D
gdw. I%%(—p

(

gdw. I*%(=p(a)) = 1 oder I*%(q(z)) =1 fiir alle d € D

gdw. I(—=p(a)) = 1 oder I*?%(g(x)) = 1 fiir alle d € D (da z in =p(a) nicht vorkommt)
gdw. I(—=p(a)) =1 oder I(Vz [¢(x)]) =1

gdw. I(—=p(a) v Vz [q(z)]) =1

gdw. I(p(a) = vz [g(z)]) =1

3. 3z [p(z) A q()] == Fz [p(x)] ATz [g(2)]
Gilt nicht: Sei I := (N, I, I,) mit I,(p)(n) = 1, falls n gerade und I,(¢)(n) = 1,
falls n ungerade, dann erfillt I die rechte Seite, aber nicht die linke.

4. | Fx [p(x) A q(2)] gdw. |= 3z [p(z)] A Jz [p(=)]

Diese Aussage gilt, die Formeln sind beide keine Tautologien.
5. =V [(p(a) A —=q(b,c)) = (q(b, ¢) = p(a))]
Diese Formel ist eine Tautologie, es gilt:
vz [(p(a) A ~q(b, ¢)) = (q(b, ¢) = p(a))]
==1(p(a) A —q(b, ¢)) = (q(b, ¢) = p(a))
F=1—(p(a) = q(b,¢)) = (a(b,¢) = p(a))

Letztere Formel entsteht aus -(A — B) — (B — A), einer aussagenlogischen
Tautologie (in Ubung gezeigt, ggf. mit Wertetabelle, Tableaux etc. iiberpriifen).
Nach dem Tautologietheorem ist dann auch die pradikatenlogische formel eine
Tautologie. Alternativ kann man die Formel (ohne Quantor) auch in DNF bringen,
um die Tautologie zu erkennen.

6. |=VP3Q [P < Q)]

Die Formel ist allgemeingiiltig, Beweis mit Quantorenelimination:

YP3IQ [P + —Q)

3Q [W ¢ ~QIA3Q [F + Q)]

(W =WV (W < ~F) A ((F < =W) V (F < —F))
(W o F)V (W e W) A((F < F)V(F < W))
(FVW)A (W VW)

W AW

W

=
=
=
=
=
=



