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Ubungen zur Vorlesung Logik
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Prof. Dr. Klaus Madlener Abgabe bis 13. Juli 2011 10:00 Uhr

1. Aufgabe: [Axiomatisierung, Ubung]

1. Definieren Sie eine Formel A,, der Pradikatenlogik erster Stufe, so dass jede Inter-
pretation, die A,, erfiillt, genau n Elemente hat. Genauer ist damit gemeint, dass
in jeder Interpretation I = (D, I¢, Iy), die A, erfillt, der Definitionsbereich D
genau n Elemente hat.

2. Definieren Sie eine Formel A, der Priadikatenlogik erster Stufe, so dass jede erfiil-
lende Interpretation von A., unendlich viele Elemente hat.

3. Zeigen Sie, dass der Kompaktheitssatz nicht fir die Pradikatenlogik 2. Stufe gilt.

2. Aufgabe: [Herleitungen in F, 2+2P]
Zeigen Sie:

1. Vzp(z,v)], y = z Fr Vz[p(z, 2)].

2. Vzp(z) = q(2)], Vz[p(x)] Fr q(f(a))

3. Aufgabe: [Korrektheit von F/, 4+1P]

1. Zeigen Sie die Korrektheit der Generalisierungsregel.

2. In der Vorlesung wurde erwdhnt, dass die Aussage X Fr; A~ X Fr A im Allge-
meinen nicht gilt. Dies bedeutet, dass nicht alle logischen Folgerungen aus X, die
in F/ hergeleitet werden kénnen, auch in F hergeleitet werden kénnen. Warum
steht dieses Ergebnis nicht im Widerspruch zur Korrektheit beider Kalkiile?

4. Aufgabe: [Theorien, 3+3+2P]
Zeigen Sie:
1. Sei M eine Theorie erster Stufe. Es gibt eine Interpretation I mit [ = M, gdw. M
konsistent ist.
2. Falls T eine konsistente, nicht vollstdndige Theorie erster Stufe ist, dann gilt fiir
jede abgeschlossene Formel A mit A, ~A ¢ T', dass sowohl Ty 4} als auch Trpyp- 43
konsistente Theorien sind.

3. Seien T} und 75 Theorien erster Stufe. Gilt 77 C 75 und ist 77 vollstandig, dann
ist T inkonsistent.



5. Aufgabe: [Theorien, 5P|
Sei T eine konsistente, nicht vollstdndige Theorie erster Stufe. Zeigen Sie, dass es
mindestens zwei verschiedene Relationalstrukturen gibt, die T" erfiillen.

6. Aufgabe: [Nichtstandardmodelle, 5P]

Zeigen Sie, dass es Nichtstandardmodelle fiir die Peano-Axiome gibt (Folie 220). D.h.
zeigen sie, dass es eine Interpretation gibt, die die Menge P der Peano-Axiome erfiillt,
die aber nicht isomorph zu den natiirlichen Zahlen ist.

Hinweis: Betrachten Sie das folgende erweiterte Axiomensystem und wenden sie den
Kompaktheitssatz an:

P*:=PU{A; |ieN},

wobei A; = 3z [S*(0) + 2z = co]. Dabei sei oo ein neues Konstantensymbol und S%(0) sei
die i-malige Anwendung von S auf 0, also z.B. $3(0) = S(S5(5(0))).

7. Aufgabe: [Axiomatisierung, 14+3+5P]
Charakterisieren Sie die Aussagenlogik (in den Operatoren —, A und V und mit den
Konstanten true und false) mit Hilfe der Pradikatenlogik. Gehen Sie dazu wie folgt vor:

1. Geben Sie eine Sprache der Préadikatenlogik an, so dass jeder Term eine boolesche
Formel représentiert.

2. Geben Sie Axiome an, die die booleschen Operatoren charakterisieren. D.h. sind
zwei Terme ¢; und to dquivalent im Sinne der Aussagenlogik und erfiillt eine In-
terpretation I Thre Axiome, dann soll I(¢1) = I(t2) gelten.

3. Geben sie fur die Pradikatskonstanten taut(z), uns(x), conc(z) und eq(z, y) jeweils
Axiome an, so dass gilt:

e Y = taut(t) gdw. t eine Tautologie im Sinne der Aussagenlogik ist.
e ¥ = uns(t) gdw. t unerfillbar im Sinne der Aussagenlogik ist.
e ¥ E conc(ty,tz) gdw. t; =ty im Sinne der Aussagenlogik gilt.

e ¥ | eq(ty,te) gdw. t; und t9 logisch dquivalent im Sinne der Aussagenlogik
sind.

Y. bezeichnet dabei die Menge der Axiome aus (2) und (3). Begriinden Sie die
Korrektheit Threr Axiome. Wie miisste man die Korrektheit formal beweisen?

Abgabe: bis 13. Juli 2011 10:00 Uhr im Kasten neben Raum 34-401.4



zu Aufgabe 1:

1. Definieren Sie eine Formel A,, der Pradikatenlogik erster Stufe, so dass jedes Mod-
ell von A, genau n Elemente hat:

Wir definieren zuerst eine Hilfsformel A>,,, deren Modelle mindestens n Elemente
haben miissen. Mit dieser kann eine zweite Hilfsformel A<, := —A>, 1 definiert
und schlieBlich A,, als die Konjunktion beider Hilfsformeln definiert werden. Die
Idee bei A>,, ist einfach, die Existenz n verschiedener Elemente zu fordern. Setze

also
Asp =3z ---Fop( 1 F 22 A1 F 23N ANT1 F X
Nxo #£x3 N+ ATy # Ty
A Tp_1 # Tp).
Eine Interpretation I = (D,I.,I,) ist genau dann Modell von As,, wenn es

di,...,d, € D gibt, die paarweise verschieden sind. Also gilt I = ¢>, genau
dann, wenn D eine n-elementige Teilmenge enthélt, also mindestens n Elemente
hat.

Setze nun A<, := - Aspq1. Dann ist I = (D, I, I,) genau dann ein Modell von
p<n, wenn I kein Modell von ¢>,41 ist; also genau dann, wenn D nicht min-
destens n + 1 Elemente enthélt. Also ist I genau dann ein Modell von ¢<,,, wenn
D hochstens n Elemente enthalt.

Setze nun A,, := A>, A A<,,. Ein Modell dieser Formel muss gleichzeitig midestens
und héchstens n Elemente haben, also genau n Elemente.

2. Definieren Sie eine Formel A, der Pradikatenlogik erster Stufe, so dass jedes Mod-
ell von A, unendlich viele Elemente hat:

Hier kann leider nicht analog zu oben vorgegangen werden, d.h. man kann nicht
durch irgendeine Formel erzwingen, dass es unendlich viele paarweise verschiedene
Elemente gibt. Dazu miisste eine Formel nach obigem Schema unendlich lang sein.
Die Unendlichkeit der Triagermenge D wird daher auf indirekte Weise erzwungen.
Die Idee ist, mit der Formel eine Eigenschaft der Tragermenge zu beschreiben, die
endliche Mengen einfach nicht haben. Eine solche Eigenschaft ist z.B. die Existenz
von Funktionen, die injektiv, aber nicht surjektiv sind oder umgekehrt. In endlichen
Mengen ist ndmlich jede Funktion genau dann injektiv, wenn sie auch surjektiv ist.
Wenn wir also eine Funktion beschreiben, entweder injektiv oder surjektiv ist, dann
muss D unendlich sein. Damit kann A, z.B. wie folgt definiert werden:

Ao 1= = (YaVylf(x) = fy) = & = y]) & (Vedylf(y) = z]).
I.(f) injektiv I.(f) surjektiv




Bei dieser Formel ist zu beachten, dass die Negation — anders als bei den oben
definierten Formeln — nicht automatisch einen endlichen Definitionsbereich hat:
Aso fordert nur, dass die Funktion I.(f) entweder injektiv oder surjektiv ist und
—1As wiirde dann nur bedeuten, dass sie entweder beides oder nichts ist. Auf ein-
er unendlichen Trigermenge gibt es aber durchaus Funktionen, die weder injektiv
noch surjektiv sind, ebenso wie es bijektive Funktionen gibt, so dass die Tréger-
menge durchaus unendlich sein kénnte. Um auf diese Art und Weise eine Formel
zu definieren, die auf jeden Fall einen endlichen Definitionsbereich hat, muss eine
Formel der Pradikatenlogik 2. Stufe bemiiht werden (sieche Aufgabe ?7).

Eine andere solche Eigenschaft unendlicher Mengen wére die Existenz einer Ord-
nungsrelation mit unendlichen aufsteigenden Ketten. Man kann also z.B. ein Pradikat
,<'“ einfithren und seine Eigenschaften axiomatisch beschreiben.

3. Zeigen Sie, dass der Kompaktheitssatz nicht fiir die Pradikatenlogik 2. Stufe gilt.
Betrachte die Menge ¥ = {=A._, A, | n > 1} mit

Al = 3F(Vavy[F(z) = F(y) — = = y]) + (Yo3y[F(y) = 2]).
und
A, wie in Aufgabenteil 1.

Damit = A/ erfullt ist, muss das Modell endlich sein, damit jedes A,, erfiillt ist,
muss das Modell jedoch unendlich sein. Wére namlich |[D| = n, so wiirde nicht
I &= A, 41 gelten. Also ist ¥ unerfiillbar. Jede endliche Teilmenge ist aber erfiillbar,
da diese nur Formeln A, bis zu einem mazimalen n enthélt. Jede Interpretation mit
|D| > n erfiillt diese endliche Teilmenge von ¥. Damit ist ¥ selbst also unerfiillbar,
jede endliche Teilmenge aber erfiillbar, was dem Kompaktheitssatz widerspricht.

Der Unterschied zwischen Ao, aus Aufgabe 1 und A/ hier ist, dass in letzterer
Formel iiber F quantifiziert wird. Wahrend bei A, also iiber eine ganz konkrete
Funktion geredet wird, wird hier allgemeiner die Existenz einer Funktion gefordert,
die entweder injektiv oder surjektiv ist. Im Fall A’ bzw. A, macht dies, was das
Modell angeht, keinen Unterschied, in beiden Féllen muss das Modell unendlich
sein. Jedes Modell von —A’_ muss jedoch endlich sein, da diese Formel nun wirklich
bedeutet, dass jede Funktion iiber D genau dann injektiv ist, wenn sie surjektiv
ist, was nur in endlichen Mengen der Fall ist.

zu Aufgabe 2:
1. Valp(z, )], y = 2 7 Valp(z, 2))

By =Vzp(z,y)] Hypothese
By=y==z Hypothese
Bs =y =2z — (Vzp(z,y)] = Va[p(z,2)]) Ax8

By =Vz[p(z,y)] = Yz[p(x, 2)] MP (B3, Bs)

By = Vz[p(z, 2)] MP(By, By)



2. Valp(x) = q()], Valp(@)] b= a(f(a):

By =Vz[p(z) — q(z)] Hypothese
By =Vz[p(z)] Hypothese
By = (Yolp(x) - (2)]) > (Valp(@)] = Valg(x)]) AxS

By =Vz[p(z)] — Vzig(x) MP(By, Bs)
Bs = Vz[q(z)] MP (B3, By)
By = Velg(a)] - 4(f(a)) Axd

B7 = q(f(a ) MP(B5, BG)

zu Aufgabe 3:

1. Es ist zu zeigen, dass Yz A eine Tautologie ist, wenn A eine Tautologie ist. Sei also
A eine Tautologie. Das heifit, I = A fiir jede Interpretation I. Insbesondere erfiillt
jedes I die Formel A unabhiingig davon, wie  interpretiert wird, also gilt %% = A
fir alle d € D und alle Interpretationen I. Dies wiederum bedeutet I |= VzA fiir
alle Interpretationen I.

Nur die Aussage A = Vz A zu zeigen hétte hier, anders als in den bisher kennen-
gelernten Fallen, nicht geniigt, da diese Aussage i.A. nicht gilt.

2. Die Korrektheit eines Kalkiils ist weiterhin nur iiber die Tautologien definiert und
fiir Tautologien gilt die Aussage, wie oben gezeigt. D.h. jedes Theorem in F’ ist
tatsdchlich eine Tautologie. Eine Konsequenz aus der Tatsache, dass X Fx, A ~
¥ k7 A im Allgemeinen nicht gilt, ist, dass das Deduktionstheorem in F’ nur unter
Einschrankungen gilt (vgl. Folie 207).

zu Aufgabe 4:

1. Wenn es ein Modell gibt, dann kann M nicht inkonsistent sein. Also ist eine Rich-
tung gezeigt.

Wenn M konsistent ist, und eine Theorie ist, dann gilt nach dem Vollstandigkeitssatz
4.10, dass M erfiillbar ist, also gibt es ein Modell I mit I = M.

2. Wir fiithren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, dass eine der beiden The-
orien inkonsistent ist.

Fall 1: T 4y ist inkonsistent. D.h. B, =B € T4y fiir irgendeine (abgeschlossene)
Formel B. Da T4y = Folg(T U {=A} nur der logische Abschluss von
T U{-A} ist, gilt dann T U{—-A} = B, B, so dass T'U{—A} unerfiillbar ist.
Dies ist gleichbedeutend mit T' = A. Da T aber eine Theorie ist, muss dann
A € T gelten, was ein Widerspruch zu der Annahme ist, dass weder A noch
= A in T enthalten sind.

Fall 2: T7y4y ist inkonsistent. Da A == == A gilt, ist dann auch T 4} inkon-
sistent. Daraus kann man analog zu Fall 1 folgern, dass dann = A in T enthal-
ten sein miisste.

3. Da Tj; eine echte Obermenge von T} ist, gibt es eine abgeschlossene Formel A, die
in Ty, aber nicht in 77 ist. Weil T aber vollstdndig ist, muss dann —A € 77 und
damit auch —A € Ty gelten. Damit ist T5 inkonsistent.



zu Aufgabe 5: Zu zeigen: Ist T eine konsistente, nicht vollstdndige Theorie, dann gibt
es zwei verschiedene Relationalstrukturen, die T erfiillen.

Aufgabe 4.2 sagt uns schon, dass wir T" auf zwei verschiedene Arten konsistent erweitern
kénnen. Auflerdem wissen wir aus der Vorlesung, dass es zu jeder vollstdndigen und
konsistenten Theorie T eine Relationalstruktur R gibt, so dass T' = T gilt. Die Idee
ist nun, T auf zwei Arten zu erweitern und diese Erweiterungen zu vervollstidndigen.

Dann erhalten wir zwei Relationalstrukturen sich voneinander unterscheiden, aber beide
T erfiillen.

Sei also A eine abgeschlossene Formel, so dass weder A noch —A in T enthalten sind und
seien Ty := Tpygay bzw. Ty := Tpyi-ay- Nach Aufgabe 4.2 sind T} und T, konsistent,
aber wir halten schon einmal fest, dass eine Interpretation, die 77 erfiillt, T nicht erfiillen
kann und umgekehrt. Eine Interpretation, die sowohl T3 als auch 75 erfiillt, miisste A
und —A gleichzeitig erfiillen.

Wir erweitern nun 77 zu einer vollstdndigen, konsistenten Theorie, indem wir eine dhn-
liche Konstruktion wie beim Beweis des Kompaktheitssatzes verwenden: Wir betrachten
eine Aufzdhlung A4, Ao, ... aller abgeschlossenen Formeln der betrachteten PL1-Sprache
und konstruieren eine aufsteigende Folge von Theorien, die alle konsistent sind und deren
Vereinigung vollstdndig sein muss:

S; falls A; € S;
S1 =T Siy1:= {

TSiU{_‘Ai} falls Az ¢ S@

Wir definieren S := (J;cn ;- Die S; sind alle konsistent, da in keinem Schritt Formeln
hinzugenommen werden, die der vorherigen Theorie widersprechen (Induktion nach ).
Damit und weil die S; eine aufsteigende Kette bilden, ist auch S konsistent. Da in
der Aufzéhlung alle abgeschlossenen Formeln betrachtet werden, muss S am Ende auch
vollstandig sein. Daher gibt es eine Relationalstruktur R, so dass Tr_ = T gilt. R
erfullt dann S und deshalb auch T} bzw. T.

Auf die gleiche Weise konnen wir eine Relationalstruktur R¢ konstruieren, die 75 und
T erfiillt. Wie oben erwéihnt, konnen die Strukturen nicht gleich sein, da sie dann A
und —A gleichzeitig erfiillen miissten. Wir haben also gezeigt, dass es zwei verschiedene
Relationalstrukturen gibt, die beide T erfiillen.

Zum Schluss sei noch angemerkt, dass man auf die selbe Weise induktiv weitere erfiil-
lende Strukturen konstruieren kann, da 77 bzw. T ja wieder nicht vollstandige, kon-
sistente Theorien sind. Fiir eine unvollstdndige Theorie, in der noch unendlich viele
abgeschlossene Formeln "fehlen", kann man so die Existenz unendlich vieler erfiillen-
der Strukturen zeigen. Die Peano-Axiome bzw. die von ihnen erzeugte Theorie sind ein
Beispiel fiir eine solche Theorie.

zu Aufgabe 6: Zu zeigen: Es gibt Nichtstandardmodelle fiir die Peano-Axiome.

Wie in der Aufgabe angegeben, benutzen wir das folgende erweiterte Axiomensystem.

P*i=PU{A; |i€eN},



wobei A; = 3z [S1(0) + z = oo] und oo ein neues Konstantensymbol ist.

Wir wollen zeigen, dass jede endliche Teilmenge dieses Axiomensystems erfiillbar ist.
Dazu definieren wir die Mengen

Dies sind nicht alle endlichen Teilmengen von P*, aber jede solche endliche Teilmenge
ist auch Teilmenge eines P; und es geniigt deshalb zu zeigen, dass jedes P; erfiillbar ist
(vgl. Aufgabe 6 auf Blatt 2).

Die folgende Interpretation erfiillt F;:
I=(N,I.,1I,)

wobei S, + und * durch die iiblichen Nachfolger-, Additions- und Multiplikationsfunk-
tionen auf N interpretiert werden und

I.(00) =1i.

Dass diese Interpretation P; tatséchlich erfiillt, kann man leicht einsehen. Damit ist jedes
P; und daher auch jede Teilmenge von P* erfiillbar und nach dem Kompaktheitssatz ist
dann auch P* erfillbar. Die natiirlichen Zahlen sind aber sicher kein Modell fiir P*, denn
dieses Element oo ist — wie das Symbol ja auch schon nahelegt — ein unendliches Element.
Die Formeln A; in P* erfordern zusammen, dass oo grofler ist als jede natiirliche Zahl.
Es gibt also ein Modell fiir P*, das nicht isomorph zu N ist und da P eine Teilmenge
von P* ist, erfiillt dieses Modell auch die Peano-Axiome.

Die hier verwendete konstruktion ist ein Spezialfall von Aufgabe 5. Die Theorie der
Peano-Axiome entspricht der dort verwendeten Theorie T', die hier um ein Axiom er-
weitert wird, das von den natiirlichen Zahlen (eine Relationalstruktur!) nicht erfillt wird.
Dass hier der Kompaktheitssatz verwendet wird, ist auch kein Zufall, ist die Konstruktion
in dessen Beweis der von Aufgabe 5 doch sehr dhnlich.

zu Aufgabe T:

1. Die benétigte Sprache besteht einfach aus den erwahnten Konstanten true und
false, den Funktionskonstanten and, or (zweistellig) sowie not (einstellig). AuBer-
dem nehmen wir noch die Individuenkonstanten p; fiir alle ¢ € N und wie iiblich
die Individuenvariablen z; hinzu, um die aussagenlogischen Variablen zu représen-
tieren. Achtung: Die p; sind hier Funktionskonstanten und nicht, wie sonst tiblich,
Pradikatskonstanten. Dies soll die Notation aus der Aussagenlogik widerspiegeln.
Wer sich damit unwohl fiihlt, kann statt p; einfach a; einsetzen. Wie iblich, wer-
den wir bei der Naotation p, g, r etc. und z, y, z verwenden. Ein einstelliges
Pradikatssymbol ist in dieser Sprache automatisch eine Bewertung, da es jedem
Term (also jeder aussagenlogischen Formel) einen Wahrheitswert zuordnet. Wir
verwenden fiir Bewertungen den Bezeichner val.



2. Die Axiome fiir die logischen Operatoren sind einfach, wir fithren die Bewertun-
gen von not-, and- und or-Termen genau auf die logischen Verkniipfungen der
Pradikatenlogik zuriick. Da die Operatoren unter allen Bewertungen gleich aus-
gewertet werden sollen, miissen wir iiber die Bewertungen quantifizieren (Pradi-
gatenlogik zweiter Stufe):

Azl : VVal Vz Val(not(x)) “ —Val(zx)
Az2 : VVal VzVy Val(and(z,y)) “— Val(x) A Val(y)
Ax3: VYVal VaVy Val(or(z,y)) “ Val(z) vV Val(y)

3. Die Axiome fiir taut, uns, conc und eq geben nun genau die Definitionen aus der
Aussagenlogik wieder:

Az4 : Vo taut(x) > VVal [Val(z)]

Azb : Vo uns(z) ~ taut(not(zx))

Ax6 : VaVy conc(z,y) “ VWal [Val(z) = Val(y)]
AxT : VaVy eq(x,y) “ conc(x,y) A conc(y, x)

Wie oben erwéhnt, sind die Axiome korrekt, weil sie sich direkt an die Definitionen
aus der Aussagenlogik halten. Formal miisste man das mit einer Induktion iiber
den Aufbau der Terme bzw. aussagenlogischen Formeln beweisen, da Bewertungen
induktiv definiert sind.



