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1. Aufgabe: [Axiomatisierung, Ubung]

1. Definieren Sie eine Formel A,, der Pradikatenlogik erster Stufe, so dass jede Inter-
pretation, die A,, erfiillt, genau n Elemente hat. Genauer ist damit gemeint, dass
in jeder Interpretation I = (D, I¢, Iy), die A, erfillt, der Definitionsbereich D
genau n Elemente hat.

2. Definieren Sie eine Formel A, der Priadikatenlogik erster Stufe, so dass jede erfiil-
lende Interpretation von A., unendlich viele Elemente hat.

3. Zeigen Sie, dass der Kompaktheitssatz nicht fir die Pradikatenlogik 2. Stufe gilt.

2. Aufgabe: [Herleitungen in F, 2+2P]
Zeigen Sie:

1. Vzp(z,v)], y = z Fr Vz[p(z, 2)].

2. Vzp(z) = q(2)], Vz[p(x)] Fr q(f(a))

3. Aufgabe: [Korrektheit von F/, 4+1P]

1. Zeigen Sie die Korrektheit der Generalisierungsregel.

2. In der Vorlesung wurde erwdhnt, dass die Aussage X Fr; A~ X Fr A im Allge-
meinen nicht gilt. Dies bedeutet, dass nicht alle logischen Folgerungen aus X, die
in F/ hergeleitet werden kénnen, auch in F hergeleitet werden kénnen. Warum
steht dieses Ergebnis nicht im Widerspruch zur Korrektheit beider Kalkiile?

4. Aufgabe: [Theorien, 3+3+2P]
Zeigen Sie:
1. Sei M eine Theorie erster Stufe. Es gibt eine Interpretation I mit [ = M, gdw. M
konsistent ist.
2. Falls T eine konsistente, nicht vollstdndige Theorie erster Stufe ist, dann gilt fiir
jede abgeschlossene Formel A mit A, ~A ¢ T', dass sowohl Ty 4} als auch Trpyp- 43
konsistente Theorien sind.

3. Seien T} und 75 Theorien erster Stufe. Gilt 77 C 75 und ist 77 vollstandig, dann
ist T inkonsistent.



5. Aufgabe: [Theorien, 5P|
Sei T eine konsistente, nicht vollstdndige Theorie erster Stufe. Zeigen Sie, dass es
mindestens zwei verschiedene Relationalstrukturen gibt, die T" erfiillen.

6. Aufgabe: [Nichtstandardmodelle, 5P]

Zeigen Sie, dass es Nichtstandardmodelle fiir die Peano-Axiome gibt (Folie 220). D.h.
zeigen sie, dass es eine Interpretation gibt, die die Menge P der Peano-Axiome erfiillt,
die aber nicht isomorph zu den natiirlichen Zahlen ist.

Hinweis: Betrachten Sie das folgende erweiterte Axiomensystem und wenden sie den
Kompaktheitssatz an:

P*:=PU{A; |ieN},

wobei A; = 3z [S*(0) + 2z = co]. Dabei sei oo ein neues Konstantensymbol und S%(0) sei
die i-malige Anwendung von S auf 0, also z.B. $3(0) = S(S5(5(0))).

7. Aufgabe: [Axiomatisierung, 14+3+5P]
Charakterisieren Sie die Aussagenlogik (in den Operatoren —, A und V und mit den
Konstanten true und false) mit Hilfe der Pradikatenlogik. Gehen Sie dazu wie folgt vor:

1. Geben Sie eine Sprache der Préadikatenlogik an, so dass jeder Term eine boolesche
Formel représentiert.

2. Geben Sie Axiome an, die die booleschen Operatoren charakterisieren. D.h. sind
zwei Terme ¢; und to dquivalent im Sinne der Aussagenlogik und erfiillt eine In-
terpretation I Thre Axiome, dann soll I(¢1) = I(t2) gelten.

3. Geben sie fur die Pradikatskonstanten taut(z), uns(x), conc(z) und eq(z, y) jeweils
Axiome an, so dass gilt:

e Y = taut(t) gdw. t eine Tautologie im Sinne der Aussagenlogik ist.
e ¥ = uns(t) gdw. t unerfillbar im Sinne der Aussagenlogik ist.
e ¥ E conc(ty,tz) gdw. t; =ty im Sinne der Aussagenlogik gilt.

e ¥ | eq(ty,te) gdw. t; und t9 logisch dquivalent im Sinne der Aussagenlogik
sind.

Y. bezeichnet dabei die Menge der Axiome aus (2) und (3). Begriinden Sie die
Korrektheit Threr Axiome. Wie miisste man die Korrektheit formal beweisen?

Abgabe: bis 13. Juli 2011 10:00 Uhr im Kasten neben Raum 34-401.4



