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1. Aufgabe: [strukturelle Induktion, Ubung]
Zeigen Sie mit struktureller Induktion tiber den Aufbau der Aussageformen:

1. Jede aussagenlogische Formel enthélt zumindest ein von — verschiedenes Symbol.

2. In jeder aussagenlogischen Formel A € F ist die Anzahl der Klammerpaare gleich
der Anzahl der Operatoren.

3. Sei n die Anzahl der Vorkommen von Variablen von A € F'. Dann ist die Anzahl
der Operatoren in A mindestens n — 1.

2. Aufgabe: [Bewertung von Formeln, Ubung]
Seien p,q € V aussagenlogische Variablen. Zeigen Sie durch Betrachtung aller Bewer-
tungen:

1. Ay = (p— q) V(g — p) ist eine Tautologie, d.h. die Formel ist fiir alle Belegungen
erfiillt.

2. Ay = (p — q) A (¢ — p) ist erfiillbar, d.h. es gibt erfiillende Belegungen.

3. Aufgabe: [Beziehung zwischen umgangssprachlicher und formaler Logik, 8P]
Versuchen Sie, die folgenden umgangssprachlichen Aussagen in Formeln der Aussagen-
logik zu iibertragen.

1. ,,Studenten essen in der Mensa.”
2. ,Wenn es um den Sitzplatz geht, das Alter sitzt, die Jugend steht!“

3. ,Wer Banknoten nachmacht oder verfilscht oder nachgemachte oder verfilschte
sich verschafft und in Verkehr bringt, wird mit Freiheitsstrafe nicht unter zwei
Jahren bestraft.

4. William Shakespeare schrieb ‘Moby Dick’ und Paris ist die Hauptstadt von Spanien
oder Katzen jagen Méause.

,Freitags isst man Schweinertickensteak
,Dieser Satz hat fiinf Worter
»Dieser Satz hat nicht fiinf Worter

,Wenn es einen Wochentag gibt, an dem das Mensaessen an allen Ausgaben gut
ist, dann gibt es auch einen Wochentag, an dem es an keiner Ausgabe gut ist.”

© N oo

Welche dieser Aussagen sind ,wahr, welche ,falsch“? Diskutieren Sie kurz die auftre-
tenden Probleme.

Beispiel: Um die Aussage ,,Wenn ich nicht zu hause bin, kannst du mich tiber Mobilfunk
erreichen’ zu formalisieren, kann man zwei Atome



e A = ,Ich bin zu hause.* und
e B = ,Du kannst mich iiber Mobilfunk erreichen .

definieren. Die obige Aussage lasst sich dann durch die Formel (—A) — B représentieren.
Diese Aussage ist falsch. (Wer ist mit ,,Ich“ und ,Du“ gemeint?)

4. Aufgabe: [Beziehung zwischen umgangssprachlicher und formaler Logik, 6P]
,Worin besteht das Geheimnis Thres langen Lebens?“ wurde ein 100-jahriger gefragt.
,Ich halte mich streng an die folgenden Diétregeln: Wenn ich kein Bier zu der Mahlzeit
trinke, dann esse ich immer Fisch. Immer wenn ich Fisch und Bier zusammen habe,
verzichte ich auf Eiscreme. Wenn ich Eiscreme esse oder Bier meide, riihre ich Fisch
nicht an’, antwortete er. Der Fragesteller fand diesen Ratschlag ziemlich verwirrend.

Formalisieren Sie den Didtplan mit Aussageformen und versuchen Sie, eine weniger ver-
wirrende Formulierung zu finden.

5. Aufgabe: [strukturelle Induktion, 8P]

1. Zeigen Sie, dass jede aussagenlogische Formel endlich ist.

2. Definieren Sie induktiv die Menge G aller aussagenlogischen Formeln, in denen nur
die Operatoren —, A,V vorkommen, und in denen genau jede Variable negiert ist
(also keine zusammengesetzten negierten Formeln). Zeigen Sie mit struktureller
Induktion, dass in jeder Formel A € G genau so viele einstellige Operatoren wie
Variablen vorkommen.

3. Betrachten Sie die beiden folgenden induktiv definierten Formelmengen:

F': 1. pje F' firallei e N
2. Sind A, B € F’, so sind auch AANBund AV B € F'.
3. F’ ist die kleinste Menge, die 1. und 2. erfiillt.
F": 1. FF Cc F”
2. Sind A,B € F”, so sind auch -A, A — B und A<« B e F".
3. F” ist die kleinste Menge, die 1. und 2. erfiillt.

Beschreiben Sie jeweils mit eigenen Worten, was fiir Formeln diese Mengen enthal-
ten und geben Sie Beispiele fiir Formeln an, die enthalten bzw. nicht enthalten
sind.



6. Aufgabe: [Bewertung von Formeln, 6P]
Welche der folgenden aussagenlogischen Formeln sind Tautologien, erfiillbar oder uner-
fillbar?

Az=-(((p =~ 9 Ap) —q)
Ay=-((-pVag)Ap) Vg
As=p——p
As=(pV @ A(~gVr)A(-rVp)
A7=(pAq@)V(~gAT)V (=1 AD)
As=p— (¢ —p)
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zu Aufgabe 1:

1. zu zeigen: Jede aussagenlogische Formel enthélt zumindest ein von — verschiedenes
Symbol.

Induktionsanfang: Im Induktionsanfang miissen die atomaren Formeln betrachtet
werden. Diese sind nach der Definition von F' aus der Vorlesung gerade die
aussagenlogischen Variablen p; fiir alle ¢ € N. Jede Atomare Formel ist al-
so eine Variable, enthélt also auch eine solche. Damit ist gezeigt, dass jede
atomare Formel ein von — veschiedenes Symbol enthélt.

Induktionsvoraussetzung: Jede echte Teilformel einer Formel A enthalte ein von
= veschiedenes Symbol.

Induktionsschritt: Zu zeigen: Dann enthdlt Auch A nun auch ein von — ver-
schiedenes Symbol. A kann von der Form A = (-=B) oder A = (B x C) fur
x € {\,V,—, <>} sein. Da B und C nach Induktionsvoraussetzung ein von —
verschiedenes Symbol enthalten, gilt dies auch fir A.

2. zu zeigen: In jeder aussagenlogischen Formel A € F ist die Anzahl der Klammer-
paare gleich der Anzahl der Operatoren.

Induktionsanfang: Fiir die atomaren Formeln A € F' gilt, dass die Anzahl der
Klammenpaare und der Operatoren jeweils 0, also gleich ist. Damit gilt die
Behauptung fiir alle atomaren Formeln.

Induktionsvoraussetzung: Fiir alle Elemente einer Teilmenge X C F sei die An-
zahl der Klammerpaare gleich der Anzahl der Operatoren.

Induktionsschritt: Zu zeigen: In allen Formeln A, die aus Formeln in X zusam-
mengesetzt sind, ist die Anzahl der Operatoren auch gleich der Anzahl der
Klammerpaare. Wie oben schon bemerkt, gilt A = (=B) oder A = (B % C)
fir B,C € X und * € {A,V,—,«}. In In beiden Féllen kommen zu den
Klammern und Operatoren in B und C, die laut Induktionsvoraussetzung die
Behauptung erfiillen noch je eine 6ffnende, eine schlieBende Klammer und ein
Operator hinzu, so dass die Behauptung auch fiir A gilt.

Die Induktionsvoraussetzung ist hier anders formuliert als oben, diese For-
mulierung ist jedoch gleichwertig mit der obigen und es ist Geschmackssache,
welche man benutzt. Da Formeln induktiv aus anderen Formeln zusammenge-
setzt sind, geht es bei der strukturellen Induktion darum, die Behauptung
unter der Voraussetzung zu zeigen, dass sie fiir alle echten Teilformeln schon
gilt. Dies kann ebensogut beschrieben werden, indem man annimmmt, die
Behauptung gelte fiir eine Formelmenge X, und dann zeigt, dass sie nun fiir
alle Formeln gilt, die man aus Formeln aus X zusammensetzen kann. Da die
Menge X beliebig ist, hat man damit auch gezeigt, dass die Behauptung fiir
jede zusammengesetzte Formel gilt.

3. zu zeigen: Ist n die Anzahl der Vorkommen von Variablen von A € F, so ist die
Anzahl der Operatoren in A mindestens n — 1.



Induktionsanfang: Fiir die atomaren Formeln A € F gilt, dass keine Operatoren
und genau eine Variable vorkommt. Damit gilt die Behauptung fiir die atom-
aren Formeln.

Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gelte fiir alle Teilformeln von A.
Induktionsschritt: Zu zeigen: Dann gilt sie auch fir A.

a) A = (—B). Hier bleibt die Anzahl der Vorkommen von Variablen in A
gleich der in B, die Anzahl der Operatoren erhoht sich gegeniiber der von
B um 1. Nach der Induktionsvoraussetzung galt die Ungleichung schon
fr B, also gilt sie weiterhin auch fir A.

b) A = (B % C) Seien op die Anzahl der Operatoren in B, tp die Anzahl
der atomaren Formeln in B, oc und t¢ entsprechend fir C'. Nach Induk-
tionsvoraussetzung gelten tg — 1 < o und t¢ — 1 < o¢. Fiir die zusam-
mengesetzte Formel gilt nun, dass die Anzahl der atomaren Formeln
ta = tp + tc ist und die Anzahl der Operatoren o4 = og + oc + 1. Es
folgt opa=ogp+oc+12> (tB—1)+(tc—1)+1 = (tB—{—tc—l) =tq—1

Achtung: Die Induktionsvoraussetzung ist hier sehr grob formuliert. Das
liegt hier daran, dass man die Definitionen von o4, t4 etc. sonst schon in der
Induktionsvoraussetzung hétte angeben miissen, was das Lesen dieses Textes
sicher erschwert hétte. Im Allgemeinen sind solche groben Formulierungen
jedoch mit Vorsicht zu genieflen, weil man sonst leicht dazu neigt, diesen Satz
der Einfachheit halber immer hinzuschreiben. Wir werden jedoch Beispiele
fir Induktionsaufgaben sehen, bei denen dies nicht richtig wére.

Bemerkungen:

e In der Literatur werden Induktionsbeweise oft abgekiirzt, indem nur Induktionsan-
fang, und Induktionsschritt hingeschrieben werden, im Extremfall bleibt nur noch
der Induktionsschritt stehen. Diese Abkiirzungen sind nur dann sinnvoll, wenn
alles andere unmissverstandlich klar ist, d.h. welcher Kalkiil zugrunde liegt, was
fiir den Induktionsanfang zu zeigen ist, was die Induktionsbehauptung und die
Induktionsvoraussetzung ist.

e In der Klausur wird erwartet, dass Induktionsanfang, Induktionsvoraussetzung und
Induktionsschritt unmissverstdndlich angegeben werden.

zu Aufgabe 2:

A1 =((p = q) V(g — p)) ist eine Tautologie:

P qlb=a|lg—=p | A
00| 1 1 1
01| 1 0 1
10| o 1 1
1 1] 1 1 1



A2 = ((p = q) A (¢ — p)) ist erfiillbar:

p ¢|p—=q) | (g—p) | A
0 0] 1 1 1
01| 1 0 0
10l o 1 0
1 1] 1 1 1

zu Aufgabe 3:

1. ,,Studenten essen in der Mensa.“ist bereits atomar (wahr). Mit Hilfe der Aussagen-
logik kann diese Aussage nicht weiter verfeinert werden.

2. ,Wenn es um den Sitzplatz geht, das Alter sitzt, die Jugend steht!“:

Es sind drei atomare Aussagen erkennbar, die auch irgendwie durch Junktoren
verbunden zu sein scheinen, d.h. A — (B A =C). Dieses Modell geht aber an der
Wirklichkeit weit vorbei, zum einen ist es zu grob, um die Sachverhalte sinnvoll
auszudriicken. Mit Pradikatenlogik konnte man die Sachverhalte besser darstellen,
was jinger bedeutet, dass zwei Personen in einem Konflikt um einen Sitzplatz sind,
was sitzen und stehen bedeuten.

Man kann man sich leicht vorstellen, dass mit einem Gipsbein wohl doch der Jiin-
gere den Sitzplatz bekommen wiirde. Also ist die Aussage unter rein aussagenlo-
gischen Aspekten so keine Tautologie.

3. A = ,Banknoten nachmachen*, B = ,,Banknoten verfalschen“, C' = ,sich nachgemachte
Banknoten verschaffen“, D = ,sich verfilschte Banknoten verschaffen“, £ = ,nachgemachte
Banknoten in Verkehr bringen“, F' = ,verfilschte Banknoten in Verkehr brin-
gen“und G = , Freiheitsstrafe nicht unter 2 Jahren erhalten*. Dieser Satz ist mehrdeutig
(Klammerung?) und erlaubt mehrere unterschiedliche Représentationen. ((AVB)V
((CANE)V(DAF))) — G ist eine Représentation der Aussage. Falsch ist diese
Aussage, weil nicht jeder Geldfélscher iberfihrt wird.

4. Mit A = ,William Shakespeare schrieb ‘Moby Dick’, B =, Paris ist die Hauptstadt
von Spanien’ und C' = ,Katzen jagen Méuse.“hat man immer noch die Wahl sich
fir (AA B)V C oder fur AA (B V C) zu entscheiden. Im ersten Fall hat man
eine wahre Aussage, im zweiten Fall eine falsche. Hier ist die Umgangssprache
mehrdeutig.

5. ,Freitags isst man Schweineriickensteak.:
Diese Aussage ist atomar. Ob sie wahr oder falsch ist, muss wohl jeder fiir sich
entscheiden. Fir alle Menschen gilt sie sicher nicht, jedoch kénnte sie durchaus fiir
den einen oder anderen Mensagénger gelten.

6. ,Dieser Satz hat fiinf Worter .
Die Aussage scheint atomar und offensichtlich wahr zu sein. Probleme bereitet
allerdings das Wort ,,Dieser“: Meint die Person, von der die Aussage stammt, ihre
eigene Aussage, oder ist irgendein anderer Satz gemeint? Im ersten Fall kénnte
man die Aussage als ,Der Satz ,Dieser Satz hat fiinf Worter“hat fiinf Worter «



auffassen und die Aussage ist wahr. Damit wird man aber dem Wort ,Dieser*
nicht gerecht, das ja eigentlich einen Selbstbezug ausdriicken soll, der in der uns
bekannten Syntax aber nicht ausgedriickt werden kann. Im zweiten Fall héngt es
vom tatséchlich gemeinten Satz ab.

7. ,Dieser Satz hat nicht fiinf Worter “:

Ist die Aussage nun als Gegenteil der obigen gemeint oder ist das ,Dieser “ selbst-
beziiglich?

8. ,Wenn es einen Wochentag gibt, an dem das Mensaessen an allen Ausgaben gut
ist, dann gibt es auch einen Wochentag, an dem es an keiner Ausgabe gut ist. “:
Intuitiv moéchte man hier sofort Quantoren, also V und 3, verwenden. Dies ist
jedoch in der Aussagenlogik nicht mdglich, so dass es zunéchst gar nicht mdglich
zu sein scheint, diese Aussage zu formulieren. Da die Anzahl der Wochentage und
der Mensaausgaben jedoch endlich ist, kann man sich mit A und V behelfen.
Dazu kann man fiir jeden Wochentag fiinf Variablen einfiihren, die die Essensaus-
gaben an diesem Tag beschreiben. Wenn z.B. Mo; wahr ist, dann bedeutet dies,
dass das Essen am Montag an Ausgabe 1 gut ist oder Doy beschreibt die Qualitét
Donnerstags am Wok.

Die obige Aussage konnte dann wie folgt formalisiert werden:

((M01 A Mooy /\M03/\M04/\M05)
—)((ﬁDil A —Dig A Dig A = Diy A —\Di5)v

(=Fry A=Fro AN =Fr3 AN =Frqg AN —Frs)))
A\
((Diy A Dig A Dig A Diy A Dis)
—((=Miy N —=Mig A =Miz AN =Mig A = Mis)V

(—|F’I“1/\—|F’I“2/\—|FT’3/\—|F’I“4/\—|FT’5)\/
(—|M01 N—Moo AN—Mog N Moy /\—|M05)))
VAN

Es gibt viele Aspekte der Umgangssprache, die sich nur schwer oder gar nicht in formale
Aussagenlogik tibersetzen lassen. Selbst wenn das moglich ist, bleibt oft unter logischen
Aspekten so viel offen, dass es nicht méglich ist, den Wahrheitsgehalt festzulegen. Haufig
erhilt man Aussageformen, die aber erst mit Pradikatenlogik symbolisch erfasst werden
koénnen.

zu Aufgabe 4:
Zunéchst geben wir den Atomen folgende Bedeutung;:



e B =  Bier trinken“,
e "= Fisch essen“ und
e I =  Eiscreme essen”.

Die Aussage lasst sich als
A=(-B—-F)AN(((BANF)—=-E)AN((EV-B)— ~F))

darstellen.

Der Wertetabelle kann man ansehen, dass diese Formel zu B A =(E A F') dquivalent ist:

B|F|E|-B—F|(BAF)—-E|(EV-B)—-F|A
0[0]0 0 1 1 0
00]1 0 1 1 0
010 1 1 0 0
0f1]1 1 1 0 0
1100 1 1 1 1
1101 1 1 1 1
1110 1 1 1 1
111 1 0 0 0

Eine einfachere Formulierung des Diédtplans lautet also: ,Ich trinke zu jeder Mahlzeit
Bier und esse nie Fisch und Eis zur selben Mahlzeit .

zu Aufgabe 5:

1. zu zeigen: Jede aussagenlogische Formel ist endlich.

Induktionsanfang: Jede aussagenlogische Variable ist endlich.

Induktionsvoraussetzung: Alle echten Teilformeln einer Formel A seien endlich.

Induktionsschritt: Zu zeigen: Dann ist auch A endlich. A ist mit einem Operator
aus einer oder zwei, jedenfalls also endlich vielen, Teilformeln zusammenge-
setzt. Da diese Teilformeln nach Induktionsvoraussetzung endlich sind, muss
A auch endlich sein.

2. Die induktive Definition der Formelmenge G sieht der von F' sehr dhnlich. Da jede
Variable negiert sein soll, behandeln wir jedoch den Negationoperator gleich bei
den atomaren Formeln und nicht bei den zusammengesetzten. Auflerdem miissen
hier nur A und V betrachtet werden, da die anderen Operatoren nicht gefordert
sind. Die Definition sieht dann folgendermaflen aus:

1. -p; € G fir allei € N

2. Sind A, B € G, so sind auch AANBund AV B € F'.

3. G ist die kleinste Menge, die 1. und 2. erfillt.
Es bleibt noch zu zeigen, dass hier in jeder Formel genau so viele einstellige Op-
eratoren (also —) wie Variablen vorkommen. Dies zeigen wir mit struktureller In-
duktion {iber den Aufbau von G.



Induktionsanfang: Die atomaren Formeln von G sind die Formeln —p; fir § € N.
In jeder solchen Formel kommt ein — und eine Variable vor.

Induktionsvoraussetzung: In allen echten Teilformeln einer Formel A kommen
genau so viele einstellige Operatoren wie Variablen vor.

Induktionsschritt: Zu zeigen: Dann kommen auch in A genau so viele einstellige
Operatoren wie Variablen vor. A hat nach Definition von G die Form Bx*C' fiir
x € {A\, V}, es kommt also weder eine zusétzlich Variable noch ein zusétzlicher
einstelliger Operator im Vergleich zu B und C vor. Damit gilt die Behauptung
auch fur A.

3. Die Menge F’ enthélt alle aussagenlogischen Variablen und alle zusammengesetzten
Formeln, die mit A und V gebildet werden koénnen, also z.B. die Formeln p, g,
p A (q V) ete.. Nicht enthalten sind Formeln wie —p, p — ¢ etc..

Die Menge F” enthélt alle Formeln aus F’ und dariiber hinaus solche Formeln, die
auflerhalb von A, V etc. noch andere Operatoren haben. Enthalten sind z.B. p, —p,
(p A q) — 7, nicht aber —=p A q oder (p — q) V 7.

zu Aufgabe 6:

As =-(((p — q) Ap) — q) ist widerspruchsvoll:

P q|p=a | (=) Ap) [ (P29 Ap) —q) | As
0 0 1 0 1 0
0 1 1 0 1 0
1 0 0 0 1 0
1 1 1 1 1 0
Ay =-((—pV q) Ap) V q ist eine Tautologie:
P q|((=p)Va) | ((=p)Va)Ap) | (=((=p)Vq) Ap)) | As
0 0 1 0 1 1
0 1 1 0 1 1
1 0 0 0 1 1
1 1 1 1 0 1

Macht man sich klar, dass p — ¢ = —p V ¢ gilt, so kann man erkennen, dass ¢4
aus 3 nur durch Durchfiithren dieser Umwandlung und weglassen der vorderen
Negation entsteht. Also hétte man auch ohne die Wertetabelle zeigen kénnen, dass
w4 eine Tautologie ist.

As = p — —p ist erfiillbar:

p
0
0
1
1

— O = O
SO O -



(=pV q) A (=g V)N (—rVp) ist erfiillbar:

A6E

Ag

((=r) Vp)

((—g) V1)

(=p)Va)

q T
0

p

1

1

(=pAq)V (=g AT)V (—r Ap) ist erfiillbar:

A7E

A7

((zr) Ap)

(@) AT)

((=p) AN q)

r

q
0

1

1

p — (¢ — p)ist eine Tautologie:

ASE

p q|llg—p)|As




