SS 2011 4. Mai 2011

Ubungen zur Vorlesung Logik
Blatt 3

Prof. Dr. Klaus Madlener Abgabe bis 11. Mai 2011 10:00 Uhr

1. Aufgabe: [syntaktischer Nachweis von Tautologien, Ubung]
Gegeben seien die folgenden Regelschemata:

© true
9 AV true
’ true
A
4 (AVB)VvC
AV (BVCO)
5 AV B
" BV A
6 A— B
- =AV DB

Dabei sei true eine aussagenlogische Konstante mit p(true) = 1 fiir jede Bewertung .

Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen Tautologien sind, indem Sie mit Hilfe der obigen
Regelschemata jeweils A - true herleiten.

1. Ay = (BVA)V(C — -B)
2. Ao=p—(¢— (p—q)

2. Aufgabe: [Beweise in deduktiven Systemen, Ubung]
Zeigen Sie:
L =(g—=p)Fr
2. Fr~(p—=p) ==
3. (=lp—=9) Fr (g —p)

3. Aufgabe: [Beweise in Fy, 6P]
Beweisen Sie die Aussageformen 10 und 11 aus Beispiel 1.22 in den Folien im deduktiven
System Fy.

4. Aufgabe: [Widerspruchsbeweise in Fy, 6P]

1. Zeigen Sie ohne Verwendung semantischer Argumente, dass ¥ -z, A genau dann
gilt, wenn ¥ U {—A} inkonsistent ist.
2. Zeigen Sie in Fy:



a) q,r = q kg T
b)) A—»(-B—C),(-B—C)— (A— —-B),~Ctg -A

5. Aufgabe: [Korrekte Regeln, 5P]

Fin Regelschema Ry : 1—’A’—A” ist korrekt fir die Aussagenlogik, wenn folgendes
gilt: Sind die Voraussetzungen A, ..., A, Tautologien, so ist auch die Folgerung A eine
Tautologie.

1. Zeigen Sie: Ist F = (Ax, R) ein deduktives System mit korrekten Axiomen (d.h.
Tautologien als Axiome) und korrekten Regeln, so ist F korrekt.
Ay, Ay mit Aq,..., A, £ A an.

3. Geben Sie ein moglichst einfaches Deduktionssystem mit korrekten Regeln an, in
dem jede Formelmenge inkonsistent ist.

2. Geben Sie eine korrekte Regel

6. Aufgabe: [Zusitzliche Operatoren in Fy, 8P]
Um Formeln aus ganz F' im deduktiven System Fy betrachten zu kénnen, kann man
weitere Axiome einfiihren.

1. Fiithren Sie weitere Axiome in Fy ein, die es ermdglichen, den Kalkiil auch fir
Formeln zu verwenden, in denen die Disjunktion (V) vorkommt. Dieses erweiterte
System sei mit JF{) bezeichnet.

2. Zeigen Sie, dass JF{) immer noch korrekt ist.
3. Geben Sie eine zu P = (p V q) V r logisch dquivalente Formel @ aus Fj an.

4. Zeigen Sie ohne Verwendung semantischer Argumente fiir Thr Q, dass 7 P—=Q
gilt.

Abgabe: bis 11. Mai 2011 10:00 Uhr im Kasten neben Raum 34-401.4



zu Aufgabe 1:
Beweis fir Aj:

By =(BVA)V(C— —B) Hypothese
By =(BVA)V (-CV-B) Regel 6
B3 = (A V B)V (=CV -B) Regel 5
1=AV (BV(-CV-B)) Regel 4
V ((=C'V-B)V B) Regel 5
36 _A\/(—C'\/(—'B\/B)) Regel 4
By = AV (=C V true) Regel 1
Bg = AV true Regel 2
Bg = true Regel 2

Beweis fir As:

Bi=p—(qg— (p—¢q) Hypothese
By=-pV(q—(p—q) Regel6
Bs=-pV(-qV(p—q)) Regel6
By=-pV(-qV(=pVq)) Regel 6
Bs=-pV((-pVq)V—q) Regelb
Bs=-pV (-pV(qgV—q) Regel4
B7 =-pV (—pV true) Regel 1
Bg = —p V true Regel 2
Bg = true Regel 2

zu Aufgabe 2

L ~(g—=p)kr —p
Nach Deduktionstheorem geniigt es, -, —(¢ — p) — —p zu zeigen.

Ar= p—=(¢—p) Ax1
Ay= (p— (¢ —p)) — (—(¢g = p) — —p) Theorem 8
Az= —(g—p)—p MP(A;, As)

2. Fr 2(p—=p) = —(p—q)

A= —(p—p) Pramisse
As= p—(¢g—p) Ax1

As= (p—>(q—=p) = ((p—q9 — (—p) Ax2

Ay= (p—q) = (—p) MP(As, A3)
As= (p—=q9)—@—p) > (P—p) —-p—q) Ax3

Ag= —(p—p)—-(p—q) MP (A4, As)
Ar= ~(p—q) MP (A1, Ag)

3. (=(p = 4)) Fr (g — p):
Wir fithren einen Widerspruchsbeweis und zeigen, dass die Menge =(p — ¢),q, —p



inkonsistent ist (vgl. Aufgabe 4).

zu Aufgabe 3:

10. l—]:0 (B — A

~—

N NS
_wWw N~

-p Pramisse
-p— (p — q) Theorem 6
pP—q MP (A1, A2)
=(p—q) Pramisse

— ((wB— A) - A) (zeige B— A, -B — Abx, A)

B— A
-B— A

-A—-B

~A— ——-B

(B—A) = (-A— -B)

(—|B — A) — (—|A — —|—|B)

B7 =--B— (—|B — —|(B — A))
Bg = (A — =—B) —
((—|—|B — (—|B — —|(B — A)))

— (mA — (=B — —(B — A))))
Bg = (—|—|B — (—|B — —|(B — A)))

Hypothese
Hypothese
Theorem (s. 8.)
MP(B;, B;)
Theorem (s. 8.)
MP By, Bs)
Theorem (s. 6.)

Theorem (s. 4.)

— (mA— (=B = (B — 4))) MP(Bg, Bs)
=-A4A— (—|B — —|(B — A)) MP(B7,B9)
=(-A— (-B—~(B—A4)) —

(FA— —=B) = (A — (B = A))) Ax2
= (—|A — —|B) — (—|A — —|(B — A)) MP(Blo,BH)
=-4—- —|(B — A) MP(B4, BH)
=(-A—--(B—A4)—=>(B—A) —-A) Ax3
= (B — A) — A MP(3137314)
= A MP(Bl,Blg))

11. Fr, (A— B) = ((A — —B) — —A) (zeige A — B, A— -Btx, —A)

BlEA—>B

BQEA—>—|B

B3 =(A— B) = (-B — —A)
B4E—\B—>—|A
B5E(A—>—|B)—>(—|—|B—>—|A)
BﬁE—\—!B—>—\A

B7E(—|B—>—|A) —)((—|—|B—>—|A) —>—|A)
BgE(—!—\B—)—!A) — —A

BgE—!A

Hypothese
Hypothese
Theorem (siehe 8.)
MP(B;, Bs)
Theorem (siehe 8.)
MP By, Bs)
Theorem (siehe 10.)
MP(By, By)
MP(Bg, Bs)



zu Aufgabe 4:

1. Zu zeigen: ¥ Fr, A gdw. ¥ U {-A} inkonsistent: Die Hinrichtung ist klar: Wenn
Y bx, A gilt, dann gilt auch ¥ U {—=A} £, A woraus sofort die Inkosistenz folgt.

Zur Riickrichtung: Sei ¥ U {—A} inkonsistent. Dann gibt es eine formel B, so dass

S U{-A} bz, B,-B

gilt, wobei die Schreibweise hier bedeutet, dass beide Formeln aus der Menge gefol-
gert werden kénnen. Wendet man nun das Deduktionstheorem an, so folgt

El—]:o —|A—>B,—|A—>—|B.

Wir kénnen nun den folgenden abgekiirzten Beweis fiir ¥ -z, A angeben:

Bi=-A—B Hypothese
By=-A— -B Hypothese
B3 =(-A— B) — ((wA —- -B) —» =—A) Theorem 11
By=(-A— -B) —» A MP(1,3)
Bg=—-—A— A Theorem 3
B.=A MP(5,6)

2. Beweise in Fy: Wir zeigen beide Aussagen durch Widerspruchsbeweise, indem wir

das obige Ergebnis anwenden.

a) {q,r — —g——r} ist inkonsistent:

B1£—|—|’I“
By=—-—nr—r
B3E’I“
By=r— —q
Bs = —q
Bs=q

Hypothese
Theorem 3
MP(1,2)
Hypothese
MP(3,4)
Hypothese

b) {A— (-B—(C),(-B — C) — (A — —B),~C—-—-A} ist inkonsistent:

By =—--A Hypothese
By=—-—A—> A Theorem 3
B3=A MP(2,3)
By=A— (-B—C) Hypothese
B;=-B—C MP(3,4)
Bs = (=B — C) — (A — —B) Hypothese
B;=A—-B MP(5,6)
By =-B MP(3,7)
By=C MP(8,5)
B0 =-C Hypothese



zu Aufgabe 5:

1. Der Beweis erfolgt durch Induktion iiber die Ableitungsldnge [ in F.

Induktionsanfang: A ldsst sich in F in einem Schritt ableiten. Dann ist A ein
Axiom, also nach Voraussetzung eine Tautologie.

Induktionsschritt: A lasse sich in F in n Schritten ableiten und alle Aussageformen
die in weniger als n Schritten ableitbar sind, seien Tautologien (IV).

Ist A auch in weniger als n Schritten ableitbar, so ist A nach Induktionsvo-
raussetzung eine Tautologie. Sei also A nicht in weniger als n Schritten ableit-

bar. Dann entsteht (im letzten Ableitungsschritt) A durch Anwenden einer
A,.. . A

Regel 220 ¢ R. Die Pramissen Ay, ..., A, sind in weniger als n Schrit-
ten ableitbar, also nach Induktionsvoraussetzung Tautologien. Da die Regel
A, A

=1 korrekt ist, ist auch A eine Tautologie.
In F sind also nur Tautologien ableitbar. D.h. F ist korrekt.

2. Korrekte Regel Al—’A’—An mit Ay,..., A, E A

P
q

Beachte: Dabei sind p und ¢ wirklich aussagenlogische Variablen und stehen nicht
fiir beliebige Formeln. Damit ist dies nur eine Regel und kein Regelschema. Diese
Regel ist korrekt, denn p ist keine Tautologie und ¢ muss daher auch keine sein.

3. Das einfachste System, in dem jede Formelmenge inkonsistent ist, besteht nur aus
dem Axiomenschema A und hat gar keine Regeln. So kann jede Formel aus jeder
Menge hergeleitet werden.

zu Aufgabe 6:

1. Axiome fiir Disjunktion:

(AVB) — (A — B) Ax4
(-A— B) = (AV B) Ax5

2. Korrektheit von F{: Nach Aufgabe 5 geniigt es zu zeigen, dass die Regel korrekt
ist und dass die Axiome Tautologien sind. Fiir die Axiome 1-3 ist dies aus der
Vorlesung bekannt und fiir 4 und 5 kann man leicht mit einer Wertetabelle zeigen,
dass AV B == —~A — B gilt. (vgl. auch Folien 33f.)

Fir die Modus-Ponens-Regel gilt laut Folie 29 {4, A — B} = B. D.h. jede Be-
wertung, die A und A — B erfiillt, erfillt auch B. Insbesondere muss dann auch
gelten: Sind A und A — B Tautologien, so ist B auch eine Tautologie.

3. Eine zu P = (p V q) V r logisch dquivalente Formel Q: =(—p — q) — 7.



4. Zu zeigen: F 7, P — @Q: Wendet man zwei mal das Deduktionstheorem sowie
Aufgabe 4 an, so bleibt zu zeigen, dass {(pV q) Vr,=(=p — ¢q), —r} inkonsistent ist
(Widerspruchsbeweis):

=(pV Q) Hypothese
B2 =(pvaVv ) (~(pVq) —r) Ax4
Bs=-(pVyq) — MP(1,2)
By=(-(pVaq) — 7") — (=7 — —=(pVq)) Theorem 8
Bs =-r— -=(pVa) MP(3,4)
Bg = —r Hypothese
Br =-=(pVq) MP(6,5)
Bs=--(pVq) = (pVaq) Theorem 3
By =pVyq MP(7,8)
Bio=(mVg = w—q Ax5
Bil=-p—q MP(9,10)
Bi2=-=(—p—q) Hypothese

B2 ist die Negation von Bjl, womit gezeigt ist, dass die Menge inkonsistent ist.



