SS 2011 11. Mai 2011

Ubungen zur Vorlesung Logik
Blatt 4

Prof. Dr. Klaus Madlener Abgabe bis 18. Mai 2011 10:00 Uhr

1. Aufgabe: [Deduktive Systeme, Ubung]
Das deduktive System F entstehe aus Fy durch Andern des ersten Axiomenschemas in

A— (A— B).

1. Ist F vollstéindig?
2. Ist F korrekt?

2. Aufgabe: [Beweise in deduktiven Systemen, Ubung]
Zeigen Sie:
L (=(p—a))Fa(g—p)
2. (~(p = q) Fu (¢ —p)
3.Fa(phg) = (pVr)
4. Fp(pAg)— (pVr)

3. Aufgabe: [Korrektheit des Gentzen-Sequenzenkalkiils, 4P]
Zeigen Sie, dass der Sequenzenkalkiil korrekt ist, d.h.

aus I' Fg A folgt T' = A.

4. Aufgabe: [Vollsténdigkeit des Hilbert-Kalkiils, 8P|
Zeigen Sie, dass der Hilbert-Kalkiil vollstdandig ist.

Falls Sie Regeln benutzen, die auf den Folien 70f nicht ausdriicklich angegeben wurden,
definieren Sie sie bitte selbst und argumentieren Sie kurz, weshalb die Regeln korrekt
sind.

5. Aufgabe: [Beweise in deduktiven Systemen, 8P]
Zeigen Sie:

l.r¢(A-(B—-C)—=((A—=B)—=(A—0C))
.A—-B,C—-D,AVCtgBvVD
.Fe¢-(AvB)VBVA
.ANB,BANCFg ANC
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Abgabe: bis 18. Mai 2011 10:00 Uhr im Kasten neben Raum 34-401.4



zu Aufgabe 1:

1. F ist vollstandig.

Sei A € Fy.
Bi=B— (B—C(C) Ax1’
By=(B—»(B—-C)—=(B—(B—=C))—A) Axl'
B,=A MP (B, B3)

Also gilt -2 A fiir jedes A € Fp. Insbesondere sind alle Tautologien herleitbar.
2. F ist nicht korrekt.

Wir haben in 1. nicht ausgenutzt, dass A Tautologie ist und es lassen sich auch
nicht nur Tautologien herleiten. Z.B. lasst sich jede Formel der Form A — (A — B)
herleiten.

zu Aufgabe 2:

L (=(p—=aq)F(¢d—p)
im Sequenzenkalkiil:

A= p,gqtaq,p Ax1
Ay= ptaag,q—rp R,1
As= OFgp—qq—p R.,1
Ay= ~(p—=atFca—p R.2
im Hilbertkalkiil:
A1 = —(p—q) Préamisse
Ay = —(-pVq) Implikationsgesetz
A3 = —-—pAq  De Morgan
Ay = pA—q Negationsgesetz
As= —q A-Elimination
Ag= —qVp V-Einfithrung
A7 = qg—0p Implikationsgesetz
2.F(pnrg) = (pVr)
im Sequenzenkalkiil:
A= p,gtap,r Ax1
Ay = p,gbgpVr Ry
As= pAqFgpVr R
A= FgpNhg) — (pVr) R,



im Hilbertkalkul:

A= pAg Pramisse

Ay = p A-Elimination

As= pVr V-Einfithrung

Ay = pAqglbgpVvr Mit Deduktionstheorem aus A; und As.

zu Aufgabe 3:

Nach Aufgabe 7?7 geniigt es zu zeigen, dass alle Regeln des Gentzen-Sequenzenkalkiils
korrekt sind und dass alle Axiome ebenfalls korrekt, also Tautologien sind. Dies soll
hier beispielhaft fiir einem Axiom und eine Regel geschehen. In Bemerkung 1.27 auf
Folie 66 wird erwdhnt, dass Aussageformen der Art {4;,..., A} Fg {B1,...,Bn} als
(A1 N...NA,) = (B1 V...V By,) interpretiert werden kénnen.

Axiom 1: Um die Korrektheit von Axiom 1 zu zeigen, also I'; A kg A, A, muss bspw.
gezeigt werden, dass A(T' U {A}) — V({A} U A) eine Tautologie ist, also fiir jede
Bewertung gilt. Sei ¢ eine Bewertung, so dass ¢p(A(I' U{A})) = 1, dann muss
insbesondere p(A) = 1 sein. Damit gilt auch ¢(V({A}UA)) = 1 und es ist gezeigt,
dass A(T'U{A}) = V({A} UA) eine Tautologie ist, also dass I, A F¢ A, A korrekt
ist.

Regel R;,, zweiter Teil: Seien ' ¢ A, A und I', B F¢ A. Das heifit, fiir alle Bewertun-
gen ¢ mit p(A(I')) = 1 gilt nach der ersten Voraussetzung, dass ¢(A) = 1 oder
©(V(A)) = 1, und fiir alle Bewertungen ¢ mit ¢(B) = 1 und ¢(A(T")) = 1 gilt nach
der zweiten Voraussetzung, dass ¢(V(I')) = 1.

Nun gilt fiir alle Bewertungen ¢ mit (A — B) = 1 und ¢(A(T")) = 1, dass
P(A) = 0 oder ¢(B) = 1. Falls ¢/(A) = 0, dann muss wegen der ersten Vorausset-
zung, falls ¥(B) = 1, dann wegen der zweiten Voraussetzung ¢(V(A)) = 1 gelten.

zu Aufgabe 4:

Wir zeigen die Vollstdndigkeit des Hilbert-Kalkiils, indem wir beweisen, dass man mit
Hilfe des Hilbert-Kalkiils das System Fy simulieren kann. Dazu zeigen wir, dass die
Axiome von Fy im Hilbertkalkiil herleitbar sind und dass die Regel simuliert werden
kann. Zuletzt muss dann noch gezeigt werden, wie man Beweise fiir Formeln fiihrt, die
nicht nur - und — enthalten.

Zunéchst zu den Axiomen:

Axiom 1: Offensichtlich gilt A, B -y A. Wendet man darauf zwei mal das Deduktions-
theorem an, so ergibt sich A — (B — A).

Axiom 2: Wir zeigen A — (B — C),A — B, A g C. Hierauf muss drei mal das
Deduktionstheorem angewendet werden, um (A — (B — C)) — ((A — B) —



(A — C)) zu erhalten. Der Beweis:

A= A— (B—C) Prémisse

A= A— B Prémisse

As3= A Pramisse

Ay= B—-C Modus-Ponens (As, Ap)
As= A—=C Hyp. Syllogismus

Ag= C Modus-Ponens (As, As)

Axiom 3: Wir zeigen A — =B, B kg A. Mit 2x Deduktionstheorem folgt dann (—=A —
-B) — (B — A). Der Beweis:

Ay = —-A— —B Préamisse

A, = B Pramisse

As = —-—B Doppelnegation

A= ——A Modus-Tollens (A, A3)
As= A Doppelnegation

Man beachte, dass wir hier die Doppelnegationsregel in beide Richtungen angewen-

det haben. Dies geht natiirlich nicht immer, ist in diesem Fall aber korrekt, weil es
sich ja um eine Aquivalenztransformation handelt. Dies fillt unter die ,iiblichen“Regeln,
die laut Folie 71 zum Hilbertkalkiil hinzukommen. Im Allgemeinen kann man sich
aber nicht beliebige Aquivalenzumformungen als Regeln hinzudefinieren, da dies
dem Sinn eines Kalkiils widersprechen wiirde. Schlieffllich sind alle Tautologien lo-
gisch dquivalent. Solche Zusatzregeln miissen sich auf die bekannten elementaren
Aquivalenzen beschrinken.

Um nun einen Beweis fiir eine beliebige Tautologie zu fithren, kann man nun zuerst
eine dquivalente Formel aus Fy herleiten und dann elementare Umformungsregeln
benutzen, um die eigentliche Formel zu erzeugen. Um bspw. eine Tautologie der
Form A A B herzuleiten, kénnte man also zuerst (A — —B) herleiten und dies
dann in einem Schritt nach A A B transformieren. Die entsprechende Regel ist
korrekt, da es sich hier um eine Aquivalenztransformation handelt. Analog zeigt
man AV B, indem man A — B herleitet und A <+ B, indem man A - BAB — A
herleitet.

zu Aufgabe 5:



l.rg(A=-(B—-0)—> (A= B)—= (A—0))

A= B,A+¢C,B Ax1
Ay= C,B,AbgC Ax1
As= B—-C/Atg AC Ax1
A4E B—)C,B,Al—gc R—>2(A17A2
As= A—>B,Atg AC Ax1
Ag = B—>C,A—>B,AI—(;C R_>2(A3,A4)
Ar= A—(B—C),A— B,AFgC R_,2(As5, Ag)
As= A—- (B—C),A—-BtgA—>C R_1(A7)
A= A—-B—-C)Fg(A—=B)—»(A—=C) R_,1(Asg)
A= Fg(A—= (B—=0)) = ((A—= B) = (A—=C)) R_i(Ag)
2. A—-B,C—-DAVvCtgBVD

A= B,A+qC,B,D Ax1

A= AbgC,BVD,A Ax1

As= B,At¢C,BV D Ry(4A1)

Ay= A= B,D,AblgB,D Axl

As= A—B,AFgC,BVD R_;9(Ag, A3)

As= A—>B,D,AtqgqBVD R\/(A4)

A= B,C— D,Av¢ B,D Axl

As= C —-D,A+g A, BV D Ax1

Ay= B,C—D,AtgBVD Ry (A7)

A= A—B,C—D,CtgBVD R_,2(As, Ag)

An= A—B,C —-D,ArgBVD R_,2(Ag, Ag)

Ap= A—->B,C—>D,AVCtagBVD R\//(Al(),AH)

3. |—G—|(A\/B)\/B\/A

A= Atg B, A Ax1
Ay = BltgB,A Ax1
As= AV Blg B,A RV,(Al,AQ)
A4 = }_G ﬁ(A\/B),B,A R_|1(A3)
As = Fgo —\(A\/B)\/B,A RV(A4)
A¢= Fg-(AVB)VBVA Ry(4s)

4. ANB,BANCFg ANC
A= A B,BACtFg A Ax1
A= AANB,B,CkgC Ax1
A3= AANB,BACFg A R/\(Al)
A4E A/\B,B/\CFGC R/\(AQ)
As= AANB,BACFgAANC R (Ag)



