SS 2011 18. Mai 2011

Ubungen zur Vorlesung Logik
Blatt 5

Prof. Dr. Klaus Madlener Abgabe bis 25. Mai 2011 10:00 Uhr

1. Aufgabe: [Tableaux, Ubung]
Auf Blatt 1 wurde ein Diétplan durch die Aussageform

A=(-B—-F)AN(((BANF)—=-E)AN((EV-B)— ~F))

dargestellt. Konstruieren Sie fiir A ein vollstdndiges Tableau. Welche Eigenschaften von
A kann man dem Tableau ansehen? Stellen Sie mit Hilfe des Tableaux eine disjunktive
Normalform fiir A auf.

2. Aufgabe: [Tableauxfolgerung, Ubung]
Zeigen Sie:

L (AA=B) b7 ~((=A) A (=B))
2. (AN(A— B)) . B
3. A-(B—-C)F. (A—=B)—= (A—=0C)

3. Aufgabe: [Kompaktheitssatz, 6P]

1. Zeigen Sie, dass es fiir eine Menge von Formeln ¥ und eine Formel A genau dann
ein abgeschlossenes Tableau fiir YU{—A} gibt, wenn es fiir eine endliche Teilmenge
I’ C ¥ ein abgeschlossenes Tableau fiir I' U {—A} gibt.

Hinweis: Benutzen Sie das Lemma von Koénig, das aussagt, dass Baume genau dann
endlich sind, wenn jeder Ast endlich ist.

2. Zeigen Sie, dass der Kompaktheitssatz fiir die Tableauxfolgerung gilt, also dass
Yk, A gdw. es eine endliche Teilmenge ¥ C X gibt mit X, A

gilt.

4. Aufgabe: [Tableauxfolgerung, 5P]
Zeigen Sie:
1. {p,pVagp—=sr—qtbrqg—p
2. {p,pVag,p—sr—=qttrs
3. b (=(p—=q) = (¢ —=p))
4. Flrrq—=pA(=(sA=(sV((gAT)—p))))



5. +((A— (AVC))AD) ks (C — B) VD

5. Aufgabe: [DNF aus Tableaux, 2P]
Finden Sie mit Hilfe der Tableauxmethode disjunktive Normalformen fiir die folgenden
Formeln:

L (p=-(~q—=r)—=(qVr)
2. (g —p) = ~(r—q)

6. Aufgabe: [Tableaux mit Aquivalenz, 4P]

In der Vorlesung wurden die a- und S-Formeln nur fiir {—, A,V,—} definiert und <
weggelassen. Ist A = B «» C eine a- oder -Formel und welche Komponenten hat diese
Aussageform?

7. Aufgabe: [Moglichkeiten und Grenzen der Tableauxmethode, 5P)]
Koénnen die folgenden Aussagen mit der Tableauxmethode bewiesen werden? Begriinden
Sie Thre Antworten.

1. {p,q,r,s} Et

2. {p,q,1,8} = ~(q = s)

3. FE-(p—= (g r)AN—r)—(sV-p)
4. 3 = {p; A —piy1]i € N} ist unerfiillbar.
5. ¥ = {p; A "piy1]i € 2N} ist erfiillbar.

Geben Sie so allgemeine Antworten wie moglich. D.h. wenn Sie z.B. erkldren kdnnen,
dass es einen Tableaux-Beweis gibt, ohne diesen anzugeben, dann geben Sie ihn auch
nicht an.

8. Aufgabe: [Tableauxfolgerung, Ubung]
Zeigen Sie ohne Verwendung der Korrektheit und Vollstéandigkeit der Tableaux-Folgerung;:

Wenn ¥ F7 p A q gilt, dann gilt auch X 7 p V q.

Abgabe: bis 25. Mai 2011 10:00 Uhr im Kasten neben Raum 34-401.4



zu Aufgabe 1:

(-B—=F)A(((BAF)—-E)AN((EV-B)— ~F))

-B— F
((B/\F)—>ﬁE)/\((E\/ﬁB)—>ﬁF)

(BAF) = —E

(EV -B) = -F

zu Aufgabe 2:

1. Zeige: {(A A —B),(=A) A (—B)} ist widerspruchsvoll.
(AN-B)
(=A) A (=B)
A
B

-A



2. Zeige: {A N (A — B),—~B} ist widerspruchsvoll.
AN (A— B)
-B
A
A—B

-A B

3. Zeige {A — (B — C),~((A — B) — (A — ()) ist widerspruchsvoll.
{A—(B—C)

-((A—B)—= (A—0C))

-C

zu Aufgabe 3:

1. <: Sei 7 ein abgeschlossenes Tableau fiir 'U{— A}, wobei I eine endliche Teilmenge
von ¥ ist. Dann ist 7 auch ein abgeschlossenes Tableau fiir ¥ U {—A}.

=: Sei 7 ein abgeschlossenes Tableau fiir ¥ U {—A}, dann ist jeder Ast von 7
abgeschlossen, d.h. er enthélt zwei konjugierte Formeln A und —A. Wéhle nun
fiir jeden Ast das kiirzeste Anfangsstiick, so dass zwei konjugierte Formeln en-
thalten sind. Diese Anfangsstiicke sind endlich, weil die konjugierten Formeln



tatsichlich vorkommen. Bilde aus den Anfangsstiicken der Aste ein neues
Tableau 7. Nun gilt, dass jeder innere Knoten von 7 endlichen Verzweigungs-
grad hat. Nach dem Lemma von Konig sind Bdume endlich genau dann, wenn
jeder Ast endlich ist, und jeder innere Knoten endlichen Verzweigunggrad hat.
Also ist 7/ endlich. Daher muss es eine endliche Teilmenge I" von X geben, so
dass 7/ Tableau fiir ' U {A} ist.

2. Kompaktheitssatz:
Nach Definition der Tablaufolgerung gilt > -, A gdw. es fir YU{—A} ein abgeschlossenes
Tableau gibt. Dies wiederum gilt nach 1., gdw. es fir XU{—A} ein abgeschlossenes
Tableau gibt (3¢ endliche Teilmenge). Dies gilt schliefllich gdw ¢ -, A.

zu Aufgabe 4:
1. Zeige: {p,pV ¢,p — s,7 — q},—~(q — p) ist widerspruchsvoll.
p

-(p—q)
q

-p

2. Zeige: {p,pV q,p — s,r — q, s} ist widerspruchsvoll.
p

p— S

—|p S

-S

3. Zeige: =(—(p — q) — (¢ — p)) ist widerspruchsvoll.



=(=(p—q) = (¢ —Dp))

—(p—q)
—(q —p)
p

—q

q

-p

4. Zeige: FU-(q — pA(=(sA=(sV ((gAr) — p))))) ist widerspruchsvoll. Dazu reicht
es zu zeigen, dass I’ widerspruchsvoll ist.

p
-p

5. Zeige: =((A— (AV C))AD),~((C — B)V —D) ist widerspruchsvoll.
2((A— (AVv(C))AD,)

-D

-((C — B) Vv D)
~(C = B)

=D

D

-B

zu Aufgabe 5:
L (p—=~(mg—1)—=(gVvr):



Jeder Ast steht fiir eine erfiillende Belegung. Um eine DNF zu erhalten, miissen
nun also in jedem Ast die einzeln vorkommenden Literale zu Konjunktionen zusam-
mengefasst und diese dann mit V verkniipft werden. Die DNF lautet also (p A q) V
(p A7)V qVr bzw. einfacher ¢ V 7.

2. (g —=p) = ~(r—q):
(g —p)—~(r—q)

—(r —q)
.
—p —q

Die DNF lautet also (—p A q) V (=g AT).

zu Aufgabe 6:
Wegen der logischen Aquivalenzen

A<+B FH (A= B)A(B— A)und
A< B =4 (AAB)V(=BA-A)

kann A < B sowohl als a- als auch also S-Formel aufgefasst werden. Als a-Formel
hat A <+ B die Komponenten «; = A — B und oy = B — A, als -Formel sind die
Komponenten 1 = AA B und 8o = -B A —A.

Man hat natiirlich sehr viele Méglichkeiten die Komponenten von A <+ B (als a- oder
B-Formel) zu definieren. Aufpassen muss man nur, dass die Tableaux-Methode mit dieser
Erweiterung weiterhin (fiir alle endlichen Mengen) terminiert. So wiirde zum Beispiel die
Wahl 5 = A+ B und o = B — B zu keiner effektiven Methode fiihren.



Fiir beliebige andere Operatoren sucht man sich wie oben gesehen eine logisch dquivalente
Darstellung in den gegebenen Operatoren und fiithrt entsprechende a- oder 5-Regeln ein.
Am naheliegendsten erscheinen eine DNF oder eine KNF des Operators.

zu Aufgabe T:

1. {p,q,r, s} | t: Diese Aussage kann natiirlich nicht gezeigt werden, da sie nicht
gilt. Es kann {p,q,r, s} [~ t gezeigt werden, denn die Menge auf der linken Seite
ist endlich, so dass die systematische Tableauxkonstruktion terminiert.

2. {p,q,r,s} = (¢ — s): Hier muss die Erfiillbarkeit der Menge {p,q,r, s(q¢ — s)}
gezeigt werden. Auch dies gelingt, da die systematische Tableauxkonstruktion im-
mer terminiert, wenn die Menge endlich ist.

3. F==(p— (¢ < r)AN—r) — (s V —p) Hier muss die Unerfiillbarkeit der Menge
FU{=(p— (g r)AN—r)— (sV-p)} gezeigt werden. Dafiir reicht es, die Uner-
fillbarkeit der Menge F' zu zeigen, was mit der systematischen Tableauxkonstruk-
tion gelingt.

4. 3 = {p; A —pit1]i € N} ist unerfiillbar: Die Aussage kann gezeigt werden, da die
Konstruktion fiir unerfiillbare Mengen terminiert.

5. X = {p; A —pit1i € 2N} ist erfiillbar: Die Aussage kann nicht gezeigt werden, da
die systematische Tableauxkonstruktion immer weiter neue Tableaux konstruiert,
bis sie entweder ein abgeschlossenes Tableau findet oder keine neuen «aq-, as-, 51-,
Po-Formeln (Schritte 3 bzw. 4 im Algorithmus) und auch keine neuen Formeln aus
der Menge mehr einsetzen kann. Beide Félle treten aber hier nicht ein, da 7 kein
abgeschlossenes Tableau enthélt und ¥ unendlich ist, zumindest Schritt 5 also im-
mer wieder ausgefiithrt werden kann. Der Nachweis, dass s kein abgeschlossenes
Tableau enthélt, kann also nicht gefiithrt werden.

zu Aufgabe 8:

Zu zeigen: Gibt es ein abgeschlossenes Tableau fiir X U {—(p A ¢)}, so gibt es auch eines
fir U {=(pVq)}.

O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass ein abgeschlossenes Tableau fir XU {—(p A q)} die
folgende Form hat: Zunéchst kommen einige (endlich viele, vgl. Aufgabe 3) Formeln aus
Y. und die Formel —~(pAq) vor. Da =(pAgq) eine 5-Formel ist, folgen dann zwei Teilbdume,
von denen einer —p und der andere —g enthélt. Wir bezeichnen diese Teilbdume mit 7
und 79. Alle Aste in diesen beiden Teilbdumen sind nach Voraussetzung abgeschlossen
und in jedem Ast kommt also eine der Formeln —p bzw. —¢ vor.

Ein abgschlossenes Tableau fiir ¥ U {—(p V ¢) bilden wir, indem wir die selben Formeln
aus X sowie —(p V q) untereinander schreiben. Da —(p V q) eine a-Formel ist, folgt nun
zundchst keine Verzweigung, sondern beide Formeln —p und —¢ kommen untereinander
und damit in allen Asten des Tableaux vor. Nun hiingen wir 7; (oder alternativ auch
73) an das bisherige Tableau an. An Aste, die jetzt noch offen bleiben, hiingen wir
untereinander p und g an.

Es muss noch gezeigt werden, dass dieses Tableau ein abgeschlossenes Tableau fiir > U



{=(p V q)} ist: Wir haben schon festgestellt, dass alle Aste im urspriinglichen Tableau
bzw. in 71 abgeschlossen sind. Es gibt drei Moglichkeiten, wie dieser Abschluss entsteht:

1. p oder —=—p kommen als Teilformeln im oberen Teil des Tableaux vor und werden
dann in 7 hergeleitet.

2. Zwei vollig andere konjugierte Formeln (die nichts mit —=(p A ¢) zu tun haben)
werden in 77 aus X hergeleitet.

3. pAq wird in 7| aus X hergeleitet.

Im ersten Fall ist der Ast auch im neuen Tableau abgeschlossen, weil —p in jedem Ast
des neuen Tableaux vorkommt. Im zweiten Fall ist der Ast unabhingig von p und ¢
abgeschlossen, daran dndert sich auch im neuen Tableau nichts. Im dritten Fall stellen
wir zunéchst fest, dass die oben beschriebene Erweiterung ein giiltiges Tableau erzeugt,

da p A ¢ im Ast vorkommt. Auflerdem ist der Ast abgeschlossen, weil —p in jedem Ast
vorkommt.



