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1. Aufgabe: [Resolution, Ubung]
Zeigen Sie mit Resolution:

1. A— (B — A) ist Tautologie.

2. {pVag,qVr}EpVvr.
3. X=(-B—-F)AN(((BANF)— -E)AN((EV-B)— —F)) ist erfiillbar.

2. Aufgabe: [Pridikatenlogik-Aufwirmaufgabe, Ubung]

1. Werten Sie die beiden Formeln U(x) und G(z) von Folie 140 fiir x = 2,3 und 4 (in
Z) aus.

2. Geben Sie eine Formel T'(z,y) an, die in Z die Teilbarkeitsrelation beschreibt.

3. Aufgabe: [Resolution, 10P]
Zeigen Sie mit Resolution:

l.pEpPVe

{pvg—-qvriEpvr

(((p = q) — p) — p) ist Tautologie.

. (((p—=q) A(g— 1)) = —=(=r Ap)) ist Tautologie.

- A((Fp = (@Vr) A=((pA=g) V (r A=sAt)) A (g — s) A=(sV —t)) ist Tautologie.

oUW

4. Aufgabe: [Erfiillende Bewertungen mit Resolution, 4P|
Zeigen Sie mit Resolution:

1. ((pV @ A(=gVr)A(—rVs)A(-sVp)ist erfiillbar.
2. (p = @) N(mg V)

5. Aufgabe: [Eigenschaften der Resolution, 7P]

1. Beweisen Sie die Korrektheit des Resolutionskalkiils.

2. Zeigen Sie, dass bei der Resolution keine Schritte mit Klauseln gemacht werden
miissen, die von anderen Klauseln subsumiert werden.

Abgabe: bis 08. Juni 2011 10:00 Uhr im Kasten neben Raum 34-401.4



zu Aufgabe 1:
1. A— (B — A) ist Tautologie.
Hierfiir muss gezeigt werden, dass (A — (B — A)) unerfillbar ist. Zunéchst wird
die Formel in KNF umgewandelt, es gilt

—“(A— (B— A)) =5 -(-AV-BVA) = (ANBA-A),

was der Klauselmenge {{A}, {B},{—A}} entspricht. Hierauf ist sofort die Resolu-
tionsregel anwendbar, die Resolvente der Klauseln A und —A ist die leere Klausel
0.

2. {pVag,qVvr}EpVvr.
Zu zeigen ist, dass {pVq, ¢Vr,—(pVr)} unerfiillbar ist. Die letzte Formel muss dafiir
noch in KNF gebracht werden und man erhélt die Klauselmenge {{p, ¢}, {q, 7}, {-p},{—-r}}
Zunichst kénnen die beiden ersten Klauseln resolviert werden, so dass man {p,r}
erhalt. Diese Klausel kann nacheinander mit {—p} und {—r} resolviert werden, so
dass p und r eliminiert werden und die leere Klausel U iibrig bleibt.

3 X=E->MAN(S—>F)AN((MVF — A)A(—A))) ist erfillbar.
Nach Transformation der Formel in KNF beginnen wir mit der Klauselmenge

{Kl = {BvF}v

K, = {—\B7—|F7—|E}7
K = {—\E7—|F}’

Ky ={B,~F}}.

Als Resolventen erhalten wir zunachst
K5 = ReSB(Kl, KQ) = {F, —|F, —|E},
KG = RGSF(Kl, KQ) = {B, —|B, —\E},
K7 = RGSF(Kl, Kg) = {B, —|E},
Kg = RGSF(Kl,K4) = {B},
Kg = RGSB(KQ, K4) = {F, —\F}
Die Klauseln K5 und Kg sind allgemeingiiltig und miissen nicht berticksichtigt
werden. Die Klausel Ky ist nicht neu (= K3). Es bleiben nur K; und Kg. Mit
ihnen erhalten wir weitere Resolventen
K10 = ReSB(KQ,K7) = {—|F, —|E},
K11 = ReSB(KQ,Kg) = {—|E, —|F}
Da keine neuen Klauseln gefunden wurden, sind wir mit unserer Resolution fertig.
Da die leere Klausel nicht abgeleitet wurde ist die Aussageform erfiillbar.

Achtung: Hier wurde eine einzelne Formel als erfiillbar nachgewiesen. Dies funk-
tioniert analog auch fiir endliche (erfiillbare) Mengen von Formeln, nicht jedoch
fiir unendliche. Dort terminiert das Verfahren nicht, da immer neue Klauseln
hinzugenommen werden kénnen.



zu Aufgabe 2:

1.

U(2) und U(4) sind in Z falsch, U(3) ist wahr, die Formel beschreibt, dass eine
Zahl ungerade ist. G beschreibt gerade Zahlen, also sind G(2) und G(4) wahr, G(3)
ist falsch.

. T(z,y) = Jz[x - z = y| driickt aus, dass z y teilt.

zu Aufgabe 3:
LpEpVe

2.

3.

zu zeigen: {{p}, {—-p}, {—q}} ist unerfillbar. Dies geht sofort, da Res,(p,~p) = 0
ist.

{pva,—qvriEpVvr

zu zeigen: {{p, q},{—q,r}, {-p}, {—r}} ist unerfillbar.

Ky ={p,q},
Ky ={—q,r},
K3 = {-p},
Kq={-r}}

K5 = Resy (K1, K3) = {q},
Kg = Resr(K2a K4) = {_'q’ }’
K7 = Resp(Ks, Kg) = U.

(((p = q) — p) — p) ist Tautologie:
zu zeigen: —(((p — q) — p) — p) ist unerfiillbar. Zunéchst muss die Formel in
KNF gebracht werden:

~(((p = q) = p) = p) F= ~(=(=(=pVq) Vp) VD)
== ((=(=pVq) Vp)A-p)
== (((pA—q)Vp)A-p)
E= ((pVp)A V=g A-p).

Dies entspricht der Klauselmenge {{p}{p, ~¢}{—p}}, woraus sofort Res,(p, 7p) =0
hergeleitet werden kann.

(((p—= @) AN(g— 1)) = —(—r Ap)) ist Tautologie:
zu zeigen: —~(((p — q) A (¢ — r)) — —(=r A p)) ist unerfullbar. Wieder wird die
Formel in KNF gebracht:

(((p—=a)A(g—= 1)) A (=1 AD))
(=pV @) A (=g V1) AN=r AD).

“(((p—=a)AN(g—1)) = =(=rAp))

=
=



Der Beweis ist nun der folgende:

Ky = {-p,q},
Ky ={~q,r},
K3 = {p},
Ky ={-r}}

K5 = Res, (K1, K3) = {q},
KG = Resr(K27K4) - {_'Q7 }7
K; = RGSF(K57K6) =L

5. a((=p—= (gVvVr) A=((pA—q)V(rA=sAt))A(qg— s)A-(sV-t)) Tautologie:

Zu zeigen:
{K1={p.q,r},
Ky ={-p,q},
K3 = {-r,s,—t},
Ky = {—q, s},
K5 = {~s},

ist unerfillbar. Beweis:

K7 = Resy (K1, K2) ={q,r}
Kg = Resy (K3, K5) = {—r,~t}
K9 = Res,(K7, Kg) = {q, t}
Ko = Resp(Kyg, K¢) = {q}

K11 = Resp(Ky, K5) = {—q}
K9 = Resp (K10, K1) =

zu Aufgabe 4:
7 zeigen:
1. (=pV @ A(=gVr)A(—rVs)A(-sVp)ist erfiillbar.
Ansatz: Man erzeugt — analog zu Folie 137 bzw. zu Aufgabe 1 — systematisch
Klauseln aus den schon vorhandenen, bis keine neuen mehr entstehen. Um eine
erfiilllende Belegung zu finden, kann man alle Literale sammeln und anhand der
Negationssymbole die Belegung bestimmen (hier ¢(p) = ¢(q) = ¢(r) = ¢(s) =0).
2. (p—= g N(=gVr) fE-r
Zu zeigen ist, dass {(p — q) A (negq V r),—r} erfiillbar ist. Dies geht wie oben,
nur geht es hier schneller. Die KNF ist {{-p, ¢}{—q,7}{r}}. Hier kann nur ein
Resolutionsschritt gemacht werden und es bleibt {—p, r} tibrig. Beachtet man noch,
dass die zweite Klausel von der dritten subsumiert wird, dann muss tiberhaupt



kein Schritt gemacht werden, um zu sehen, dass die Klauselmenge erfiillbar ist
(vgl. Aufgabe 5). In diesem Fall kann aber im Gegensatz zur ersten Formel keine
erfiillende Belegung direkt angegeben werden, da die Atome p und ¢ nicht einzeln
bzw. nur negiert stehen bleiben.

zu Aufgabe 5:

1. Zum Beweis der Korrektheit des Resolutionskalkiils muss gezeigt werden, dass die
Regel korrekt ist, dass also fiir zwei resolvierbare Klauseln A = {Ly, Lo, -+ ,L,}
und B = {Ly/:= —Ly, Lot,- - , Ly} die Folgerung A, B = Resy, (4, B) gilt.
Sei also ¢ eine Bewertung, die A und B erfiillt. Dann gibt es ein 1 < i < n,
so dass ¢(L;) = 1 und ein 1 < j < n, so dass p(L;/) = 1. Da Li/ = =L
gilt, kann nicht ¢ = j = 1 sein. Die Resolvente von A und B ist Resy, (4, B) =
{La,-+ , Ly, Lal,--- , Lt} sie enthélt also L; oder L/ oder sogar beide. Damit
gilt auch ¢(Resz, (A4, B)) = 1.

2. Zu zeigen: Schritte mit subsumierten Klauseln sind tiberfliissig. Genauer zeigen

+
wir: Sind Cy, C Klauseln mit C; C C und gilt XU {C1,C2} FRes LI}, so gilt auch
+

YU {Cl} l_Res Ll}.
Da aber Cy von Cy subsumiert wird, gilt C; = Cs. D.h. jede erfiillende Belegung
fir ¥ U {C1} erfiillt auch ¥ U {C1,Cs} bzw. ist ¥ U {C}} erfillbar, so auch ¥ U

{C1,C%}. Da aus ¥ U {C1,Cs} die leere Klausel hergeleitet werden kann, ist die
Menge aber unerfiillbar und damit muss auch ¥ U {C} unerfillbar sein. Damit

+
gilt X U {Cl} F Res L.



