
1 Das deduktive System F01.1 Axiome und Regeln
Ax1 : A → (B → A)

Ax2 : (A → (B → C)) → ((A → B) → (A → C))

Ax3 : (¬A → ¬B) → (B → A)

MP :
A,A → B

B1.2 Deduktionstheorem
Σ, A ⊢F0

B gdw. Σ ⊢F0
(A → B)1.3 Theoreme

1 : ⊢F0
(A → A)

2 : (A → B), (B → C) ⊢F0
(A → C)

3 : ⊢F0
¬¬A → A

4 : ⊢F0
(A → B) → ((B → C) → (A → C))

5 : ⊢F0
(B → ((B → A) → A))

6 : ⊢F0
(¬B → (B → A))

7 : ⊢F0
(B → ¬¬B)

8 : ⊢F0
(A → B) → (¬B → ¬A) und

⊢F0
(¬B → ¬A) → (A → B)

9 : ⊢F0
(B → (¬C → ¬(B → C)))

10 : ⊢F0
((B → A) → ((¬B → A) → A))

11 : ⊢F0
((A → B) → ((A → ¬B) → ¬A))

1



2 Gentzen-Sequenzenkalkül2.1 Axiome und Regeln
Ax1 : Γ, A ⊢G A,∆

Ax2 : Γ, A,¬A ⊢G ∆

Ax3 : Γ ⊢G A,¬A,∆

R∧,∨ :
Γ, A, B ⊢G ∆

Γ, (A ∧B) ⊢G ∆

Γ ⊢G A,B,∆

Γ ⊢G, (A ∨B),∆

R→ :
Γ, A ⊢G ∆, B

Γ ⊢G (A → B),∆

Γ ⊢G A,∆; Γ, B ⊢G ∆

Γ, (A → B) ⊢G ∆

R¬ :
Γ, A ⊢G ∆

Γ ⊢G ¬A,∆

Γ ⊢G A,∆

Γ,¬A ⊢G ∆

R∧′,∨′ :
Γ ⊢G A,∆; Γ ⊢G B,∆

Γ ⊢G (A ∧ B),∆

Γ, A ⊢G ∆; Γ, B ⊢G ∆

Γ, (A ∨ B) ⊢G ∆
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3 Hilbertkalkül3.1 RegelnKonjunktion: ∧_I :
A,B

A ∧ B
∧_E :

A ∧ B

ADisjunktion: ∨_I :
A

A ∨ B
∨_E :

A ∨ B,¬A

BImplikation: → _E :
A,A → B

B
(Modus-Ponens) → _E :

¬B,A → B

¬A
(Modus-Tollens)Negation: ¬_E :

A,¬A

B
¬_E :

¬¬A

AÄquivalenz: ↔ _E :
A ↔ B

A → B
↔ _E :

A ↔ B

B → A

Transitivität: ↔ _I :
A ↔ B,B ↔ C

A ↔ CDeduktionstheorem: → _I :
A1, . . . , An, B ⊢H C

A1, . . . , An ⊢H B → C)Redutio ad absurdum: ¬_I :
A1, . . . , An, B ⊢H C,A1, . . . , An, B ⊢H ¬C

A1, . . . , An ⊢H ¬BHypothetisher Syllogismus: A → B,B → C

A → CKonstruktives Dilemma: A → B,C → D,A ∨ C

B ∨D
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3.2 BeweistehnikenOft kommt die Frage auf, wie man eigentlih Beweise in Kalkülen �ndet. Eine generelleVorgehensweise gibt es dafür niht, letztlih ist es Übungssahe. Tehniken, die zum Er-folg führen können, orientieren sih aber häu�g an unserer natürlihen Art zu beweisen.In einigen Fällen ist es nützlih, die herzuleitende Formel zuerst hinzushreiben undden Beweis gewissermaÿen rükwärts zu führen. Man suht also eine oder mehrere an-dere Formeln, aus der die gewünshte Formel durh Anwendung einer Regel hervorgeht.Dies sind die Voraussetzungen, die gelten müssen, damit die zu beweisende Formel gilt.Falls diese Vorausetzungen keine Axiome oder Prämissen sind, müssen sie nun natür-lih selbst gezeigt werden, so lange bis nur noh Axiome oder Prämissen vorliegen. DieseMethode kommt niht nur in Kalkülen bzw. Theorembeweisern zur Anwendung, sondernist die zentrale Idee hinter allen Verfahren, die wir im Laufe der Vorlesung kennenlernen.Bei semantishen Tableaux ist z.B. eine Formel erfüllbar, wenn es einen vollständigen,o�enen Ast unterhalb dieser Formel gibt. Es ist jedoh niht trivial, die �rihtigen� Vo-raussetzungen zu �nden, die zum Ziel führen und mit denen der Beweis möglihst kurzwird.Auh Menshen zerlegen Aussagen in Beweisverp�ihtungen, die sie dann jede für sihzeigen, bis nur noh triviale Aussagen zu beweisen sind. Dies wird z.B. immer dann deut-lih, wenn zunähst Lemmata bewiesen werden, aus denen dann am Ende ein Theoremgefolgert wird. Wer sih dann fragt, wie man eigentlih auf solhe Beweise kommt, dersollte sih den Beweis vom Ende her anshauen. Auh hinter vermeintlih komplexen Be-weistehniken wie z.B. vollständiger Induktion stekt nihts anderes als eine Zerlegungin Beweisverp�ihtungen: Einerseits muss gezeigt werden, dass die Aussage für n = 0gilt und andererseits, dass aus der Gültigkeit für n auh die Gültigkeit für n + 1 folgt.Auh Induktionsprinzipien kann man in Form von Regeln in Kalkülen ausdrüken.Eine andere häu�g verwendete Beweistehnik ist der indirekte oder Widerspruhsbeweis.Diese Tehnik sollte jedem z.B. aus Mathematikvorlesungen bekannt sein: Man nimmtan, dass das Gegenteil der zu zeigenden Aussage gilt und folgert daraus etwas wider-sprühlihes. Auh diese Idee stekt in unseren Methoden, Tautologien nahzuweisenbzw. in der shon vom Anfang der Vorlesung bekannten Aussage Σ |= A gdw. Σ∪{¬A}unerfüllbar. In den Übungen wurde bereits gezeigt, dass dieses Prinzip für Kalküle (F0)gilt und es wird z.B. durh Regeln wie die Redutio ad Absurdum im Hilbertkalkül bzw.Theorem 11 für F0 formalisiert. Ein Widerspruhsbeweis für ⊢H A → A könnte bspw.
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folgendermaÿen aussehen:
A1 ≡ ¬(A → A) Prämisse
A2 ≡ ¬(¬A ∨ A) Implikationsgesetz
A3 ≡ ¬¬A ∧ ¬A de Morgan
A4 ≡ A ∧ ¬A Doppelnegation
A5 ≡ A ∧E

A6 ≡ ¬A ∧A Kommutativität
A7 ≡ ¬A ∧EAn dieser Stelle ist gezeigt, dass ¬(A → A) ⊢H A und ¬(A → A) ⊢H ¬A gilt. Mitder Redutio ad Absurdum gilt nun ⊢H ¬¬(A → A), woraus in einem weiteren Shritt

A → A hergeleitet werden kann. Ganz ähnlih läuft solh ein Beweis in F0 ab, dort kannman z.B. ¬(A → A) ⊢F0
A → A zeigen und muss dann, um Theorem 11 anwenden zukönnen, noh etwas mit dem Deduktionstheorem herumspielen.Etwas komplizierter wird es, wenn man mit dem Hilbertkalkül z.B. ⊢H ¬(A ↔ ¬A)nahweisen möhte. Man kann relativ leiht A ↔ ¬A ⊢H A ∨ A und A ↔ ¬A ⊢H

¬A ∨ ¬A zeigen und muss jetzt noh zusätzlih A ∨ A ⊢H A herleiten, bevor man dieRedutio ad Absurdum anwenden kann. Letzterer Beweis ist selbst wieder relativ einfahals Widerspruhsbeweis zu führen.
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